
第 36 卷 第 8 期 自 动 化 学 报 Vol. 36, No. 8

2010 年 8 月 ACTA AUTOMATICA SINICA August, 2010

点云模型谷脊特征的提取与增强算法

庞旭芳 1, 2 庞明勇 1 肖春霞 3

摘 要 提出一种鲁棒性的谷脊线提取与增强算法. 算法采用多步逼近的策略: 首先根据每个点的局部最小二乘拟合曲面多

项式计算每个点的主曲率, 并用绝对值较大的主曲率标识出谷脊潜在特征点; 然后通过将特征点投影到离其最近的潜在特征

线上得到增强的特征点; 再对增强后的特征点进行平滑, 选择合适的平滑点生成特征折线; 最后再对特征线进行进一步的扰动

滤除等操作得到光滑的谷脊线. 实验结果表明, 本文算法稳定、抗噪性强、能满足多分辨率的特征提取要求.
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An Algorithm for Extracting and Enhancing Valley-ridge Features from Point Sets

PANG Xu-Fang1, 2 PANG Ming-Yong1 XIAO Chun-Xia3

Abstract We present a robust algorithm for extracting valley-ridge lines from point set model. Our algorithm is based

on multi-step refinement operations: Using moving least square method, we fit a smooth patch for neighborhood of each

point, then calculate the principal curvature for each point. Potential valley-ridge points are identified according to the

biggish principal curvature. After enhancing valley-ridge points by projecting onto their closest potential feature lines,

we smooth the projected points and grow polylines through the smoothed points. Finally, smooth valleys and ridges

are achieved by resolving the results. Experiments indicate that our algorithm has good stability and strong anti-noise

performance, and it also leads to good results of multi-resolution extractions of features.

Key words Point-set, valley-ridge extraction, feature enhancement, valley, ridge, moving least squares (MLS)

特征提取与增强是数字几何模型处理中备受关

注的底层技术之一. 谷脊特征线是模型上顺应曲面
凹凸变化趋势的曲线, 能较好地描述模型的特征. 提
取模型的谷脊线在几何分析、曲面重建与编辑、数

据分块以及人脸识别等领域有着广泛的应用, 也为
几何特征提取与增强的研究提供了重要途径.

几何造型领域已对三角网格模型与点集模型

的特征提取进行了较深入的研究. 本文将特征提
取算法分为三类: 1) 基于法向偏差的方法, 如
Demarsin[1] 用主元分析法 (Principal component
analysis, PCA) 计算点的法向, 通过邻点间法向变
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化的大小来检测并提取出特征点. 2) 基于协方差
分析的方法, 如 Pauly 等[2] 提出首先用基于局部邻

域的协方差分析方法, 标记出潜在的特征点, 再通
过变换邻域的半径, 多尺度地处理含有噪声的模型;
Gumhold 等[3] 使用黎曼图建立局部邻域点之间的

连接关系, 同时用协方差分析方法为每个点计算一
个用于标记其为潜在棱点、边点以及角点的权重.
文献 [2–3] 都通过建立最小生成树连接标记的潜在
特征点, 并使用曲线来逼近尖锐特征. 上述两类方
法对模型的质量要求较高, 在处理稀疏模型时的稳
定性有待提高, 同时协方差分析方法对模型微分性
质的敏感度是有限的, 无法提取细小的特征. 3) 基
于投影映射的方法, 如 Daniels 等[4] 用基于最小平

方中值 (Least median of squares, LMS)[5] 和前向
搜索法[6] 的鲁棒移动最小二乘法 (Robust moving
least squares, RMLS)[7] 在每个点的邻域内进行曲
面拟合, 得到该邻域内的一系列拟合曲面, 然后将该
点投影到距其最近的曲面交线上, 从而得到增强的
特征点, 最后用主元分析方法直接连接特征点, 并对
特征线进行平滑松弛处理得到光滑的特征线. 该算
法包含投影增强运算, 在处理稀疏的点集模型时也
能得到比较满意的特征提取效果, 但由于算法是基
于 RMLS 的, 时间代价较高.
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文献 [8] 给出一种基于特征的数据分块方法, 方
法将粗略分块与精确分块相结合, 在分析曲面边界
区域微分几何特性的基础上, 根据高斯曲率和平均
曲率将点分为平面点、谷、脊、极小曲面、鞍形脊、

鞍形谷、峰、阱等八类. 完成对散乱点云的粗略分块
后, 采用基于特征点约束的区域生长法完成精确分
块. Lai 等[9] 提出了一种特征分类方法: 该算法通
过计算每个点一定半径测地圆的面积与周长二次方

比值得到该点的紧性测度, 同时计算测地圆上离该
点的最近距离. 紧性测度和测地圆最短 “半径” 值
共同将特征点提取出来, 然后计算该点的法向与该
点指向其局部逼近平面上对应点的矢量的点乘, 通
过点乘结果的符号来判断该点的凹凸性, 进而将谷
特征和脊特征分离开. 文献 [10] 针对三角网格模
型提出一种谷脊线提取算法, 该算法使用紧支径向
函数 (Compactly supported radial basis functions,
CS-RBFs)[11] 拟合三角网格曲面, 并通过将网格点
投影到 CS-RBF 曲面上, 计算其曲率张量和曲率梯
度. 然后计算每条网格边两端点的最大/最小主曲率
方向并跟踪检测出所有的谷脊特征网格点. 如果网
格边的两端点都是谷特征点或者脊特征点, 则直接
将它们连接起来; 如果网格三角形的三个顶点都是
谷特征点或者脊特征点, 则取三角形的重心为特征
点.

1 算法梗概

问题描述: 对于给定的一个不含有法向信息和
任何连接信息的点云模型: PPP = {pi}, pi ∈ R3,
i ∈ {1, · · · , N}, 本文算法提取模型 PPP 的谷脊线.
本文针对点云模型提出一种谷脊线提取算法,

算法基于多步逼近策略: 首先计算每个点的主曲率
并根据绝对值较大的主曲率分别标记出谷潜在特

征点和脊潜在特征点, 再用权重敏感的最小二乘法
计算每个特征点在一定半径范围内的潜在特征线,
并将该点投影到离其最近的潜在特征线上, 然后用
PCA 方法对投影点进行自适应平滑处理, 最后对生
成的特征折线进行优化得到光滑的谷脊线. 算法通
过以下四个步骤来完成, 如图 1 (b)∼ 1 (e) 所示:

1) 计算点的主曲率, 提取潜在的谷脊特征点:
计算每个点的局部逼近平面, 并在平面上建立 Z 轴

朝向待重建曲面外部的局部坐标系, 用移动最小二
乘法 (Moving least squares, MLS)[12] 在局部坐标
系内拟合该点邻域, 得到局部曲面拟合多项式, 并计
算该点的主曲率. 根据每个点的绝对值较大的主曲
率分别标识出谷脊特征点. 曲率为负且绝对值大于
一定阈值的点加入谷潜在特征点集, 曲率为正且大

于一定阈值的点加入脊潜在特征点集, 然后分别对
两个点集执行以下步骤.

(a) 原始的点集

(a) Original point cloud

(b) 潜在特征点

(b) Potential feature points

identified to be closed to

possible features

(c) 增强后的潜在特征点

(c) Potential feature points

projected onto possible

features

(d) 平滑后的特征点

(d) Smoothed projected

points

(e) 最后得到的光滑特征线

(e) Reconstructed polylines

that identify the sharp

features

图 1 本文特征提取方法的流程图

Fig. 1 Over view of our feature extraction pipeline

2) 增强潜在谷脊特征点: 用权重敏感的最小二
乘法在每个潜在特征点局部逼近平面上拟合局部潜

在特征线的投影, 然后利用最小二乘曲面拟合多项
式间接地表示潜在特征线, 最后将该点投影到离其
最近的潜在特征线上得到增强的特征点.

3) 平滑谷脊特征点: 首先对每个特征点的邻域
进行相关系数分析, 自适应地调整邻域半径, 然后用
PCA 方法找出主轴, 并将该点投影到主轴上得到平
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滑的特征点.
4) 生成谷脊特征线并对其进行优化: 根据一定

的特征折线 “生长原则” 生成逼近谷脊线的初始特
征折线. 然后分析谷脊特征折线端点的情况, 修复谷
脊线之间的裂缝, 并对其进行平滑处理.

2 谷脊潜在特征点的提取

本文算法通过点云中每个点 pi 绝对值较大的主

曲率 ki 来识别潜在的谷脊特征点, 谷点为相对待重
建曲面凹的部分, 其对应的 ki 小于 0; 而脊点为相对
待重建曲面凸的部分, 其对应的 ki 大于 0.
用移动最小二乘法拟合 pi 点在 r 半径邻域内的

点NBHD(pi) = {pj}, ||pj−pi|| ≤ r, j = 0, · · · , k,
得到 pi 点局部曲面拟合多项式 gi, 然后通过 gi 点的

曲率. 计算局部曲面拟合多项式分为两步: 1) 寻找支
撑平面, 建立局部坐标系; 2) 计算多项式.
首先建立 NBHD(pi) 的协方差矩阵,

B =
∑

pj∈NBHD(p)

(pj − oi)(pj − oi)T

其中

oi =
1
k

k∑
j=0

pj

是 NBHD(pi) 的重心, B 是一个对称的半正定 3
× 3 矩阵. 计算 B 的特征值和特征向量, 设特征值
为 λ0, λ1, λ2 (λ0 < λ1 < λ2), vvv0, vvv1, vvv2 分别为 λ0,
λ1, λ2 对应的特征向量. vvv1, vvv2, oi 共同定义逼近

NBHD(pi) 的平面 Hi, 也称之为支撑平面, vvv0 即

为 oi 的法向, 记为 nnni. 在 Hi 平面上建立局部坐标

系 (oi,uuu,vvv,nnni), oi 为原心, nnni 为 Z 轴.
实验结果显示上述方法得到的局部坐标系 Z 轴

的方向有的指向待重建曲面的内部, 有的则指向外
部, 见图 2 (a). 平均曲率和主曲率都与 Z 轴的朝向

有关, 所以为使点的凹凸性判断有一个统一的参照,
需要调整每个局部坐标系的 Z 轴, 使其指向待重建
曲面的外部. 局部坐标系 Z 轴的调整过程也就是对

点 oi 的法向 nnni 进行调整的过程.
本文算法从点集 O = {oi}, i ∈ {1, · · · , N} 中

选择 6 个稳定传播源点, 分别为 x、y、z 分量最大

和最小的点. 然后从这些传播源点出发对 O 中每

个点进行法向传播调整. oi 点 r 半径内的点记为

NBHD(oi) = {oj}, j = 0, · · · , k, 相邻点 oi, oj 的

法向点乘绝对值 ωj 用于标识两点之间的法向传播

能力, 即 ωj = |nnni · nnnj|, nnni 和 nnnj 都是单位法向, 所
以 1 ≥ ωj ≥ 0. 当两点法向越接近平行, 则 ωj 越接

近 1, 表示两点间的传播能力越强. 设置传播阈值 τ ,
本文取 τ = 0.6, 当 ωj ≥ τ 时, 表明 oi 和 oj 之间存

在法向连续性, 可进行法向传播, 即如果 nnni ·nnnj < 0,
则 nnnj 取 −nnnj. 当 ωj < τ 时证明 oi 和 oj 之间不能

进行法向传播. 我们为 oi 设置两个标志: bNormal,
bNVisited, 分别表示该点是否完成法向调整, 以及
该点 r 半径内的邻点是否全部完成法向调整. 算法
采用局部深度优先策略, 在传播的过程中选择法向
已经调整好, 但其 r 半径内邻近点法向未全部被调

整的点作为候选传播源点压入堆栈, 当一次传播终
止后, 从堆栈中弹出一个元素, 作为下一次法向传播
的源点. 多源点法向传播算法具体过程如下:

(a) 调整前的法向

(a) Normal before

adjustment

(b) 调整后的法向

(b) Normal after adjustment

(c) 法向调整前光照效果

(c) Illumination effect of (a)

(d) 法向调整后光照效果

(d) Illumination effect of (b)

图 2 Fran-rgb 模型的法向调整

Fig. 2 Normal adjustment for fran-rgb model

1) 调整 6 个稳定源点的法向, 即使 x 分量最大

点的法向指向 +X, x 分量最小点的法向指向 −X,
依此类推.

2) 建立 6 个堆栈 CSX, CSX , CSY, CSY ,
CSZ, CSZ , 用于存储从上述 6 个源点出发传播过
程中产生的候选传播源点.

3) 依次从 6 个源点 o 进行法向传播, 从
NBHD(o) 中选择 ωj ≥ τ 且其 bNoraml 标记为
False 的点, 按照 ωj 的值, 从大到小依次对 pj 点的

法向进行调整, 并将其 bNormal 标识设置为 True.
同时按照 o 邻近点法向传播的反顺序将 oj 压入其



1076 自 动 化 学 报 36卷

对应的堆栈 (如从 x 分量最大源点出发, 则将候选点
压入堆栈 CSX), 即 ωj 值越大越后压入, ωj 最大的

点置于栈顶. 如果 NBHD(o) 中点的法向全部被调
整过了, 则将点 o 的 bNVisited 标记设置为 True.

4) 依次从 6 个堆栈弹出栈顶元素, 如果弹出的
栈顶点其 bNVisited 为 True, 则继续弹出下一个元
素, 如果弹出的栈顶点其 bNVisited 为 False 并且
检测其 r 半径内邻近点未全部被调整, 则该点为源
点, 若检测其 r 半径内邻近点已全部调整, 则将该点
的 bNVisited 标记为 True, 并继续从该堆栈弹出点,
直至找到满足条件的源点, 然后重复步骤 3).

5) 直到 6 个堆栈都为空, 再对整个点云进行检
测, 找到法向未被调整的点, 按照三次最近距离法[8]

继续对其进行法向调整, 直到所有点的法向都被调
整完.
在极少数特殊情况下, 6 个源点中会有重合的

点, 排除重复点后再完成以上步骤. 图 2 (b) 为调整
后的效果. 该法向调整算法适用于封闭模型, 而对于
其他类型的模型, 可以根据模型的特点选择合适的
几个传播源点, 如单片模型 (参见图 2 模型), 则使用
一个方向的法向传播即可.

pi 点局部坐标系的 Z 轴取为 oi 点调整后的法

向方向nnni, 然后在 (oi,uuu,vvv,nnni) 坐标系内用二次多项
式 gi 拟合 NBHD(pi), 使 gi 满足式 (1):

min
∑

pj∈NBHD(pi)

〈pj − pg,nnni〉2 (1)

其中, pg 表示 pj 沿着 ni 在多项式曲面 gi 上的投影.
式 (1) 的意义是: 使 pj 点与其在拟合曲面上投影点

的距离平方和最小. 设 gi 表达式为

gi(u, v) = a + bu + cv + duv + eu2 + fv2 (2)

式 (1) 可以改写成

min
∑

pj∈NBHD(pi)

((pj − oi) ·nnni − g(uj, vj))2 (3)

(uj, vj) 为 pj 在局部坐标系内 (uuu,vvv) 平面上的坐
标. 由式 (3) 对多项式的各个系数求一阶导数得到
6 个线性方程, 然后用高斯消元法计算出 gi 的各个

系数. (uuu,vvv) 平面上任一点 q 在 gi 上的投影点为

oi + (uq, vq, g(uq, vq)).
求得 gi 的表达式后, 计算 pi 点的曲率

[13], 由式
(2) 可得

ggguuu =(1, 0, b+dv+2eu), gggvvv = (0, 1, c+dv+2fv)

ggguuuuuu =(0, 0, 2e), gggvvvvvv =(0, 0, 2f), ggguuuvvv =(0, 0, d)

nnn=
ggguuu × gggvvv

|gggu × gggv|

由此, 可得逼近曲面的第一和第二基本量:

L = ggguuuuuu ·nnn =
2e√

(b + dv + 2eu)2 + (c + du + 2fv)2 + 1

E = 1 + (b + dv + 2eu)2

M = ggguuuvvv ·nnn =
d√

(b + dv + 2eu)2 + (c + du + 2fv)2 + 1

F = (b + dv + 2eu)(c + du + 2fv)

N = gggvvvvvv ·nnn =
2f√

(b + dv + 2eu)2 + (c + du + 2fv)2 + 1

G = 1 + (c + du + 2fv)2

至此, 可得曲面的高斯曲率

kg =
4ef − d2

((b + dv + 2eu)2 + (c + du + 2fv)2 + 1)2

与平均曲率 kh (见置底通栏公式). 进而可得曲面的
主曲率:

k1 = kh +
√

k2
h − kg, k2 = kh −

√
k2

h − kg

计算 pi 点的高斯曲率、平均曲率以及该点的主

曲率, 通过分析可知用绝对值较大的主曲率能更好
地标识出谷脊特征, 如图 3 所示. ki 取 k1, k2 中绝

对值较大的曲率值. 设定一个曲率阈值 α, 当 ki 小

于 0 且 |ki| > α 时, 将 pi 点加入谷点点集 V , 当
ki > α 时, 将 pi 点加入脊点点集 R, 如图 4 所示,
灰色点为脊点, 黑色点为谷点.
最小二乘曲面的拟合半径 r 会影响谷脊特征检

测的敏感度, 见图 4. 拟合半径越大, 特征被平滑得
越多. 为使算法能自适应地根据模型选择合适的半
径 r, 本文计算模型平均点距值 d, 即每个点与其邻
近 5 ∼ 7 个点的平均距离的均值. 为减少计算量, 可
以计算模型中任意 m 个点与其邻近点的平均距离

的均值 (m > N/20). 算法以平均点距值作为半径 r

的选择参照, r 一般取 2∼ 4 倍 d.
分别对 V 和 R 执行步骤 2)∼ 4), 最后分别得

到光滑的谷特征线和脊特征线. 因为谷和脊可以通
过转换坐标 Z 轴的朝向相互转换, 所以只需研究谷
或者脊. 为方便表述, 下文中用 F 来任意表示 V 或

者 R.

kh =
e + f + e(c + du + 2fv)2 + f(b + dv + 2eu)2 − d(b + dv + 2eu)(c + du + 2fv)

(
√

(b + dv + 2eu)2 + (c + du + 2fv)2 + 1)3
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(a) 平均曲率

(a) Mean

curvature

(b) 高斯曲率

(b) Gauss

curvature

(c) 较大主曲率

(c) Biggish

principal curvature

图 3 使用平均曲率、高斯曲率、较大主曲率标记

Venus 模型

Fig. 3 Venus models marked according to the mean

curvature, Gauss curvature, and biggish principal

curvature, respectively

(a) 较小MLS 邻域半径

(a) Smaller MLS radius

(b) 较大MLS 邻域半径

(b) Bigger MLS radius

图 4 使用不同最小二乘曲面拟合半径的谷脊特征点

提取效果

Fig. 4 Valley-ridge points extraction results

corresponding to different MLS radius

3 谷脊潜在特征点的增强

为使潜在特征点进一步逼近特征线, 将 F 中的

每个点投影到其邻域内离其最近的潜在特征线上,
投影点即为增强的特征点. 本文算法首先在局部逼
近平面Hi 上拟合并逼近潜在谷脊特征线的投影, 然
后, 利用最小二乘曲面拟合多项式 gi, 将投影曲线映
射到点集曲面上得到潜在谷脊特征线的间接表示.

为计算潜在特征点邻域内的潜在特征线投

影, 将 F 中每个点 pi 及其 ϕ 半径内邻域点

NBHD(pi) = {pj} 投影到支撑平面 Hi 上, 并将投
影点转换到局部坐标系 (oi,uuu,vvv,nnni) 内, 记为 qj, pj

的曲率 kj 为 qj 的权重, 得到 (uuu,vvv) 平面内的点集
Q = {qj|kj}, Q ∈ R2.
为从 Q 中拟合出潜在特征线的投影, 本文采用

一种权重敏感的最小二乘方法. 与一般应用中坐标
敏感的最小二乘法不同, 该方法的拟合结果不局限

于点数据的坐标影响, 而是将点数据的权重影响纳
入拟合结果, 让拟合曲线更接近权重较大的点, 即计
算满足式 (4) 的曲线拟合多项式 f .

min
∑
qj∈Q

||qj − qfj||2θ(·) (4)

qfj 表示 qj 在 f 上的投影, θ(·) 是权函数, 本文为实
现权重敏感性, 设 θ(·) = kj. 权重敏感拟合结果如
图 5 所示. 黑色曲线为权重敏感拟合曲线, 可见权重
敏感的最小二乘法能更靠近权重较大的点, 从而更
加准确地逼近潜在特征线的投影.

图 5 最小二乘拟合结果 (灰色) 和权重敏感最小二乘拟合结

果 (黑色) (二维散乱点的权重越大颜色越深)

Fig. 5 Results of MLS fit (gray) and our weight sensitive

MLS fit (black) (Two dimensional point set are marked by

color according to the weight.)

受文献 [5] 中 LMS 算法和前向搜索方法[6] 的

启发, 本文给出一种针对权重敏感最小二乘法的预
处理算法: 根据权重从 “种子” 点开始进行 “区域生
长”, 找出对某条曲线拟合结果产生较大影响的一组
点, 为表述方便称这组点为该曲线的曲线拟合点集.
该预处理方法能有效地提高权重敏感最小二乘算法

的稳定性, 具体算法如下:
设W = {Wj}, j ∈ (1, · · · ,m) 为 Q 中所有曲

线拟合点集的集合, W0 表示拟合第 0 条曲线的曲
线拟合点集. 每条拟合曲线都有两个初始 “生长点”,
设为 G1 和 G2. 预处理算法首先根据 “生长圆” 规
则计算每条曲线的初始 “生长点”, 然后利用 “区域
生长” 算法从两个初始 “生长点” 开始探测出该条
曲线的所有曲线拟合点.
首先, 设置一个权重阈值 κ, 如果 Q 中存在

权重大于 κ 的点, 则选择其中权重最大的点 A

作为 “种子点”. 以 A 为圆心, R 为半径的圆,
即为上文提到的 “生长圆”. 设圆内点的集合为
D = {qk|(||qk − A||) < R}. 记 D 内权重次大的

点为 B. 设 AAABBB 为 “区域生长” 的一个 “生长轴”,
Perp(AAABBB) 为过 A 点的法向量. 半径 R 和角度 α
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同时控制曲线拟合结果的精度. 然后根据 AAABBB 和 α

将圆 (A,R) 划分为新生长点区域 (深色), 相交曲线
生长点区域 (斜线标记), 近点区域 (浅色) 三个区域,
如图 6 (a) 所示. 为保证在一定局部范围内不产生
环线, 且适用于多项式拟合, 本文设 α = π/3. 令
G1 = B 作为该曲线的第一个 “生长点”, 再根据 “生
长圆” 规则在 D 内寻找该曲线的第二个 “生长点”,
并对 “生长圆” 内不同区域内的点做相应的处理:

(a) “生长圆” 规则, 点越大权重

越大

(a) Rule for growth circle

(b) “区域生长” 算法

(b) Region growth

图 6 基于 “生长圆” 规则和 “区域生长” 算法的权重敏感最

小二乘预处理

Fig. 6 Weight sensitive pre-processing based on rule for

growth circle and region growth scheme

1) 在相交曲线生长区域内, 选择在 Perp(AAABBB)
方向上投影最远且权重大于 κ 的两个远端点作为当

前曲线的相交曲线的 “生长点”, 即为 G′
1 和 G′

2.
2) 在新生长点区域内, 选择权重最大且大于 κ

的点 qk 作为当前曲线的第二个 “生长点”, 记为 G2,
同时将该点和该区域内的其他点加入W0 作为曲线

拟合点.
3) 将近点区域内的所有点 qk 都加入W0.
找到曲线的两个初始 “生长点” G1 和 G2 后,

对该条曲线执行 “区域生长” 算法, 如图 6 (b) 所示.
每次以当前 “生长点” 为圆心, 选择 R 半径内未被

加入W 的点, 并以由当前 “生长点” 指向其前一个
“生长点” 的矢量为 “生长轴”, 按照 “生长圆” 规则
寻找下一个 “生长点”, 直到找不到满足条件的 “生
长点”. 然后重新开始为新的曲线查找曲线拟合点
集, 直到 Q 中的点都加入到W , 或者找不到合适的
“种子点”.
为使增强算法具有局部协调性, 可将上述权重

阈值 κ 设为一个局部适应值, 即将其设置为局部点
集 Q 的平均权重的绝对值.
最后, 得到 m 组拟合潜在特征线投影的点集,

剔除点数太少的Wj 后, 在 Hi 上用权重敏感的最小

二乘方法拟合剩下的点集.

本文用二次多项式拟合潜在特征线的投影:

fj = aj + bj · x + cj · x2 (5)

其中, fj 表示 NBHD(pi) 内第 j 条潜在特征线的

投影曲线. 分析可知 fj 上任意一点在点集曲面上的

映射点为 oi + (x, fj(x), gi(x, fj(x))), 如图 7 所示.

图 7 增强投影过程

Fig. 7 The enhanced projection

潜在特征线投影曲线的数目决定 pi 是特征

点还是特征无关点: 如果没有拟合曲线, 则说明
NBHD(pi) 内不存在潜在特征线; 如果存在一条拟
合曲线,则认为NBHD(pi)内存在棱边. 根据 pi 点

对应的局部曲面拟合多项式 gi, 将特征曲线投影 f

映射到点集曲面上得到潜在特征线的表示, 运用一
阶线性求极小值的方法[14], 求 pi 到潜在特征线上的

投影,并将投影点加入特征棱点点集E(p). 如果存在
两条或者两条以上的拟合曲线则说明 NBHD(pi)
内存在多条棱边. 这时, 除了将 pi 点投影到离其最

近的棱边上产生一个棱点 ei 还, 还会产生一个角点.
计算特征曲线投影在有效范围内的交点, 根据 gi 计

算交点在点集曲面上的映射点, 选择离 pi 最近的映

射点作为角点 ci 计算交点在点集曲面上的映射点,
选择离 pi 最近的映射点作为角点 ci/||ci − ei||, 即
角点 ci 到其对应棱点 ei 的距离倒数.

为简化角点的表示, 将在一定半径 ε 内的角

点用一个角点表示[4]. NBHD(ci) 指与 ci 相邻

的 ε 半径内的角点, 选择 NBHD(ci) 中最接近其
平均权重的角点作为代表, 保留在 C(p) 中, 同时
将 NBHD(ci) 内其他角点转移到棱点点集 E(p).
F (p) = E(p) + C(p).

4 平滑谷脊特征点

由于特征增强方法本身具有鲁棒性的特点, 经
过增强后的潜在特征点还不能直接生成平滑的特征

线, 所以必须通过平滑处理以使其进一步向特征线
靠近. 本文平滑算法基于邻域相关系数分析方法[15]

和 PCA 方法, 将每个特征点投影到其邻域点主轴
上, 自适应地平滑特征点.
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对于任一特征点 pi ∈ F (p), 选取其邻域半
径 δ 内的点 NBHD(pi) = {pj|(||pj − pi||) ≤
δ, j = 1, · · · k}, 然后得到其协方差矩阵 C, p̄ =
1/k

∑k

j=1 pj 是 NBHD(pi) 的重心. 计算 C 的特

征值和特征向量, 设特征值 λ0 ≥ λ1 ≥ λ2, 则 VVV 0,
VVV 1, VVV 2 分别为特征值 λ0, λ1, λ2 所对应的特征向

量. 主轴方向即为 p̄ 和 VVV 0 所定义的直线方向. 将 pi

投影到主轴上, 得到的投影点 ṗi 即为平滑后的特征

点.
特征点平滑的程度决定于 δ 的大小, 可以在计

算 PCA 主轴之前通过分析 NBHD(pi) 在逼近平
面上投影点的相关程度来控制 δ 的增长, 以得到自
适应的平滑效果, 如图 8 所示. 计算协方差矩阵 C

的特征向量和特征值, 将NBHD(pi) 内的点投影到
VVV 0 和 VVV 1 所决定的平面上, 并将投影点转换到局部
坐标系 (p̄,uuu,vvv,VVV 2) 内, p̄ 为坐标原点. 分析投影点
在 (uuu,vvv) 平面内的分布情况, 及计算投影点的两组
坐标值XXX 和 YYY 的相关系数.

图 8 使用不同邻域半径的 PCA 平滑效果[4, 15]

Fig. 8 Smoothing results in different neighborhood

sizes[4, 15]

ρXY =
cov(XXX,YYY )√
D(XXX)

√
D(YYY )

其中, cov(XXX,YYY ) = E{[XXX − E(XXX)][YYY − E(YYY )]} 为
XXX 与 YYY 的协方差;

√
D(∗∗∗) 表示均方差. ρ 的大小

表示XXX 和 YYY 线性相关的程度. 当 ρ = 0 时表示XXX

与 YYY 不相关, 当 |ρ| 越接近 1, 则说明 NBHD(pi)
的线性相关程度越大, 也就是NBHD(pi) 的分布越
接近特征线. 当给定点 pi 邻域 NBHD(pi) 的相关
系数 ρ 太小时, 以一定速率扩大半径 δ, 直到 ρ 大于

某个阈值. 本文实验使用的阈值是 ρ ≥ 0.6. 如果 δ

扩大过程中将某个角点纳入到邻域, 则需要将包括
角点在内的可能与其他特征线相关的点从邻域中剔

除[4], 当 δ 扩大到一定程度仍然不能得到满意的 ρ

值, 则放弃该点的处理, 视其为噪声点. 得到自适应
的 δ 后, 计算 pi 点 δ 半径邻域点的主轴和 pi 在主

轴上的投影点, 得到 pi 点对应的平滑点.
分别将 E(p) 和 C(p) 中平滑后的点加入平滑特

征点集 E(s) 和 C(s) 中得到平滑后的特征点集 F (s).

5 特征折线的生成与优化

为了得到特征线, 需要在点集 F (s) 中选取合适

的点并建立相应的连接关系.
借鉴文献 [15] 的方法, 由用户输入一个半径值

γmax 来控制特征折线的精度, 用 PCA 方法完成特
征折线的生成. 如图 9 所示.

图 9 特征折线的生长[4, 15]

Fig. 9 Feature polyline propagation[4, 15]

首先将特征点集中的边点按其离最近角点的距

离加入优先队列 (距离最大的边点最为优先). 然后
每次从优先队列中取出一个边点 p, 作为特征折线生
长的 “初始生长点”, 选取 “初始生长点” 半径 γmax

内的邻点 NBHD(p) 进行主元分析, 取 NBHD(p)
协方差矩阵的最大特征值对应的特征向量作为主轴

矢量, 然后将 NBHD(p) 内的每个点都投影到 p 点

和主轴矢量确定的直线上, 取投影最远的两个远端
点作为新的 “生长点”, 同时将NBHD(p) 内的点从
优先队列中删除. 接着从新的 “生长点” 开始继续进
行下一个 “生长点” 的检测. 当检测不到新的 “生长
点” 时, 证明该条特征折线 “生长” 完毕. 重新从优
先队列中选取 “初始生长点”, 开始生成新的特征折
线, 直至优先队列为空.
要得到光滑的特征线, 还必须对特征折线进行

优化处理, 包括特征折线端点间裂缝的修补, 特征折
线扰动的滤除.

当点集模型过于稀疏或者含过多的噪声时, 特
征折线间可能会出现不必要的断裂. 为修复这些裂
缝, 本文算法遍历每条特征折线的端点, 并将其与在
一定有效空间内的其他特征折线点连接起来, 生成
新的角点, 从而将两条或者多条特征线连接成一条
特征线.

特征折线的每个端点都有一个有效连接空间[4],
该空间为由一个距离阈值 αγmax, 以及特征线端点
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切向 TTT 和一个预设的角度 µ 定义的锥体空间. TTT 可

通过计算特征线每端最后四个节点的三次多项式拟

合求得, 或者直接用特征折线最后一段的方向作为
端点的切向. 给定一个特征折线端点 p, 其有效连接
空间内存在一特征点 q, 如果 q 是另一条特征线的端

点, 且两个端点的切向方向相反, 即 TTT q · TTT p < 0, 则
将两条特征线的端点连接起来合并成为一条特征线.
当 q 点是另一条特征线的中间节点, 则连接 p 和 q,
并将 q 点标记为新的角点. 当 p 的有效连接空间内

不存在特征点, 则表示 p 点为该特征线的一个结束

点, 不需要进行连接处理.
为滤除噪声对特征折线的扰动, 使特征线更为

平滑, 还需要对特征线进行松弛平滑处理. 本文采用
的方法是将特征曲线的端点固定, 然后对特征折线
内部的点进行 1∼ 2 次松弛均匀化处理, 如图 10 所
示.

图 10 特征折线的平滑: 对邻近三点进行分析, 在满足三邻

点构成的三角形面积不变的条件下, 调整中间点使其置于其

他两点连线的中垂线上

Fig. 10 Smoothing feature polylines (Fix the end-points

of the polylines and adjust the internal vertices with

restriction that the area of any triangle enclosed by three

contiguous points keeps invariant on their own defined

plane.)

具 体 算 法 为: 给 定 一 条 特 征 线 < =
{q0, · · · , qk}, 首先固定 q0 点和 q2 点, 然后在 q0,
q1, q2 确定的平面上按照 M q0q1q2 面积不变的原则,
对 q1 点的位置进行调整, 使其位于 q0 和 q2 的中垂

线上. 接着再将 q1 点和 q3 点固定, 调整 q2, 如此,
直至调整完 < 特征线的所有中间点.

6 误差分析

通过多步逼近得到的特征点不一定是原点集中

的点, 而是点集中的点在其邻域最小二乘拟合曲面
上的映射点, 所以本文谷脊线提取算法的误差即为
最小二乘曲面拟合的误差, 见图 11 所示.

error =
∑

pj∈NBHD(pi)

((pj − oi) · ni − g(uj, vj))2

当 error 不为 0 时, 证明 pi 点邻域的最小二乘拟合

曲面片存在误差.
本文用最大误差和均方根误差作为最小二乘曲

面拟合的误差指标, 从而评价本文谷脊线提取算法
的精度. Ej = ||(pj − oi) · ni − g(uj, vj)|| 的最大值
表示最大误差. pi 点邻域的最小二乘拟合曲面片均

方根误差表示为

si =
1
n

√ ∑

pj∈NBHD(pi)

(Ej − E)2

E 表示 pi 点邻域内所有点的平均误差. 整个点云模
型的均方根误差 s 可记为

s =
1
N

√√√√
N∑

i=0

(si − s)2, s =
1
N

N∑
i=0

si

图 11 移动最小二乘法的误差和平滑滤噪效果

Fig. 11 The approximation error of MLS and its noise

removal effect

本文算法的误差上限为[16]

||SP −
⋃

Gi|| ≤ Mm+1d
m+1

SP 为点云 P={pi}, pi ∈ R3, i ∈ {1, · · · , N} 定义
的曲面. Gi 表示在局部坐标系 (oi,uuui, vvvi,nnni) 内, pi

的局部最小二乘拟合曲面片, Gi = {oi +x ·+x ·ui +
y · vi + gi(x, y) · ni|(x, y) ∈ [−d, d]2}, d 表示点云模

型的平均点距值, m 表示最小二乘曲面拟合多项式

的次数. M 为关于 Gi 的 m + 1 阶导数的常数, 即
M ∈ O(||Gm+1||). 本文实验使用的是二次曲面片,
即 m = 2. 所以本文谷脊线提取算法的误差上限为
‖SP −

⋃
Gi‖ ≤ M3d

3.

7 实验结果与分析

作者在 VC++6.0 环境下实现了本文谷脊线提
取算法, 硬件平台为 1.8GHz 奔腾处理器、1GB 内
存的 PC 机.
为测试算法的抗噪性, 本文对 Bunny, Venus,

Balljoint, Sper-dragon 等模型分别加入不同程度的
噪声. 表 1 中记录了算法对这 4 个模型在三种不
同噪声干扰下进行处理的运行情况. 加入噪声的方
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式是使点集中的点偏离原位置任意小于 µ × d 的距

离, 其中, d 为平均点距值, µ 表示加入噪声的程度.
设噪声点移动方向为 LLL, LLL = (cos α, cos β, sinα),
−180 ≤ α ≤ 180, −90 ≤ β ≤ 90. 噪声点

p′i = pi + (µ × d) · LLL, LLL 为单位向量. 在实验中
µ 分别取 0.0, 0.6, 1.0. 表 1 中: (a) 为提取谷脊潜
在特征点的时间耗费; (b) 为增强谷脊潜在特征点
的时间代价; (c) 为对特征点进行平滑所耗时间; (d)
为谷脊线的生成与优化的时间代价. 随着噪声的增
加, 算法需要扩大最小二乘拟合半径以过滤掉噪声
对特征表现的影响, 所以 (1) 的处理时间会随之增
加, 同时整个算法的时间代价也会提高. 因为最小二
乘法本身具有滤噪的功能 (见图 11), 所以算法在处
理含大量噪声的模型时仍然可以保持良好的稳定性,
见图 12. 从实验数据可知本文算法抗噪性强, 算法
时间代价变化不大, 且在噪声情况下仍然可以很好
地提取出谷脊线.

从算法各阶段的实验数据看, (a) 阶段的时间代
价比较高, 该阶段包括法向的计算、法向的调整、局
部曲面拟合、曲率的计算等; (a) 中使用最小二乘方
法拟合每个点的邻域时, 邻域半径越大, 拟合的点数
越多, 算法的时间代价也就越高, 同时平滑掉的特征
也会越多. 当拟合邻域半径太小时, 则无法反映模型
局部曲率性质. 实验表明: 拟合 10∼ 20 个邻点能很
好地反映模型局部性质. 在本文实验中, 对于均匀采
样的模型, 最小二乘拟合邻域半径一般取为模型平
均点距值的 2∼ 4 倍. 同时为提高计算效率, 对整个
点集建立 k-d 树结构, 从而大大减少查找时间. 而对

于曲率自适应采样的模型来说, 拟合每个点最邻近
的 k 个点能更稳定地反映点集模型的局部微分性质.
分析实验结果可知, (b) 的时间代价与模型特征的复
杂程度有关, 当模型特征越复杂, 则提取的潜在特征
点越多, 导致 (b) 的时间代价增加.

(a) 原型 (b) µ = 0.0

(c) µ = 0.6 (d) µ = 1.0

图 12 不同噪声影响下的谷脊线提取效果

Fig. 12 Valley-ridge extraction results for bunny model

in different noise levels

通过调整最小二乘曲面拟合的邻域半径和提取

潜在特征点时的曲率阈值, 可以得到多分辨率的特
征提取效果如图 13 所示.

表 1 不同程度噪声影响下的程序运行结果 ((a) 潜在谷脊特征点的提取; (b) 特征点的增强; (c) 特征点的平滑;

(d) 特征折线的生成与优化)

Table 1 Run time performances of our valley-ridge extraction implementation for models that

contain different levels of noise ((a) Extracting potential valley-ridge points; (b) Enhancing feature points;

(c) Smoothing feature points; (d) Propagation and completion of feature polylines)

平均点 特征点 噪声 曲率 MLS 程序运行时间 (ms)
模型 规模 Total

距值 d 规模 (d) 阈值 半径 (d) (a) (b) (c) (d)

0.0174793 3 156 0.0 20 1.8 7 297 687 359 438 8 781

Bunny 35 947 0.0174315 3 204 0.6 20 2.0 7 734 687 423 453 9 313

0.0174608 3 913 1.0 17 2.6 9 876 859 672 562 12 047

0.00909488 15 974 0.0 20 2.0 30 922 3 220 2 953 2 468 39 641

Venus 134 359 0.00905473 17 198 0.6 20 2.0 30 953 3 454 3 718 2 812 41 000

0.00903110 11 667 1.0 20 2.8 38 984 2 422 2 406 1 547 45 453

0.00692489 26 911 0.0 17 4.0 64 125 6 030 6 266 4 063 80 547

Balljoint 137 073 0.00686795 26 270 0.6 17 4.0 63 157 5 765 6 562 4 032 79 641

0.00692447 26 953 1.0 17 4.0 63 577 6 032 7 187 4 157 81 046

0.00365770 133 165 0.0 35 2.8 213 046 181 891 90 077 80 735 56 6125

Sper-Dragon 437 645 0.00374048 141 848 0.6 40 3.0 230 515 174 984 92 375 90 641 588 953

0.00392370 123 268 1.0 38 3.5 263 750 159 375 99 641 79 344 602 484
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图 13 通过改变MLS 拟合半径和曲率阈值得到不同分辨率

的特征提取效果

Fig. 13 Multi-resolution result obtained from feature

extraction by verifying MLS radius and biggish principle

curvature threshold used for extracting potential feature

points

图 14 为 Pauly 的特征提取算法[2] 与本文谷脊

线特征提取算法的效果对比, 从实验结果可以看出
本文谷脊线算法对特征更为敏感, 能把稠密细小的
特征准确地提取出来, 如图 14 中 Venus 的发型特
征、Sper-dragon 的头部特征等.

(a) Venus 点集

模型

(a) Point cloud

model of Venus

(b) Pauly 算

法[2]

(b) Pauly′s

algorithm[2]

(c) 本文谷脊线提取算

法效果

(c) Our valley-ridge

extraction method

(d) Sper-dragon 点

集模型

(d) Point cloud

model of

Sper-dragon

(e) Pauly 算法[2]

(e) Pauly′s

algorithm[2]

(f) 本文谷脊线提取算

法效果

(f) Our valley-ridge

extraction method

图 14 Pauly 的特征提取算法[2] 与本文谷脊线提取算法的

效果比较

Fig. 14 Compare the results of Pauly′s feature

extraction[2] and our valley-ridge extraction

8 结论

本文主要解决点云模型的谷脊特征提取问题,
主要思想是通过计算每个点的曲率, 并根据主曲率
的符号将谷特征点和脊特征点分离开, 然后再将特
征点投影到离其最近的潜在特征线上得到增强的特

征点, 经过平滑特征点以及特征线的生成和优化等
运算后, 得到模型光滑的谷脊线. 实验显示本文算法
具有较强的鲁棒性, 在处理特征提取较困难的稀疏
点集模型时, 仍能得到满意的特征提取效果, 同时算
法还具有局部协调性, 对于较平滑细小的特征有较
高的敏感性.

从实验结果看, 本文算法虽然能提取出较为平
滑且细小的特征, 但同时也还有特征线间存在裂缝
的问题. 为解决这个问题, 将来的一个工作是采用一
种更为稳定的特征线生成算法. 同时, 用移动最小二
乘法拟合局部曲面并计算曲面微分性质是该算法最

耗时的部分, 寻求一种效率更高且稳定的曲面微分
性质计算方法是一个有意义的研究方向.
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