
第 36 卷 第 7 期 自 动 化 学 报 Vol. 36, No. 7

2010 年 7 月 ACTA AUTOMATICA SINICA July, 2010

基于极大后验估计和指数加权的自适应UKF滤波算法

赵 琳 1 王小旭 1 孙 明 1 丁继成 1 闫 超 1

摘 要 针对传统 Unscented 卡尔曼滤波器 (Unscented Kalman filter, UKF) 在噪声先验统计未知时变情况下非线性滤

波精度下降甚至发散的问题, 设计了一种带噪声统计估计器的自适应 UKF 滤波算法. 首先根据极大后验 (Maximum a

posterior, MAP) 估计原理, 推导出一种次优无偏MAP 常值噪声统计估计器; 接着在此基础之上, 采用指数加权的方法, 给出

了时变噪声统计估计器的递推公式; 最后对自适应 UKF 算法进行了性能分析. 相比于传统 UKF, 该自适应 UKF 算法在噪声

统计未知时变情况下不仅滤波依然收敛, 滤波精度及稳定性显著提高, 而且其具有应对噪声变化的自适应能力. 仿真实例验证

了其有效性.
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Adaptive UKF Filtering Algorithm Based on Maximum a Posterior

Estimation and Exponential Weighting
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Abstract An adaptive unscented Kalman filtering (UKF) algorithm with noise statistic estimator is designed to solve the

problem that the conventional UKF declines in accuracy and further diverges when the prior noise statistic is unknown

and time-varying. Firstly, a constant noise statistic estimator which is suboptimal and unbiased is deduced based on

maximum a posterior (MAP) estimation. Then, the recursive equations of time-varying noise statistic estimator are given

through exponential weighting of the constant noise statistic estimator. Finally, performance analysis of the adaptive

UKF algorithm is done. Under the condition of unknown and time-varying noise statistic, the proposed adaptive UKF

algorithm still converges, moreover its filtering precision and stability are better than those of the conventional UKF. And

an adaptive capability to deal with variable noise statistic is performed by the presented UKF. The simulation examples

show its effectiveness.

Key words Nonlinear, adaptive unscented Kalman filtering (UKF) algorithm, constant noise statistic estimator, time-
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Unscented 卡尔曼滤波 (Unscented Kalman
filter, UKF) 是一种新兴的非线性滤波方法[1−2], 其
核心思想是采用Unscented变换 (Unscented trans-
formation, UT) 对非线性系统状态的后验概率密
度函数进行近似. 与扩展卡尔曼滤波 (Extended
Kalman filter, EKF) 相比, UKF 无需计算非线性
状态函数和量测函数的雅可比矩阵, 且不论系统非
线性程度如何, UT 变换理论上至少可以三阶泰勒
精度逼近任何非线性高斯系统状态的后验均值和协

方差, 具有实现简单、滤波精度高、收敛性好等优点,
因此 UKF 已得到了国内外学者的广泛关注[3]. 然
而, 与 EKF 类似, UKF 要求精确已知噪声的先验
统计特性, 而在实际应用中, 要么受试验样本等各方
面的限制, 噪声的先验统计未知或不准确, 要么虽精
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确已知噪声的先验统计, 但系统处于实际运行环境
当中, 受内外部不确定因素的影响, 噪声统计特性极
易发生变化, 具有时变性强的特点. 遗憾的是, UKF
不具有应对噪声统计变化的自适应能力, 其在噪声
统计未知时变情况下易出现滤波精度下降甚至发散,
这正是传统 UKF 的局限性所在.

Cho 等[4] 在 UKF 基础之上提出 SPRHKF
(Sigma-point-based receding horizon Kalman FIR
filter), 其对模型不确定性及瞬时干扰误差具有鲁
棒性, 有效解决了 UKF 在未知时变噪声下滤波
精度下降甚至发散的问题; 然而 SPRHKF 相比于
UKF 收敛性不佳, 为此 Cho 等[5] 又设计出一种自

适应 IIR/FIR 融合滤波算法, 其利用交互式多模型
(Interacting multiple models, IMM)[6] 将 UKF 及
SPRHKF 两种滤波器有机结合起来, 形成优势互
补, 克服两种滤波器单独工作时的缺点, 但这种算法
计算量较大, 实时性较差; 文献 [7] 通过最小化 UKF
残差协方差之和的方法, 来求取噪声的统计特性; 文
献 [8] 利用人工神经网络来辅助 UKF, 从而使 UKF
具有应对噪声变化的鲁棒性. 上述各种算法虽然在
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不同程度上提高了 UKF 应对噪声变化的自适应能
力, 但这些方法也存在明显的不足: 1) 计算复杂, 难
以工程实现[5, 7−8]; 2) 虽能克服未知时变噪声所引起
的 UKF 滤波发散, 但收敛性较差, 且又引进了其他
的限制条件, 如要求初始状态误差尽量小, 这样就使
问题更为复杂化[4].
为此, 针对传统UKF 算法在噪声统计未知时变

情况下, 存在滤波精度下降甚至发散的问题, 本文基
于极大后验 (Maximum a posterior, MAP) 估计原
理[9] 和指数加权的衰减方法, 提出一种带噪声统计
估计器的自适应 UKF 滤波算法. 该算法在进行滤
波计算的同时, 采用噪声统计估计器对未知时变的
噪声统计进行实时估计和修正. 相比于传统 UKF,
该自适应 UKF 滤波算法不要求精确已知噪声的先
验统计, 且具有应对噪声变化的自适应能力; 相比于
现有算法[4−8], 噪声统计估计器递推公式简单, 易于
工程实现, 且对常值噪声统计的估计是无偏的. 类似
于传统 UKF, 给出了自适应 UKF 算法的稳定收敛
条件. 不同条件下的仿真分析结果验证了所提出的
自适应 UKF 算法的有效性和可行性.

1 问题阐述

考虑如下所示的非线性离散系统:
{

xxxk = fk−1(xxxk−1) + wwwk−1

zzzk = hk(xxxk) + vvvk

(1)

其中, xxxk 与 zzzk 分别为系统 n 维状态向量和 l 维量

测向量; wwwk 和 vvvk 分别为 n 维系统噪声和 l 维量测

噪声; fk(·) 和 hk(·) 分别为系统非线性状态函数和
量测函数.

假设 1. wwwk 和 vvvk 是互不相关的高斯白噪声, 且
具有如下常值统计特性:





E(wwwk) = qqq, cov(wwwk,www
T
j ) = Q δkj

E(vvvk) = rrr, cov(vvvk, vvv
T
j ) = R δkj

cov(wwwk, vvv
T
j ) = 0

(2)

其中, Q 是非负定对称阵, R 是正定对称阵; δkj 为

Kronecker−δ 函数.
假设 2. 初始状态 xxx0 与wwwk、vvvk 互不相关, 且服

从高斯正态分布, 其均值和协方差阵为
{

x̂xx0 = E(xxx0)

P0 = cov(xxx0,xxx
T
0 ) = E[(xxx0 − x̂xx0)(xxx0 − x̂xx0)T]

(3)
问题是在系统噪声和量测噪声统计特性未知或

时变情况下, 基于量测值 Zk = {zzz1, zzz2, · · · , zzzk}, 求
带噪声统计估计器的自适应 UKF 滤波算法.

2 UT变换及传统UKF

2.1 UT变换

设 n 维随机向量 xxx ∼ N(x̄xx, Pxxx), m 维随机向量

zzz 为 xxx 的某一非线性函数:

zzz = f (xxx) (4)

xxx 的统计特性为 (x̄xx,Pxxx), 其通过非线性函数 f (·) 进
行传播得到 zzz 的统计特性 (z̄zz,Pzzz). UT 变换就是根
据 (x̄xx,Pxxx), 设计一系列的点 ξξξi, i = 0, 1, · · · , L, 称
其为 Sigma 点; 对设定的 Sigma 点计算其经过 f (·)
传播所得的结果 γγγi, i = 0, 1, · · · , L; 然后基于 γγγi, i

= 0, 1, · · · , L 计算 (z̄zz,Pzzz).
在 UT 变换算法中, 最重要的是确定 Sigma 点

的采样策略, 也就是确定使用 Sigma 点的个数、位
置以及相应的权值. 目前已有的 Sigma 采样策略[3]

有对称采样、单形采样、3 阶矩偏度采样以及高斯分
布 4 阶矩对称采样等. 其后, 为了保证输出变量 zzz

协方差的半正定性, 提出了对上述基本采样策略进
行比例修正的算法框架.

UT 变换实现过程描述如下:
步骤 1. 根据所选择的采样策略, 利用 xxx 的统计

特性 (x̄xx, Pxxx) 来计算 Sigma 采样点及其权系数. 设
对应于 ξξξi, i = 0, 1, · · · , L 的权值为W m

i 和W c
i , 它

们分别为求一阶和二阶统计特性时的权系数.
步骤 2. 计算 Sigma 点通过非线性函数 f(·) 的

传播结果:

γγγi = f(ξξξi), i = 0, 1, · · · , L (5)

从而得到随机向量 xxx 经非线性函数 f(·) 传递之后的
后验均值 z̄zz、协方差 Pzzz 及互协方差 Pxxxzzz:

z̄zz =
L∑

i=0

W m
i γγγi (6)

Pzzz =
L∑

i=0

W c
i (γγγi − z̄zz)(γγγi − z̄zz)T (7)

Pxxxzzz =
L∑

i=0

W c
i (ξξξi − x̄xx)(γγγi − z̄zz)T (8)

上述 UT 变换中, 应用不同的采样策略区别仅在于
步骤 1 和后续计算的 Sigma 点个数 L.

2.2 噪声均值非零时UKF算法实现

传统 UKF 在滤波过程中, 需要假定系统噪声
wwwk 和量测噪声 vvvk 的均值为零

[1], 如果这一条件不
满足, UKF 滤波公式应作相应的修改.
令 µµµk = wwwk − qqq, ηηηk = vvvk − rrr, 代入非线性系统

(1), 得到:
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{
xxxk = fk−1(xxxk−1) + qqq + µµµk−1

zzzk = hk(xxxk) + rrr + ηηηk

(9)

显然, 式中 µµµk 和 ηηηk 是互不相关的, 且都是均值为
零、方差分别为 Q 及 R 的高斯白噪声.
在传统线性 KF 算法基础之上, 对于一步状态

预测及输出预测, 应用 UT 变换来处理状态均值和
协方差的非线性传递, 即可得到传统 UKF. 基于非
线性系统 (9) 的 UKF 具体算法流程如下:
步骤 1. 选择 UT 变换 Sigma 点采样策略.
步骤 2. 预测方程.
按照步骤 1 所选择的 Sigma 采样策略, 由 x̂xxk−1

和 Pk−1 来计算 Sigma 点 ξξξi,k−1, i = 0, 1, · · · , L, 其
通过非线性状态函数 fk−1(·)+qqq 传播为 γγγi,k/k−1, 由
γγγi,k/k−1 可得一步状态预测 x̂xxk/k−1 及误差协方差阵

Pk/k−1:

γγγi,k/k−1 = fk−1(ξξξi,k−1) + qqq, i = 0, 1, · · · , L (10)

x̂xxk/k−1 =
L∑

i=0

W m
i γγγi,k/k−1 =

L∑
i=0

W m
i fk−1(ξξξi,k/k−1) + qqq (11)

Pk/k−1 = E[(xxxk − x̂xxk/k−1)(xxxk − x̂xxk/k−1)T] =

E[x̃xxk/k−1x̃xx
T
k/k−1] =

L∑
i=0

W c
i (γγγi,k/k−1− x̂xxk/k−1)×

(γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)T + Q (12)

接着,利用 x̂xxk/k−1 和 Pk/k−1 按照步骤 1所选择
的采样策略来计算 Sigma 点 ξξξi,k/k−1, i = 0, 1, · · · ,
L, 其通过非线性量测函数 hk(·)+rrr 传播为χχχi,k/k−1,
由 χχχi,k/k−1 可得到输出预测 ẑzzk/k−1 及自协方差阵

Pz̃zzk
和互协方差阵 Px̃xxkz̃zzk

:

χχχi,k/k−1 = hk(ξξξi,k/k−1) + rrr, i = 0, 1, · · · , L (13)

ẑzzk/k−1 =
L∑

i=0

W m
i χχχi,k/k−1 =

L∑
i=0

W m
i hk(ξξξi,k/k−1) + rrr (14)

Pz̃zzk
= E[(zzzk − ẑzzk/k−1)(zzzk − ẑzzk/k−1)T] =

E[z̃zzk/k−1z̃zz
T
k/k−1] =

L∑
i=0

W c
i (χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1) ×

(χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)T + R (15)

Px̃xxkz̃zzk
= E[(xxxk − x̂xxk/k−1)(zzzk − ẑzzk/k−1)T] =

E[x̃xxk/k−1z̃zzk/k−1] =
L∑

i=0

W c
i (ξξξi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)×

(χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)T (16)

步骤 3. 在获得新的量测 zzzk 后, 进行滤波更新:



x̂xxk = x̂xxk/k−1 + Kkεεεk

εεεk = z̃zzk/k−1 = zzzk − ẑzzk/k−1

Kk = Px̃xxkz̃zzk
(Pz̃zzk

)−1

Pk = Pk/k−1 −KkPz̃zzk
(Kk)T

(17)

式中, Kk 是滤波增益矩阵.

3 常值噪声统计估计器

定理 1. 基于极大后验估计原理[9] 和量测值

ZZZk, 在假设 1 和假设 2 的情况下, 次优 MAP 常值
噪声统计估计器计算式如下:

q̂qqk =
1
k

k∑
j=1

[x̂xxj −
L∑

i=0

W m
i fj−1(ξξξi,j−1)] (18)

Q̂k =
1
k

k∑
j=1

{[x̂xxj −
L∑

i=0

W m
i fj−1(ξξξi,j−1)− qqq]×

[x̂xxj −
L∑

i=0

W m
i fj−1(ξξξi,j−1)− qqq]T} =

1
k

k∑
j=1

{[x̂xxj − x̂xxj/j−1][x̂xxj − x̂xxj/j−1]T} (19)

r̂rrk =
1
k

k∑
j=1

[z j −
L∑

i=0

W m
i hk(ξξξi,j/j−1)] (20)

R̂k =
1
k

k∑
j=1

{[zzzj −
L∑

i=0

W m
i hj(ξξξi,j/j−1)− rrr]×

[zzzj −
L∑

i=0

W m
i hj(ξξξi,j/j−1)− rrr]T} =

1
k

k∑
j=1

{[zzzj − ẑzzj/j−1][zzzj − ẑzzj/j−1]T} (21)

证明. 当 qqq, Q,rrr, R 未知时, 其连同状态 xxx0, · · · ,
xxxk 的MAP 估计值 q̂qq, Q̂, r̂rr, R̂ 及 x̂xxj/k, j = 0, 1, · · · ,
k, 可用极大化如下条件密度求得:

J∗ = p[Xk, qqq, Q,rrr, R|Zk] (22)

其中, Xk = {xxx0,xxx1, · · · ,xxxk}, Zk = {zzz1, zzz2, · · · ,
zzzk}. 根据条件概率性质可知
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J∗ =
p[Xk, qqq, Q,rrr, R, Zk]

p[Zk]
(23)

而 p[Zk] 与最优化无关, 故问题转化为求如下无条件
密度的极大值:

J = p[Xk, qqq, Q,rrr, R, Zk] =

p[Zk|Xk, qqq, Q,rrr, R]×
p[Xk|qqq, Q,rrr, R]p[qqq, Q,rrr, R] (24)

其中, p[qqq, Q,rrr, R] 与先验信息有关, 可以看作常值.
由假设 1 和假设 2 可知, 非线性系统 (9) 中 µµµk

和 ηηηk 是互不相关的零均值高斯正态分布, 则根据条
件概率的乘法定理易知:

p[Xk|qqq, Q,rrr, R] = p[xxx0]
k∏

j=1

p[xxxj|xxxj−1, qqq, Q] =

1

(2π)n
2 |P0|

1
2

exp
{
−1

2
‖xxx0 − x̂xx0‖2

P−1
0

}
×

k∏
j=1

1

(2π)n
2 |Q| 12

exp
{
−1

2
‖xxxj − fj−1(xxxj−1) −

qqq ‖2

Q−1

}
= C1 |P0|−

1
2 |Q|− k

2 exp
{
− 1

2
[‖xxx0 −

x̂xx0‖2

P−1
0

+
k∑

j=1

‖xxxj − fj−1(xxxj−1)− qqq‖2

Q−1 ]
}

(25)

其中, n 表示系统状态维数, C1 = 1/(2π)n(k+1)/2 为

一常数, |A| 为 A 的行列式, ‖uuu‖2

A = uuuTAuuu 为二次

型.
已知量测值 zzz1, zzz2, · · · , zzzk, 且可以认为它们相

互独立, 类似地, 有如下计算式:

p[Zk|Xk, qqq, Q,rrr, R] =
k∏

j=1

p[zzzj|xxxj, rrr, R] =

k∏
j=1

1

(2π) l
2 |R| 12

exp
{
−1

2
‖zzzj−hj(xxxj)−rrr‖2

R−1

}
=

C2 |R|−
k
2 exp

{
−1

2

k∑
j=1

‖zzzj−hj(xxxj)−rrr‖2

R−1

}

(26)

其中, l 表示量测维数, C2 = 1/(2π)lk/2 为一常数.
将式 (25) 和式 (26) 带入式 (24) 可得:

J = C1C2|P0|− 1
2 |Q|− k

2 |R|− k
2 p[qqq, Q,rrr, R]×

exp

{
−1

2
[‖xxx0 − x̂xx0‖2

P−1
0

+
k∑

j=1

‖xxxj −

fj−1(xxxj−1)−qqq‖2
Q−1+

k∑
j=1

‖zzzj−hj(xxxj)−rrr‖2
R−1

]
}

=

C|Q|− k
2 |R|− k

2 exp

{
−1

2
[ k∑

j=1

‖xxxj − fj−1(xxxj−1) −

qqq‖2
Q−1 +

k∑
j=1

‖zzzj − hj(xxxj)−rrr‖2
R−1

]
}

(27)

其中,

C = C1C2|P0|− 1
2 p[qqq, Q,rrr, R]×

exp
{
−1

2
‖xxx0 − x̂xx0‖2

P−1
0

}
(28)

而由式 (27) 可得:

lnJ = − k

2
ln |Q| − k

2
ln |R| −

1
2

k∑
j=1

‖xxxj − fj−1(xxxj−1)− qqq‖2

Q−1 −

1
2

k∑
j=1

‖zzzj − hj(xxxj)− rrr‖2

R−1 + lnC (29)

注意到 J 和 lnJ 具有相同的极值点. 同时假设
x̂xxj−1/k 及 x̂xxj/k 已知, 利用矩阵导数运算法则, 令:





∂ lnJ

∂qqq

∣∣∣∣
xxxj−1←x̂xxj−1/k, xxxj=x̂xxj/k

qqq=q̂qqk

= 0

∂ lnJ

∂Q

∣∣∣∣
xxxj−1←x̂xxj−1/k, xxxj=x̂xxj/k

Q=Q̂k

= 0

(30)

∂ lnJ

∂rrr

∣∣∣∣
xxxj←x̂xxj/k

rrr=r̂rrk

= 0,
∂ lnJ

∂R

∣∣∣∣
xxxj←x̂xxj/k

R=R̂k

= 0 (31)

则可得到最优MAP 常值噪声统计估计器为

q̂qqk =
1
k

k∑
j=1

[
x̂xxj/k − fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1/k

]
(32)

Q̂k =
1
k

k∑
j=1

{[x̂xxj/k − fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1/k
− qqq]×

[x̂xxj/k − fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1/k
− qqq]T} (33)

r̂rrk =
1
k

k∑
j=1

[zzzj− hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/k
] (34)
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R̂k =
1
k

k∑
j=1

{[zzzj− hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/k
− rrr]×

[zzzj − hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/k
− rrr]T} (35)

在式 (32)∼ (35) 中, 以滤波估计值 x̂xxj−1 及 x̂xxj 或预

报估计值 x̂xxj/j−1 来近似代替计算复杂的平滑估计值

x̂xxj−1/k 及 x̂xxj/k, 即可得到次优 MAP 常值噪声统计
估计器为

q̂qqk =
1
k

k∑
j=1

[x̂xxj − fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1
] (36)

Q̂k =
1
k

k∑
j=1

{[x̂xxj − fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1
− qqq]×

[x̂xxj − fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1
− qqq]T} (37)

r̂rrk =
1
k

k∑
j=1

[zzzj− hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/j−1
] (38)

R̂k =
1
k

k∑
j=1

{[zzzj− hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/j−1
− rrr]×

[zzzj − hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/j−1
− rrr]T} (39)

其中, fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1
表示的含义是: 状态估

计值 x̂xxj−1 经非线性状态函数 fj−1(·) 传递之后的后
验均值. 对于线性 KF, fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1

可通过

线性状态函数传递精确已知; 而对于非线性 UKF,
fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1

只能通过UT变换以三阶泰勒
精度近似已知, 其计算公式可借鉴式 (11) 得到

fj−1(xxxj−1)|xxxj−1←x̂xxj−1
=

L∑
i=0

W m
i fj−1(ξξξi,j−1) (40)

其中, ξξξi,j−1, i = 0, 1, · · · , L 为由 j − 1 时刻状态估
计值 x̂xxj−1 和协方差 Pj−1 所构造的 Sigma 采样点.

同理, hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/j−1
表示的含义是: 一步状

态预测 x̂xxj/j−1 经非线性量测函数 hj(·) 传递之后的
后验均值. 对于线性 KF, hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/j−1

可通过

线性量测函数传递精确已知; 而对于非线性 UKF,
hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/j−1

只能通过UT变换以三阶泰勒精度
近似已知, 其计算公式可借鉴式 (14) 得到

hj(xxxj)|xxxj←x̂xxj/j−1
=

L∑
i=0

W m
i hj(ξξξi,j/j−1) (41)

其中, ξξξi,j/j−1, i = 0, 1, · · · , L 为由 j 时刻一步状态

预测 x̂xxj/j−1 和协方差 Pj/j−1 所构造的 Sigma 采样
点.

将式 (40)和式 (41)带入到式 (36)∼ (39), 联合
一步状态预测表达式 (11) 及输出预测表达式 (14),
即可得到式 (18)∼ (21). ¤
定理 2. 基于定理 1, 可得如下所示的次优无偏

MAP 常值噪声统计估计器:

q̂qqk =
1
k
[(k−1)q̂qqk−1 +x̂xxk−

L∑
i=0

W m
i fk(ξξξi,k−1)] (42)

Q̂k =
1
k
[(k − 1)Q̂k−1 + Kkεεεkεεε

T
k KT

k + Pk−
L∑

i=0

W c
i (γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)(γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)T]

(43)

r̂rrk =
1
k
[(k − 1)r̂rrk−1 + zzzk −

L∑
i=0

W m
i hk(ξξξi,k/k−1)]

(44)

R̂k =
1
k
[(k − 1)R̂k−1 + εεεkεεε

T
k −

L∑
i=0

W c
i (χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)(χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)T]

(45)

证明. 下面讨论式 (18)∼ (21) 所示的次优
MAP 常值噪声统计估计器的无偏性. 早已证明,
当精确已知高斯系统 (无论线性或非线性) 状态后
验均值和协方差时, 滤波输出残差序列是零均值高
斯白噪声序列[10]. 在本文中, 对于服从高斯分布的
非线性系统模型 (9), UT 变换能以至少三阶泰勒精
度逼近系统状态的后验均值和协方差, 故可以认为,
UKF 的输出残差序列近似为零均值高斯白噪声序
列, 即有 E[εεεj] ≈ 0.

根据式 (11) 和式 (17), 从式 (18) 出发:

E[q̂qqk] =
1
k

k∑
j=1

E[x̂xxj −
L∑

i=0

W m
i fj−1(ξξξi,j−1)] =

1
k

k∑
j=1

E[x̂xxj − (x̂xxj/j−1 − qqq)] =

1
k

k∑
j=1

E[Kjεεεj + qqq] = qqq (46)

同理, 根据式 (14) 和式 (17), 从式 (20) 出发:

E[r̂rrk] =
1
k

k∑
j=1

E[zzzj −
L∑

i=0

W m
i hj(ξξξi,j/j−1)] =
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1
k

k∑
j=1

E[zzzj − (ẑzzj/j−1 − rrr)] =

1
k

k∑
j=1

E[εεεj + rrr] = rrr (47)

故关于噪声均值 qqq 和 rrr 的次优 MAP 常值噪声统
计估计器 q̂qqk 和 r̂rrk 都是无偏的, 显然由式 (18) 及式
(20) 可推导出式 (42) 及式 (44).
注意到

εεεk = zzzk − ẑzzk/k−1, Pz̃zzk
= E[εεεkεεε

T
k ] (48)

则由式 (21) 出发:

E[R̂k] =
1
k

k∑
j=1

E
{
[zzzj − ẑzzj/j−1][zzzj − ẑzzj/j−1]T

}
=

1
k

k∑
j=1

E[εεεjεεε
T
j ] =

1
k

k∑
j=1

Pz̃zzj
=

1
k

k∑
j=1

[
L∑

i=0

W c
i (χχχi,j/j−1−ẑzzj/j−1)(χχχi−ẑzzj/j−1)T + R]

(49)

利用式 (49) 可得到量测噪声协方差矩阵 R 的次优

无偏MAP 常值噪声统计估计器:

R̂k =
1
k

k∑
j=1

[εεεjεεε
T
j −

L∑
i=0

W c
i (χχχi,j/j−1 − ẑzzj/j−1)×

(χχχi,j/j−1 − ẑzzj/j−1)T] (50)

显然, 由式 (50) 可推导出式 (45).
同理, 注意到

{
x̂xxk/k − x̂xxk/k−1 = Kkεεεk

Pk/k−1 − Pk/k = KkPz̃zzk
KT

k

(51)

则由式 (19) 出发:

E[Q̂k] =
1
k

k∑
j=1

E
{
[x̂xxj − x̂xxj/j−1][x̂xxj − x̂xxj/j−1]T

}
=

1
k

k∑
j=1

KjE[εεεjεεε
T
j ]KT

j =
1
k

k∑
j=1

KjPz̃zzj
KT

j =

1
k

k∑
j=1

(Pj/j−1 − Pj) =

1
k

k∑
j=1

[
L∑

i=0

W c
i (γγγi,j/j−1 − x̂xxj/j−1)×

(γγγi,j/j−1 − x̂xxj/j−1)T − Pj + Q] (52)

利用式 (52) 可得到系统噪声协方差矩阵 Q 的次优

无偏MAP 常值噪声统计估计器:

Q̂k =
1
k

k∑
j=1

[Kjεεεjεεε
T
j KT

j + Pj −

L∑
i=0

W c
i (γγγi,j/j−1−x̂xxj/j−1)(γγγi,j/j−1 − x̂xxj/j−1)T]

(53)

显然, 由式 (53) 可推导出式 (43). ¤
相应地, 基于式 (42)∼ (45) 的自适应 UKF 滤

波算法可以描述为:

x̂xxk/k−1 =
L∑

i=0

W m
i γγγi,k/k−1 =

L∑
i=0

W m
i fk−1(ξξξi,k−1) + q̂qqk−1 (54)

Pk/k−1 =
L∑

i=0

W c
i (γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)×

(γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)T + Q̂k−1 (55)

ẑzzk/k−1 =
L∑

i=0

W m
i χχχi,k/k−1 =

L∑
i=0

W m
i hk(ξξξi,k/k−1) + r̂rrk (56)

Pz̃zzk
=

L∑
i=0

W c
i (χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)×

(χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)T + R̂k (57)

Px̃xxkz̃zzk
=

L∑
i=0

W c
i (γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)×

(χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)T (58)

x̂xxk = x̂xxk/k−1 + Kk(zzzk − ẑzzk/k−1) (59)

Kk = Px̃xxkz̃zzk
P−1

z̃zzk
(60)

Pk/k = Pk/k−1 −KkPz̃zzk
KT

k (61)

设初始条件为:

x̂xx0, P0; q̂qq0, Q̂0; r̂rr0, R̂0 (62)

从上式出发, 交替应用式 (42)∼ (45) 和式 (54)∼
(62), 可实现常值噪声统计估计和自适应 UKF 滤波
算法.

4 时变噪声统计估计器

假设 3. wwwk 和 vvvk 是互不相关的高斯白噪声, 且
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具有如下时变统计特性:




E(wwwk) = qqqk, cov(wwwk,www
T
j ) = Qkδkj

E(vvvk) = rrrk, cov(vvvk, vvv
T
j ) = Rkδkj

cov(wwwk, vvv
T
j ) = 0

(63)

其中, Qk 为非负定对称阵, Rk 为正定对称阵.
从统计观点来看, 次优无偏 MAP 常值噪声统

计估计器 (42)∼ (45) 都是算术平均, 和式中的每项
权系数均为 1/k, 但对基于假设 3 的时变噪声统计
而言, 应强调新近数据的作用, 对于过于陈旧的数据
应逐渐遗忘, 对此可采用指数加权的衰减方法来实
现. 从噪声统计变化快慢的角度出发, 下面将分别给
出两种指数加权方法: 渐消记忆指数加权和限定记
忆指数加权.

4.1 渐消记忆指数加权

当噪声统计变化较慢时, 可以采用渐消记忆指
数加权, 即在和式中每项乘以不同的加权系数. 选取
加权系数 {βi} 使之满足:

βi = βi−1b, 0 < b < 1,
k∑

i=1

βi = 1 (64)

于是 



βi = dkb
i−1, i = 1, · · · , k

dk =
1− b

1− bk

(65)

其中 b 为遗忘因子. 在和式 (42)∼ (45) 中每项乘以
βk+1−j 代替原来的权系数 1/k, 便得到了渐消记忆
时变噪声统计估计器:

以 q̂qqk 为例, 令

Λq
j = x̂xxj −

L∑
i=0

W m
i fj−1(ξξξi,j−1) (66)

则由式 (18) 可知, 时刻 k 渐消记忆时变噪声统计估

计器 q̂qqk 为

q̂qqk =
k∑

j=1

βk+1−jΛ
q
j =

k∑
j=1

dkb
k−jΛq

j = dk

k∑
j=1

bk−jΛq
j (67)

同理, 时刻 k+1渐消记忆时变噪声统计估计器 q̂qqk+1

可表示为

q̂qqk+1 = dk+1

k+1∑
j=1

bk+1−jΛq
j =

dk+1Λ
q
k+1 + dk+1

k∑
j=1

bk+1−jΛq
j =

dk+1Λ
q
k+1 +

dk+1b

dk

k∑
j=1

dkb
k−jΛq

j =

dk+1Λ
q
k+1 + (1− dk+1)

k∑
j=1

dkb
k−jΛq

j =

(1− dk+1)q̂qqk + dk+1Λ
q
k+1 =

(1− dk+1)q̂qqk + dk+1[x̂xxk+1 −
L∑

i=0

W m
i fk(ξξξi,k)]

(68)

借鉴上述 q̂qqk+1 的推导方法, 由式 (20)、(50) 及
(53) 容易得到渐消记忆时变噪声统计估计器 Q̂k+1,
r̂rrk+1 及 R̂k+1 的递推公式为

Q̂k+1 = (1− dk+1)Q̂k + dk+1[Kk+1εεεk+1εεε
T
k+1×

KT
k+1 + Pk+1 −

L∑
i=0

W c
i (γγγi,k+1/k − x̂xxk+1/k)×

(γγγi,k+1/k − x̂xxk+1/k)T] (69)

r̂rrk+1 = (1− dk+1)r̂rrk +

dk+1

[
zzzk+1 −

L∑
i=0

W m
i hk+1(ξξξi,k+1/k)

]
(70)

R̂k+1 = (1− dk+1)R̂k + dk+1[εεεk+1εεε
T
k+1−

L∑
i=0

W c
i (χχχi,k+1/k − ẑzzk+1/k)(χχχi,k+1/k − ẑzzk+1/k)T]

(71)

4.2 限定记忆指数加权

渐消记忆的特点是记忆了所有过去的历史数据,
但越陈旧的数据加权系数越小, 其在整个加权和中
所起的作用也就越小.
当噪声统计变化较快时, 过于陈旧的数据对估

计当前时刻的噪声统计帮助不大; 对一个快时变过
程而言, 当前时刻噪声统计的真实值只与其近期历
史数据有关. 对于快时变噪声统计, 可以采用限定指
数加权方法, 即对当前时刻以前的固定长度历史数
据实行指数加权.
考虑限定记忆长度为 m (m 为预先设定的自然

数, 且 0 < m ≤ k) 的指数加权, 选取加权系数 {βi}
使之满足:

βi = βi−1b, 0 < b < 1,
m∑

i=1

βi = 1 (72)
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于是 



βi = dmbi−1, i = 1, · · · ,m

dm =
1− b

1− bm

(73)

其中 b 为遗忘因子. 将和式 (42)∼ (45) 中 k−m 时

刻以后每项乘以 βk+1−j 代替原来的权系数 1/k, 便
得到了限定记忆时变噪声统计估计器:
仍然以 q̂qqk 为例, 根据式 (18) 可知, 限定记忆长

度为m 的 k 时刻时变噪声统计估计器 q̂qqk 为

q̂qqk =
k∑

j=k−m+1

βk+1−jΛ
q
j =

k∑
j=k−m+1

dmbk−jΛq
j

(74)
同理, k + 1 时刻限定记忆时变噪声统计估计器 q̂qqk+1

可表示为

q̂qqk+1 =
k+1∑

j=k−m+2

dmbk+1−jΛq
j = dmΛq

k+1 +

k∑
j=k−m+2

dmbk+1−jΛq
j = dmΛq

k+1 +

b

k∑
j=k−m+2

dmbk−jΛq
j = dmΛq

k+1 +

b(
k∑

j=k−m+1

dmbk−jΛq
j − dmbm−1Λq

k−m+1) =

bq̂qqk + dmΛq
k+1 − dmbmΛq

k−m+1 (75)

借鉴上述 q̂qqk+1 的推导方法, 由式 (20)、(50) 及
(53) 容易得到限定记忆时变噪声统计估计器 Q̂k+1,
r̂rrk+1 及 R̂k+1 的递推公式为

Q̂k+1 = bQ̂k + dmΛQ
k+1 − dmbmΛQ

k−m+1 (76)

r̂rrk+1 = br̂rrk + dmΛr
k+1 − dmbmΛr

k−m+1 (77)

R̂k+1 = bR̂k + dmΛR
k+1 − dmbmΛR

k−m+1 (78)

其中,

ΛQ
j = Kjεεεjεεε

T
j KT

j + Pj −
L∑

i=0

W c
i (γγγi,j/j−1 − x̂xxj/j−1)(γγγi,j/j−1 − x̂xxj/j−1)T

(79)

Λr
j = zj −

L∑
i=0

W m
i hj(ξξξi,j/j−1) (80)

ΛR
j = εεεjεεε

T
j −

L∑
i=0

W c
i (χχχi,j/j−1 − ẑzzj/j−1)×

(χχχi,j/j−1 − ẑzzj/j−1)T (81)

在实际应用中, 限定记忆窗口宽度 m 可根

据具体情况灵活调整, 但此方法需存储历史数据
Λk−m+1.
限定记忆时变噪声统计估计器需从 k = m + 1

时刻开始递推计算, 且事先要求有初始值 Λ1, · · · ,
Λm. 可以先用基于渐消记忆时变噪声统计估计器的
自适应 UKF 滤波算法来计算 Λ1, · · · ,Λm, 然后从
k = m + 1 时刻开始切换为基于限定记忆时变噪声
统计估计器的自适应 UKF 滤波算法.
注 1. 由先前分析可知, 当 k ≤ m 时, 限定记忆

时变噪声统计估计器无法进行, 只能采用渐消记忆
时变噪声统计估计器递推公式来对噪声统计进行估

计,从 k = m+1起,直接取式 (68)∼ (71)所计算出
的 k = m 时刻噪声统计估计值 q̂qqm, Q̂m, r̂rrm, R̂m 作

为限定记忆时变噪声统计估计器递推式 (75)∼ (78)
的初值, 且 q̂qqm, Q̂m, r̂rrm, R̂m 不受噪声统计初值 q̂qq0,
Q̂0, r̂rr0, R̂0 的影响, 这是因为:
仍以 q̂qqm 为例, 由式 (68) 可知

q̂qq1 = (1− d1)q̂qq0 + d1[x̂xx1 −
L∑

i=0

W m
i f0(ξξξi,0)] (82)

其中, ξξξi,0 为由系统状态初值 x̂xx0 和 q̂qq0 所构造的

Sigma 采样点. 根据式 (65) 可求得 1 − d1 = 0, 于
是上式变为

q̂qq1 = d1

[
x̂xx1 −

L∑
i=0

W m
i f0(ξξξi,0)

]
(83)

由此推断 q̂qqm 是与 q̂qq0 无关的, 其不受 q̂qq0 取值的影

响, 这符合限定记忆的基本思想. 同时也不难发现,
q̂qqm 受系统状态初值 x̂xx0 和 P0 的影响, 其要求 x̂xx0 和

P0 尽量准确.
类似地, 可以证明限定记忆时变噪声统计估计

器的初值 Q̂m, r̂rrm, R̂m 也不受噪声统计原始初值

Q̂0, r̂rr0, R̂0 的影响.

5 自适应UKF算法性能分析

本节根据文献 [11−13] 所提出的 UKF 有界收
敛定理, 来分析自适应UKF 算法的收敛性和滤波精
度. 假设噪声先验统计如式 (63) 所示, 且它们在滤
波前精确已知, 首先将传统UKF 中的自协方差阵分
别写为

Pk/k−1 =
L∑

i=0

W c
i (γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)(γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)T +

Qk−1 = AkPk−1A
T
k + δPk/k−1 + Qk−1 =

AkPk−1A
T
k + Ξk (84)
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Pz̃zzk
=
L∑

i=0

W c
i (χχχi,k/k−1−ẑzzk/k−1)(χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)T +

Rk = GkPk/k−1G
T
k + δPz̃k

+ Rk =

GkPk/k−1G
T
k + Σk (85)

在上式中

δPk/k−1 =
L∑

i=0

W c
i (γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)×

(γγγi,k/k−1 − x̂xxk/k−1)T −AkPk−1A
T
k (86)

δPz̃zzk
=

L∑
i=0

W c
i (χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)×

(χχχi,k/k−1 − ẑzzk/k−1)T −GkPk/k−1G
T
k

(87)

Ξk = δPk/k−1 + Qk−1 (88)

Σk = δPz̃k
+ Rk (89)

同时, 定义如下矩阵:

Ak = βkFk, Bk = αkHk, Ck = I −KkαkHk

Gk =

{
αkHkγ

T
k , n ≥ l

γT
k αkHk, n < l

(90)

其中

Fk =
∂fk−1(xxxk−1)

∂xxxk−1

∣∣∣∣ xxxk−1=x̂xxk−1

(91)

Hk =
∂hk(xxxk)

∂xxxk

∣∣∣∣ xxxk=x̂xxk/k−1

(92)

且 αk, βk 及 γk 为辅助对角阵, 它们所代表的具体
含义参见文献 [13].
引引引理理理 1[13]. 对于非线性系统 (1) 及传统 UKF,

如果有如下假设条件成立:
1) 对 ∀ k ≥ 0, 存在非零实数 amin, amax, bmax,

cmax, gmin 及 gmax, 使得下式成立:

a2
minI ≤ AkA

T
k ≤ a2

maxI, BkB
T
k ≤ b2

maxI,

g2
minI ≤ GkG

T
k ≤ g2

maxI, CkC
T
k ≤ c2

maxI,

(Gk −Bk)(Gk −Bk)T ≤ (gmax − bmax)2I (93)

2) 存在正实数 pmin, pmax, qmax, rmax, Ξmax,
Ξmin 及 Σmin, 使得下式成立:

pminI ≤ Pk ≤ pmaxI, Qk ≤ qmaxI,

Rk ≤ rmaxI, Ξk ≤ ΞmaxI (94)

Ξk > ΞminI, Σk > ΣminI (95)

其中




Σmin = max{Σ1,Σ2}
Σ1 = a2

max(gmax − bmax)2×
(pmax + p2

maxa
2
maxΞ

−1
min)

Σ2 = b2
max(a

2
maxpmax + Ξmax) −

g2
max(a

2
minpmin + Ξmin)

(96)

那么传统UKF 状态估计误差将是均方有界的, 即传
统 UKF 稳定收敛.

注 2. 假设传统 UKF 满足引理 1 中的条件 1
和条件 2, 即传统 UKF 在精确已知噪声先验统计
Qk−1 和 Rk 情况下滤波稳定收敛. 也就是说, 此时
传统 UKF 的估计误差协方差 Pk 将会趋于某一个

极小值 P∞. 然而当噪声先验统计未知时变时, 不准
确的噪声协方差可能会使 Ξk 或 Σk 呈现出非正定

性, 式 (95) 不成立从而造成传统 UKF 滤波发散; 即
使 Ξk 或Σk 正定且满足式 (95), 由于噪声先验统计
未知时变, 使得噪声实际协方差偏离真实值Qk−1 和

Rk, 故根据文献 [11] 中 Cramér-Rao 不等式[14−15]

可知 Pk 将会愈加偏离极小值 P∞, 从而造成状态估
计误差增大, 这就是为什么传统UKF 在噪声先验统
计未知时变情况下滤波精度下降甚至发散的原因所

在.
同理, 将自适应UKF 算法中的自协方差阵分别

写为

Pk/k−1 = AkPk−1A
T
k + Ξ

′
k (97)

Pz̃k
= GkPk/k−1G

T
k + Σ

′
k (98)

其中,

Ξ
′
k = δPk/k−1 + Q̂k−1 (99)

Σ
′
k = δPz̃k

+ R̂k (100)

注 3. 对于自适应 UKF 算法, 噪声先验统计虽
然未知时变, 但随着噪声统计估计器 Q̂k−1 和 R̂k 对

先验协方差真实值 Qk−1 和 Rk 的有效跟踪, 最终使
得 Ξ

′
k 及 Σ

′
k 满足式 (95), 从而保证了自适应 UKF

算法的收敛性; 且 Q̂k−1 和 R̂k 逐渐趋于 Qk 和 Rk,
则自适应 UKF 算法估计协方差 Pk 也愈趋近于传

统 UKF 协方差极小值 P∞, 其在噪声统计未知时变
情况下滤波依然收敛.
注 4. 由文献 [13] 可知, αk, βk 及 γk 是未知时

变的, 这使得计算 δPk/k−1 和 δPz̃k
无法实现, 且有

可能 δPk/k−1 < 0 和 δPz̃k
< 0, 造成式 (95) 不成立,

即传统 UKF 在精确已知噪声先验统计时也可能发
散. 为了计算简单及增强传统 UKF 的稳定性, 可以
在 Ξk 和 Σk 中分别引入一个足够大的附加正定矩

阵4Qk−1 和4Rk
[11], 使得
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Ξk = δPk/k−1 + Qk−1 + ∆Qk−1 > ΞminI (101)

Σk = δPz̃k
+ Rk + ∆Rk > ΣminI (102)

这样既保证了传统 UKF 的稳定性又无需计算
δPk/k−1 和 δPz̃k

. 相应地在噪声统计未知时变情
况下, 为增强自适应 UKF 算法的稳定性, 也可以在
Ξ
′
k 及 Σ

′
k 中分别引入相同的附加正定矩阵 4Qk−1

和4Rk, 使得

Ξ
′
k = δPk/k−1 + Q̂k−1 + ∆Qk−1 > ΞminI (103)

Σ
′
k = δPz̃k

+ R̂k + ∆Rk > ΣminI (104)

只是4Qk−1 和4Rk 的取值应在保证滤波稳定性和

精度之间权衡[11].
注 5. 文献 [11] 在证明引理 1 时假设了非线性

系统的噪声均值为零, 而对于本文非线性系统 (1),
其噪声均值非零且未知时变, 为此可以作如下分析:
已知噪声均值的真实值分别为 qqqk 和 rrrk, 假设实

际值分别为 q̄qqk 和 r̄rrk, 那么噪声协方差的真实值 Q̄k

和 R̄k 可以表示为

Q̄k = E[(wwwk − q̄qqk)(wwwk − q̄qqk)
T] =

E{[wwwk − (qqqk −∆qqqk)][wwwk − (qqqk −∆qqqk)]T} =

E[(wwwk − qqqk)(wwwk − qqqk)T] + (∆qqqk)2 =

Qk + (∆qqqk)2 (105)

R̄k = E[(vvvk − r̄rrk)(vvvk − r̄rrk)T] =

E{[vvvk − (rrrk −∆rrrk)][vvvk − (rrrk −∆rrrk)]T} =

E[(vvvk − rrrk)(vvvk − rrrk)T] + (∆rrrk)2 =

Rk + (∆rrrk)2 (106)

其中, ∆qqqk = qqqk − q̄qqk, ∆rrrk = rrrk − r̄rrk 及 (∆qqqk)2 =
∆qqqk(∆qqqk)T. 由于 (4qqqk)2 和 (4rrrk)2 是非负定对称
阵, 因此由先前理论分析可知它们对UKF 的稳定性
没有任何影响, 只影响 UKF 的滤波精度.

6 仿真分析

考虑如下所示的强非线性高斯系统模型来验证

所设计的自适应 UKF 滤波算法的有效性:

xxxk+1 =




x1,k+1

x2,k+1

x3,k+1


 =




cos
(

50
1 + x2,kx3,k

)

2(x1,k)2e−x2,kx3,k

sin(x3,k)


 +




1

1

1


wk (107)

zk = x1,k + e−3x2,kx3,k + vk (108)

其中 wk 和 vk 均为高斯白噪声, 且它们的常值统计
特性如下所示:

q = 0.2, Q = 0.4, r = 0.3, R = 0.5 (109)

设非线性系统 (107) 和 (108) 的理论初始值为

xxx0 = [0.5 1 1]T (110)

同时取状态估计的初始值为

x̂xx0 = [0.5 1 1]T, P0 = I (111)

且 xxx0 与 wk 和 vk 是互不相关的.
例 1. 噪声统计未知或不准确.
假设在实际中量测噪声统计特性精确已知, 而

系统噪声统计特性未知或不准确, 采用式 (42)∼
(45) 所示的常值噪声统计估计器对 q 和 Q 进行估

计, 且取初始均值和协方差为

q̂0 = 0, Q̂0 = 0.2 (112)

则系统噪声统计估计值如图 1 所示. 相应地, 为了
考察在噪声统计未知情况下本文所设计的自适应

UKF 及传统 UKF 的滤波性能, 分别采用式 (54)∼
(61) 及式 (10)∼ (17) 对非线性系统 (107) 和 (108)
进行状态估计, 状态 x1,k 估计值及估计误差如图 2
所示.

(a) 系统噪声均值 q 估计值

(a) Estimation of system noise mean q

(b) 系统噪声协方差 Q 估计值

(b) Estimation of system noise covariance Q

图 1 系统噪声统计估计值

Fig. 1 Estimation of system noise statistics

从图 2中可以看出,传统UKF在系统噪声统计
未知或不准确时滤波精度严重下降, 已无法准确跟
踪状态 x1,k 的变化, 这与先前的理论分析相吻合; 另
外在图 1 中, 次优无偏 MAP 常值噪声统计估计器
能快速准确地估计出系统噪声的均值和协方差, 充
分说明了式 (42)∼ (45) 的有效性.
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(a) 传统 UKF 算法下状态 x1,k 估计值

(a) Estimations of state x1,k in conventional

UKF algorithm

(b) 自适应 UKF 算法下状态 x1,k 估计值

(b) Estimations of state x1,k in adaptive UKF algorithm

(c) 两种算法下状态 x1,k 估计误差

(c) Estimation errors of state x1,k in two algorithms

图 2 状态 x1,k 估计值及估计误差

Fig. 2 Estimations and errors of the state x1,k

特别地, 在图 2 中滤波开始时, 因系统噪声统
计不准确, 基于式 (42)∼ (45) 的自适应 UKF 滤波
算法对状态 x1,k 的估计效果不佳, x1,k 估计误差也

较大, 但随着噪声统计估计器对系统噪声均值 q 和

方差 Q 的有效跟踪, 自适应 UKF 对状态 x1,k 的滤

波效果由差变好, x1,k 估计误差由大变小, 大概在
40 s 以后, 自适应 UKF 实现了对状态 x1,k 的准确

跟踪, x1,k 估计误差也逐渐趋于零, 这有效克服了传
统 UKF 在噪声统计未知或不准确时滤波精度下降
甚至发散的缺点, 验证了自适应 UKF 的可行性.

例 2. 噪声统计未知且慢时变.
假设非线性系统 (107) 和 (108) 的噪声先验统

计 q、Q 及 r 如式 (109) 所示精确已知, 但量测噪声
方差 R 在滤波前未知或不准确, 且在滤波过程中 R

发生了改变, 具体为

Rk =





0.5, 0 < k < 60, k ≥ 250

0.9, 60 ≤ k < 120

0.3, 120 ≤ k < 190

0.7, 190 ≤ k < 250

(113)

同时, 取量测噪声协方差初始值及遗忘因子为

R̂0 = 1.0, b = 0.95 (114)

则采用基于式 (68)∼ (71) 的自适应 UKF 滤波算法

及传统 UKF 对非线性系统 (107) 和 (108) 进行状
态估计,状态 x2,k 估计误差及R 估计值如图 3所示.

(a) 传统 UKF 算法下状态 x2,k 估计误差

(a) Estimation errors of state x2,k in conventional

UKF algorithm

(b) 量测噪声协方差 R 估计值

(b) Estimations of measurement noise covariance R

(c) 自适应 UKF 算法下状态 x2,k 估计误差

(c) Estimation errors of state x2,k in adaptive

UKF algorithm

图 3 状态 x2,k 估计误差及量测噪声协方差 R 估计值

Fig. 3 Estimation errors of state x2,k and

estimations of measurement noise covariance R

从图 3中不难看出,传统UKF在量测噪声统计
未知慢时变情况下非线性滤波已经失效, 其滤波精
度严重下降; 而对于自适应 UKF 滤波算法来说, 因
量测噪声协方差 R 统计不准确, 故滤波开始时状态
x2,k 估计误差较大, 滤波精度不佳, 但随着基于渐消
记忆加权的噪声统计估计器 (68)∼ (71) 大约从 20 s
开始对 R 的精确跟踪, 状态 x2,k 的估计误差由大变

小, 且逐渐趋于零; 类似地, 从 60 s 这个时刻开始,
协方差 R 发生突变, 与之相应状态 x2,k 估计误差开

始变大, 但随着采用噪声统计估计器大约从 80 s 以
后对 R 变化的精确跟踪, 状态 x2,k 估计误差逐渐变

小, 且趋于零.
发生改变的情况同样在 120 s、190 s 及 250 s 这

些时刻出现, 而基于式 (68)∼ (71) 的噪声统计估计
器都能快速准确地达到对 R 变化的精确跟踪, 这说
明相对于传统 UKF, 自适应 UKF 滤波算法具有应
对噪声变化的自适应能力.
例 3. 噪声统计具有快时变特性.
为了验证基于限定记忆指数加权的噪声统计估

计器的有效性,将基于式 (75)∼ (78)的自适应UKF
滤波算法应用于 INS/GPS 组合导航系统当中. 本
文选取 INS 为主导航系统, 以姿态、速度及位置误
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差为状态向量建立滤波器状态方程, GPS 作为辅助
导航系统提供量测信息. INS/GPS 组合导航非线性
系统模型参见文献 [16].
分别采用传统 UKF 及自适应 UKF 滤波算法

对载体的姿态、速度及位置等误差信息进行估计, 并
通过反馈校正来修正 INS 的导航参数. 上述滤波算
法性能的好坏可通过 INS/GPS 组合导航系统的定
位精度来衡量. 取仿真条件如下:

∇ = 10 mg, ε = 0.1◦/h (115)
{

w∇ ∼ N(1mg, ([10 sin(0.1t)]mg)2)

wε ∼ N(0.01◦/h, ([0.05 cos(0.1t)]◦/h)2)
(116)

其中, ∇ 和 ε 分别为加速度计常值零偏和陀螺常值

漂移, 在 INS/GPS 系统建模过程中, 它们通常会被
视为状态变量的一部分而采用滤波器进行估计; w∇
和 wε 分别为加速度计和陀螺的随机漂移, 都为高斯
白噪声, 因受内外部环境因素的影响, 它们的统计特
性具有时变性和随机性. 同时, 取 GPS 系统的速度
量测噪声为 0.1m/s, 位置量测噪声为 10m.
假设载体初始所处的位置纬度 L = 45◦, INS

平台水平初始误差角为 2◦. 取限定记忆指数加权的
噪声统计估计器的窗口宽度 m = 20, 仿真时间为
500 s, 则 INS/GPS 组合导航系统中经度、纬度及高
度等位置误差估计曲线如图 4 所示.

(a) 经度误差

(a) Longitude errors

(b) 纬度误差

(b) Latitude errors

(c) 高度误差

(c) High errors

图 4 两种算法下位置估计误差

Fig. 4 Position estimation errors in two algorithms

当惯性器件 (加速度计和陀螺) 随机漂移噪声统
计具有快时变特性时, 传统UKF 位置估计误差随时
间迅速积累, 其仿真曲线发散, 说明传统 UKF 在时
变噪声统计下滤波已经失效; 而自适应UKF 在滤波
开始时位置估计误差较大, 其定位精度不佳, 但随着
基于式 (75)∼ (78) 的噪声统计估计器对惯性器件随
机噪声统计变化的有效跟踪, 自适应UKF 的位置估
计误差曲线最终稳定且收敛, 其定位精度高于传统
UKF.

7 结论

传统 UKF 滤波精度高于 EKF, 但其在滤波前
需要精确已知噪声的先验统计特性; 在实际工程应
用中, 噪声先验信息要么未知或不准确, 要么已知但
具有时变性, 而传统UKF 在噪声统计未知时变情况
下易出现滤波精度下降甚至发散的问题. 对此, 本文
基于极大后验估计原理和指数加权, 设计了一种带
噪声统计估计器的自适应UKF 滤波算法, 该方法在
进行滤波计算的同时, 利用噪声统计估计器对未知
时变的噪声统计进行实时估计和修正, 有效克服传
统 UKF 在噪声统计未知时变下滤波性能不佳的缺
点, 且具有应对噪声变化的自适应能力. 所提出的自
适应 UKF 滤波算法具有如下特点: 适用于噪声为
加性白噪声的非线性系统; 噪声统计估计器递推公
式工程应用简单; 相比现有算法, 其无任何附加限制
条件, 对未知时变噪声统计的估计快速而准确; 自适
应 UKF 算法的收敛性仍然可采用已有的传统 UKF
有界收敛定理来进行分析.
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