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多模型概率假设密度平滑器

连 峰 1 韩崇昭 1 刘伟峰 2 元向辉 1

摘 要 针对杂波环境下的多个机动目标跟踪问题, 本文将多模型概率假设密度 (Multiple-model probability hypothesis

density, MM-PHD) 滤波器和平滑算法相结合, 提出了 MM-PHD 前向 –后向平滑器. 为了避免引入复杂的随机有限集

(Random finite set, RFS) 理论, 本文根据 PHD 的物理空间 (Physical space) 描述法推导得到了MM-PHD 平滑器的后向更

新公式. 由于 MM-PHD 前向 –后向平滑器的递推公式中包含有多个积分, 因此它在非线性非高斯条件下没有解析的表达形

式. 故本文又给出了它的序贯蒙特卡洛 (Sequential Monte Carlo, SMC) 实现. 100 次蒙特卡洛 (Monte Carlo, MC) 仿真实

验表明, 与MM-PHD 滤波器相比, MM-PHD 平滑器能够更加精确地估计多个机动目标的个数和状态, 但MM-PHD 平滑器

存在一定的时间滞后, 并且需要耗费更大的计算代价.
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Multiple-model Probability Hypothesis Density Smoother
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Abstract By integrating the multiple-model probability hypothesis density (MM-PHD) filter with the smoothing al-

gorithms, an MM-PHD forward-backward smoother is proposed in this paper for tracking multiple maneuvering targets

in clutter. To avoid use of complex random finite set (RFS) theory, the backward updated equation of the MM-PHD

smoother can be derived according to the physical-space explanation of the PHD. Since the MM-PHD forward-backward

smoother involves multiple integrals, this renders its recursion analytically intractable in the nonlinear and non-Gaussian

conditions. Thus, the sequential Monte Carlo (SMC) method is used to implement the smoother. 100 Monte Carlo (MC)

simulation results show that the proposed MM-PHD smoother significantly outperforms the MM-PHD filter in estimating

the number and states of the multiple maneuvering targets, although the MM-PHD smoother will have time lag and more

expansive computation requirement.

Key words Multiple maneuvering targets tracking, probability hypothesis density filter (PHD filter), probability hy-

pothesis density smoother (PHD smoother), interacting multiple model (IMM)

近年来, 基于随机有限集 (Random finite set,
RFS)[1−3] 理论的多目标跟踪算法受到了国内外学

者的广泛关注. 但对于 RFS 框架下多传感器多目标
贝叶斯滤波器[4],它的计算量会随着目标个数的增多
而迅速加重. 针对此问题, Mahler 提出了一种实际
计算可行的近似方法— 概率假设密度 (Probability
hypothesis density, PHD) 滤波器[5], 其中 PHD 是
多传感器多目标后验概率密度的一阶统计矩. PHD
滤波器一经提出便成为研究的热点. Vo 等给出了
PHD 滤波器的粒子滤波实现: SMC-PHD (Sequen-
tial Monte Carlo PHD, 也称为 Particle PHD) 滤
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波器[6]. Vo 等在线性运动模型和测量模型的假设
条件下得到了 PHD 滤波器封闭的递推形式: GM-
PHD (Gaussian mixture PHD) 滤波器[7]. 不同于
传统的基于关联的多目标跟踪算法[8−9], 例如最近
邻法 (Nearest neighbor, NN)[10], 联合概率数据关
联 (Joint probability data association, JPDA)[11],
多假设跟踪 (Multiple hypothesis track, MHT)[12]

等, PHD 滤波器递推地传递目标状态的分布信息,
因此不需要复杂的数据关联过程便可从目标状态

分布中同时提取多目标的个数和状态估计. 它尤其
适用于杂波环境下, 目标较密集且个数随时间变化,
以及传感器检测概率小于 1 时的多目标跟踪场景.
目前, PHD 滤波器在群目标跟踪[13]、地面车辆跟

踪[14]、被动式雷达跟踪[15]、声纳图像跟踪[16]、视频

跟踪[17−18] 等领域已取得了广泛的应用.
最初的 PHD 滤波器并没有考虑目标机动的情

况. 众所周知, 交互式多模型 (Interacting multiple
model, IMM) 算法[19] 是跟踪无杂波条件下单个机

动目标的有效方法, 因此文献 [20−21] 等将 IMM 算
法和 PHD 滤波器相结合, 得到了可以跟踪多个机动
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目标的 MM-PHD (Multiple-model PHD) 滤波器.
但是由于多目标的个数未知, 目标和测量的对应关
系不确定, 目标运动模型未知以及杂波等众多因素
的影响, MM-PHD滤波器通常很难得到满意的估计
效果. 尤其当传感器检测概率较低, 或目标机动较剧
烈, 以及传感器采样间隔较长导致观测数据不充分
时, MM-PHD 滤波器的性能将会显著下降.

针对上述问题, 本文将 MM-PHD 滤波器和平
滑算法相结合, 提出了 MM-PHD 前向 –后向平滑
器. 为了避免引入复杂的随机集理论, 本文根据
PHD 的物理空间 (Physical space) 描述法[22] 推

导得到了 MM-PHD 平滑器的后向更新公式. 由
于 MM-PHD 前向 –后向平滑器的递推公式中包含
有多个积分, 因此它在非线性非高斯条件下没有
解析的表达形式. 故本文又给出了它的序贯蒙特
卡洛 (Sequential Monte Carlo, SMC) 实现. 为了
比较 MM-PHD 滤波器和 MM-PHD 平滑器的性
能, 我们分别给出了两者的 100 次蒙特卡洛 (Monte
Carlo, MC) 对比仿真实验. 该实验表明, 对于杂波
环境下的多个机动目标跟踪问题, 由于 MM-PHD
平滑器能够利用更多的滞后时间测量, 因此相比于
MM-PHD 滤波器, 它在目标机动较强, 杂波密度较
大以及传感器检测概率较低时可以有效提高多目标

的个数和状态估计精度. 在一些实时性要求不高或
允许事后处理的问题中, 尤其像低检测率传感器 (例
如天波超视距雷达等) 跟踪、地面动目标检测中的
非顺序量测问题[23]、视频跟踪[17−18]、目标拦截问题

中的脱靶量评估[24] 等领域有较高的应用价值.

1 问题描述

1.1 目标运动模型

假设在所监控的时间段内, 由于目标的新生、它
生和消亡等原因, 监控区域内的多目标个数随时间
变化. 记时刻 k 监控区域内的多目标个数为 Nk, 单
个目标的状态为 xxxk, 则时刻 k 多目标的状态可以表

示为一个 RFSXk = {xxxn
k}Nk

n=1, 其中 xxxn
k 表示第 n (n

= 1, · · · , Nk) 个目标的状态.
设目标状态的时间演化过程满足马尔科夫性,

则时刻 k 第 n (n = 1, · · · , Nk) 个目标的运动模型
可描述为

xxxn
k = gk(xxxn

k−1, r
n
k ,wwwn

k−1) (1)

上式中 gk(·) 通常为一个非线性函数. wwwn
k−1 为时刻

k − 1 第 n 个目标的过程噪声. rn
k 表示时刻 k 第 n

个目标的运动模型. 当目标发生机动时, 目标由一个
运动模型切换到另一个运动模型. 同样假设模型之
间的切换满足马尔科夫性[19], 记第 n 个目标由时刻

k − 1 的模型 rn
k−1 切换到时刻 k 的模型 rn

k 的转移

概率为 fk|k−1(rn
k |rn

k−1).

1.2 传感器测量模型

传感器测量集合由源于目标的测量和杂波构成,
并且两者是不可区分的. 令 zzzk 表示时刻 k 的单个传

感器的测量矢量, 则 RFSZk = {zzzm
k }Mk

m=1 表示时刻

k 传感器收到的测量集合, 其中Mk 为时刻 k 的测

量个数. Z1:k = Z1, · · · ,Zk 表示从时刻 1 到时刻 k

的累积测量序列.
若时刻 k 第m (m = 1, · · · ,Mk) 个测量 zzzm

k 源

于第 n 个目标, 则该测量可由传感器观测模型获得:

zzzm
k = hk(xxxn

k , rn
k , vvvm

k ) (2)

上式中 hk(·) 通常为一个非线性函数. vvvm
k 为时刻 k

的传感器测量噪声.
假设杂波为泊松点过程, 强度为

κk(zzzk) = λcfc(zzzk) (3)

上式中 λc 为监控区域内平均每帧的杂波个数, fc(·)
为杂波空间分布的概率密度.
综上, 本文的目的是根据直到时刻 k 的累积传

感器测量序列 Z1:k, 估计时刻 k 多目标的个数 Nk

和多目标的状态集合 Xk = {xxxn
k}Nk

n=1.

2 MM-PHD平滑器

为了获得本文建议的 MM-PHD 前向 –后向平
滑器,我们首先需要对 PHD滤波器和MM-PHD滤
波器进行简要介绍.

2.1 PHD滤波器和MM-PHD滤波器

PHD 是 RFS 理论框架下多目标状态集合的后
验概率密度的一阶统计矩[5]. 记时刻 k 的 PHD 为

Dk|k(xxxk|Z1:k) =
∫

xxxk∈Xk

fk|k(Xk|Z1:k)δXk (4)

上式中 fk|k(Xk|Z1:k) 为时刻 k 多目标状态集合的

后验概率密度. Dk|k(xxxk|Z1:k) 为时刻 k 的 PHD.∫ · δXk 表示集合积分. 时刻 k 的 PHD 在任意状
态空间 S 内的积分为该时刻该区域内多目标个数的

期望 N̂k|k[5].

N̂k|k = E[Nk] =
∫

S

Dk|k(xxxk|Z1:k)dxxxk (5)

通过将多目标状态集合的时间预测概率密度

fk|k−1(Xk|Z1:k−1) 近似为泊松分布形式, Mahler 得
到 k 时刻 PHD 滤波器的递推公式如下[5]:
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1) 预测步

Dk|k−1(xxxk|Z1:k−1) = γk(xxxk) +∫
[pS,k|k−1(xxxk−1)fk|k−1(xxxk|xxxk−1) +

βk|k−1(xxxk|xxxk−1)]Dk−1|k−1(xxxk−1|Z1:k−1)dxxxk−1

(6)

2) 更新步

Dk|k(xxxk|Z1:k) =
Dk|k−1(xxxk|Z1:k−1)[1− pD,k(xxxk) +∑

zzzk∈Zk

pD,k(xxxk)fk|k(zzzk|xxxk)

κk(zzzk)+
∫

pD,k(xxxk)fk|k(zzzk|xxxk)Dk|k−1(xxxk|Z1:k−1)dxxxk
]

(7)
上两式中, γk(xxxk) 和 βk|k−1(xxxk|xxxk−1) 分别为目标新
生强度和它生强度, κk(zzzk) 为杂波强度, fk|k−1(xxxk|
xxxk−1) 为单目标状态转移概率密度, fk|k(zzzk|xxxk) 为单
传感器 –单目标测量似然函数, pS,k|k−1(xxxk−1) 为目
标存活概率, pD,k(xxxk) 为传感器对目标的检测概率.

文献 [20−21] 将 IMM 算法和 PHD 滤波器相
结合, 得到了MM-PHD 滤波器, 它可用于处理目标
发生机动的情况. k 时刻 MM-PHD 滤波器的递推
公式如下[20]:

1) 预测步

Dk|k−1(xxxk, rk|Z1:k−1) =
∑
rk−1

fk|k−1(rk|rk−1)
∫

[pS,k|k−1(xxxk−1, rk−1) ×

fk|k−1(xxxk|xxxk−1, rk) + βk|k−1(xxxk|xxxk−1, rk)] ×
Dk−1|k−1(xxxk−1, rk−1|Z1:k−1)dxxxk−1 + γk(xxxk, rk)

(8)

2) 更新步

Dk|k(xxxk, rk|Z1:k) =
Dk|k−1(xxxk, rk|Z1:k−1)[1− pD,k(xxxk, rk) +∑

zzzk∈Zk

pD,k(xxxk,rk)fk|k(zzzk|xxxk,rk)

κk(zzzk)+
∫

pD,k(xxxk,rk)fk|k(zzzk|xxxk,rk)Dk|k−1(xxxk,rk|Z1:k−1)dxxxk
]

(9)
上两式假设时刻 k 的目标新生强度 γk(xxxk, rk), 目标
它生强度 βk|k−1(xxxk|xxxk−1, rk), 单目标状态转移概率
密度 fk|k−1(xxxk|xxxk−1, rk), 单传感器 –单目标测量似
然函数 fk|k(zzzk|xxxk, rk), 目标存活概率 pS,k|k−1(xxxk−1,
rk−1), 传感器检测概率 pD,k(xxxk, rk) 均与目标运动
模型有关, fk|k−1(rk|rk−1) 为模型转移概率.

2.2 MM-PHD前向 –后向平滑器

常用的单目标无杂波条件下的平滑方法

主要有前向 –后向平滑算法 (Forward-backward

smoother, FBS)[25], 两滤波器平滑算法 (Two-filter
smoother, TFS)[26] 和最大后验平滑算法 (Maxi-
mum a posteriori smoother, MAPS)[27] 等. 同样,
MM-PHD 平滑器也可包括以上三种形式. 本文重
点研究MM-PHD 前向 –后向平滑算法. MM-PHD
前向 –后向平滑器的前向更新公式即为第 2.1 节的
MM-PHD 滤波器的预测式 (8) 和更新式 (9), 因此
下面仅需推导它的后向更新公式.

不同于Mahler 的 RFS 描述框架, Erdinc 等给
出了 PHD 滤波器的物理空间 (Physical space) 描
述[22]. 为了避免复杂的随机集理论, 本文根据文献
[22] 中 PHD 的物理空间描述法推导 MM-PHD 前
向 –后向平滑器的后向更新公式.
在 PHD 滤波器的物理空间描述法中, 目标状态

空间 S 被均匀划分为Ns 个网格, 记第 i (i = 1, · · · ,
Ns) 个网格为 Si, 令每个网格最多只能包含一个目
标. 记 uk(i) 表示事件 “时刻 k 第 i 个网格包含有一

个目标”, dk(i) 表示事件 “时刻 k 第 i 个网格内的目

标消亡”. 我们已知在 RFS 框架下, PHD 表示泊松
点过程的强度[5]; 相应地, 在 PHD 的物理空间描述
法中, PHD 可理解为目标状态空间的单位 “体积”
内包含一个目标的概率[22], 因此在极限条件下 (即
网格数趋于无穷大且每个网格的容量趋于 0), 概率
P (ut(i), rt|Z1:k) 即表示了时刻 t (t < k, 其中 k 表

示当前时刻) MM-PHD 的平滑值 Dt|k(xxxt, rt|Z1:k).

lim
Ns→∞

P (ut(i), rt|Z1:k) = Dt|k(xxxt, rt|Z1:k) (10)

在 PHD 的物理空间描述法中, 假设时刻 t 第 i

个网格内的目标在时刻 t + 1 可能运动到状态空间
S 内的第 j (j = 1, · · · , Ns) 个网格 Sj 中或者消亡.
因此, 根据全概率公式可得

P (ut(i), rt|Z1:k) = P (ut(i), rt|Z1:k) ×
P (dt(i), rt|Z1:k) +

∑
j

∑
rt+1

P (ut+1(j), rt+1|Z1:k) ×

P (ut(i), rt|ut+1(j), rt+1,Z1:k) (11)

假设目标运动模型的转移过程和目标状态的时

间演化过程均满足马尔科夫性, 则根据贝叶斯公式
又可得

P (ut(i), rt|Z1:k) =

P (ut(i), rt|Z1:t)P (dt(i), rt|Z1:k) +
∑

j

∑
rt+1

P (ut+1(j), rt+1|ut(i), rt,Z1:t)
P (ut+1(j), rt+1|Z1:t)

=

P (ut(i), rt|Z1:t)P (ut+1(j), rt+1|Z1:k) ×
P (ut(i), rt|Z1:t) (1− PS(ut(i), rt|Z1:k)) +
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∑
j

∑
rt+1

P (ut+1(j)|ut(i), rt+1)
P (ut+1(j), rt+1|Z1:t)

×

P (rt+1|rt)P (ut(i), rt|Z1:t)P (ut+1(j), rt+1|Z1:k)
(12)

上式中 PS 表示目标存活概率.
对式 (12) 的等号两边同时取极限可得时刻 t (t

< k) MM-PHD 平滑器的后向更新方程为

Dt|k(xxxt, rt|Z1:k) =

filtered︷ ︸︸ ︷
Dt|t(xxxt, rt|Z1:t)[1− pS,t+1|t(xxxt, rt) +

∑
rt+1

∫
dynamics︷ ︸︸ ︷

ft+1|t(rt+1|rt)ft+1|t(xxxt+1|xxxt, rt)
Dt+1|t(xxxt+1, rt+1|Z1:t)︸ ︷︷ ︸

predicted

×

smoothed︷ ︸︸ ︷
Dt+1|k(xxxt+1, rt+1|Z1:k) dxxxt+1] (13)

根据式 (13), 可由 t + 1 时刻 MM-PHD 的平滑
值反向递推得到 t 时刻 MM-PHD 的平滑值. 在
平滑初始点 t = k − 1 时刻, MM-PHD 的平滑
值 Dt+1|k(xxxt+1, rt+1|Z1:k) 即为 k 时刻它的滤波值

Dk|k(xxxk, rk|Z1:k).

3 MM-PHD平滑器的 SMC实现

由于 MM-PHD 前向 –后向平滑器包含多个积
分, 因此它在非线性非高斯条件下没有解析表达式.
本文采用 SMC 方法实现 MM-PHD 平滑器. 记当
前时刻为 k, 表 1 给出了固定时延长度为 l 的 SMC-
MM-PHD 前向 –后向平滑器的算法流程. 其中, 上
标 “∼” 表示采样值, x̃xx, r̃, ω̃ 分别表示状态采样、运

动模型采样和相应的粒子权重.
在表 1 中, 需要说明的是:
1) 在重采样步后可加入MCMC 移动步[28], 以

增加粒子多样性.
2) 在多目标状态提取步, 通常可采用 K 均值

(K-means)[29] 或高斯混合模型 (Gaussian mixture
model, GMM)[30] 等聚类算法对粒子集合进行聚类.

3) 从MM-PHD 粒子平滑器的后向更新公式可
以看出, 由时刻 t + 1 的粒子平滑权重计算时刻 t

的粒子平滑权重需要O(JtJt+1) 次运算. 当粒子数较
多时运算量会显著增大. 因此, 为了减小计算量以加
快平滑速度, 通常可采用快速高斯变换 (Fast Gaus-
sian transform, FGT)[31],快速多极展开 (Fast mul-
tipole expansions, FME)[32] 和空间索引 (Spatial-
index)[33] 等近似计算方法计算该后向更新公式.

4 仿真分析

4.1 仿真场景设置

考虑一个杂波环境下的 2 维多目标运动场景.
设在所监控的时间段内目标个数未知且随时间变化.
已知监控区域的范围为 [−1 000, 1 000] × [−1 000,
1 000] m2. 监控时间长度 T = 50 s, 传感器采样间隔
∆t = 1 s. 设时刻 k 的真实目标个数为 Nk, 目标在
监控时间内可能作匀速或转弯运动. 因此, 可令目标
的运动模型集由一个匀速 (Constant velocity, CV)
模型和一个转弯 (Coordinated turn, CT) 模型[34]

构成. 记时刻 k 第 n (n = 1, · · · , Nk) 个目标的状
态向量为 xxxn

k = [xn
k , ẋn

k , yn
k , ẏn

k ,Ωn
k ]T, 其中 [xn

k , yn
k ]T

为它在 x 坐标轴方向和 y 坐标轴方向的位置向量;
[ẋn

k , ẏn
k ]T 为它在 x 坐标轴方向和 y 坐标轴方向的速

度向量; Ωn
k 为它的转弯角速率, 令逆时针方向为正,

顺时针方向为负. 记第 n 个目标的状态演化模型为

xxxn
k = F n

r,kxxx
n
k−1 + wwwn

r,k (14)

上式中, F n
r,k 为第 n 个目标的第 r (r = 1, 2) 个模型

的状态转移矩阵, wwwn
r,k 为第 n 个目标的第 r 个模型

的过程噪声, 假设其为独立同分布的零均值高斯白
噪声,协方差阵为Qn

r,k. 令模型 1为CV模型,模型 2
为 CT 模型, 则

F n
1,k =




1 ∆t 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 ∆t 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0




F n
2,k =




1 sin Ωn
k−1∆t

Ωn
k−1

0 − 1−cos Ωn
k−1∆t

Ωn
k−1

0

0 cosΩn
k−1∆t 0 − sinΩn

k−1∆t 0

0 1−cos Ωn
k−1∆t

Ωn
k−1

1 sin Ωn
k−1∆t

Ωn
k−1

0

0 sin Ωn
k−1∆t 0 cos Ωn

k−1∆t 0

0 0 0 0 1




Qn
1,k = σ2

1,w




∆t4

4
∆t3

2
0 0 0

∆t3

2
∆t2 0 0 0

0 0
∆t4

4
∆t3

2
0

0 0
∆t3

2
∆t2 0

0 0 0 0 0
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表 1 SMC-MM-PHD 前向 – 后向平滑算法

Table 1 Brief description of the proposed SMC-MM-PHD forward-backward smoother

输入. 滞后时间长度 l, 累积测量 Zk−l:k, k − l − 1 时刻MM-PHD 滤波值的粒子描述 Dk−l−1|k−l−1(xxxk−l−1, rk−l−1|Z1:k−l−1) =
∑Jk−l−1

p=1 ω̃p
k−l−1δ(xxxk−l−1 − x̃xxp

k−l−1, rk−l−1 − r̃p
k−l−1), 其中 {ω̃p

k−l−1, x̃xx
p
k−l−1, r̃

p
k−l−1}

Jk−l−1
p=1 为粒子和权重集合.

步步步骤骤骤 1. 前向更新步 (即MM-PHD 滤波算法).

for t = k − l, · · · , k do:

根据建议分布, πt(·|r̃p
t−1) 和 µt(·) 采样预测的目标运动模型和 ϑt(·|x̃xxp

t−1, r̃
p
t|t−1,Zt) 和 ζt(·|r̃p

t|t−1,Zt) 采样预测的目标状态分别为

r̃p
t|t−1 ∼





πt(·|r̃p
t−1), p = 1, · · · , Jt−1

µt(·), p = Jt−1 + 1, · · · , Jt|t−1

, x̃xxp
t|t−1 ∼





ϑt(·|x̃xxp
t−1, r̃

p
t|t−1,Zt), p = 1, · · · , Jt−1

ζt(·|r̃p
t|t−1,Zt), p = Jt−1 + 1, · · · , Jt|t−1

.

根据式 (8) 计算相应的预测粒子权重：

ω̃p
t|t−1 =





pS,t|t−1(x̃xxp
t|t−1

,r̃
p
t−1)ft|t−1(x̃xxp

t|t−1
|x̃xxp

t−1,r̃
p
t|t−1

)+βt|t−1(x̃xxp
t|t−1

|x̃xxp
t−1,r̃

p
t|t−1

)

ϑt(x̃xx
p
t|t−1

|x̃xxp
t−1,r̃

p
t|t−1

,Zt)
·

ft|t−1(r̃
p
t|t−1

|r̃p
t−1)

πt(r̃s
t|t−1

|r̃s
t−1)

ω̃p
t−1, p = 1, · · · , Jt−1

γt(x̃xx
p
t|t−1

,r̃
p
t|t−1

)

(Jt|t−1−Jt−1)ζt(x̃xx
p
t|t−1

|r̃p
t|t−1

,Zt)µt(r̃
p
t|t−1

)
, p = Jt−1 + 1, · · · , Jt|t−1

可得 t 时刻MM-PHD 预测值的粒子描述为 Dt|t−1(xxxt|t−1, rt|t−1|Z1:t−1) =
∑Jt|t−1

p=1 ω̃p
t|t−1δ(xxxk−l − x̃xxp

t|t−1, rk−l − r̃p
t|t−1),

其中 {ω̃p
t|t−1, x̃xx

p
t|t−1, r̃

p
t|t−1}

Jt|t−1
p=1 为预测的粒子和权重集合.

根据 Zt 和式 (9) 前向更新预测粒子权重, 可得前向更新后的粒子和相应的权重集合 {ω̃p
t|t, x̃xx

p
t|t−1, r̃

p
t|t−1}

Jt|t−1
p=1 .

ω̃p
t|t =


1− pD,t(x̃xx

p
t|t−1, r̃

p
t|t−1) +

∑
zzzt∈Zt

pD,t(x̃xx
p
t|t−1

,r̃
p
t|t−1

)ft|t(zzzt|x̃xxp
t|t−1

,r̃
p
t|t−1

)

κt(zzzt)+
∑Jt|t−1

i=1 pD,t(x̃xx
i
t|t−1

,r̃i
t|t−1

)ft|t(zzzt|x̃xxi
t|t−1

,r̃i
t|t−1

)ω̃i
t|t−1


 ω̃p

t|t−1, p = 1, · · · , Jt|t−1

重采样前向更新后的粒子集合 {
ω̃

p
t|t

N̂t|t
, x̃xxp

t|t−1, r̃
p
t|t−1}

Jt|t−1
p=1 , 可得 { ω̃

p
t

N̂t|t
, x̃xxp

t , r̃p
t }Jt

p=1, 其中 N̂t|t =
Jt|t−1∑

p=1
ω̃p

t|t 即为 t 时刻多目标个数的滤波值.

可得 t 时刻MM-PHD 滤波值的粒子描述为 Dt|t(xxxt, rt|Z1:t) =
∑Jt

p=1 ω̃p
t δ(xxxt − x̃xxp

t , rt − r̃p
t ).

end for t.

步骤 2. 后向更新步.

for t = k − 1, · · · , k − l do, for p = 1, · · · , Jt do:

根据式 (13) 计算平滑粒子权重

ω̃p
t|k =

filtered︷︸︸︷
ω̃p

t|t




1− pS,t+1|t(x̃xx
p
t , r̃p

t ) +
Jt+1∑
q=1

smoothed︷ ︸︸ ︷
ω̃q

t+1|k

dynamics︷ ︸︸ ︷
ft+1|t(r̃

q
t+1|r̃p

t )ft+1|t(x̃xx
q
t+1|x̃xxp

t , r̃q
t+1)

ω̃∗q
t+1|t︸ ︷︷ ︸

predicted




其中 ω̃∗q
t+1|t = γt+1(x̃xx

q
t+1, r̃

q
t+1) +

Jt∑
i=1

ω̃i
t|t

(
pD,t+1|t(x̃xxi

t, r̃
i
t+1)ft+1|t(x̃xx

q
t+1|x̃xxi

t, r̃
q
t+1) + βt+1|t(x̃xx

q
t+1|x̃xxi

t, r̃
q
t+1)

)

end for p;

重采样平滑后的粒子集合 {
ω̃

p
t|k

N̂t|k
, x̃xxp

t , r̃p
t }Jt

p=1, 可得 {
ω̃
∗p
t|k

N̂t|k
, x̃xxp

t|k, r̃p
t|k}Jt

p=1, 其中 N̂t|k =
Jt∑

p=1
ω̃p

t|k 为 t 时刻多目标个数估计的平滑值.

可得 t 时刻MM-PHD 平滑值的粒子描述为 Dt|k(xxxt, rt|Z1:k) =
Jt∑

p=1
ω̃∗p

t|kδ(xxxt − x̃xxp
t|k, rt − r̃p

t|k).

end for t.

步骤 3. 多目标状态提取步.

聚类粒子集合 {x̃xxp
k−l|k, r̃p

k−l|k}
Jk−l
p=1 , 可得 k − l 时刻多目标状态集合的平滑值 {x̂xxn

k−l|k, r̂n
k−l|k}

N̂k−l|k
n=1 ,

其中 N̂k−l|k 为 k − l 时刻多目标个数的平滑估计.

输出. k − l 时刻多目标的个数平滑值 N̂k−l|k 和状态平滑值 {x̂xxn
k−l|k, r̂n

k−l|k}
N̂k−l|k
n=1 .

Qn
2,k =




∆t4

4
σ2

1,w
∆t3

2
σ2

1,w 0 0 0
∆t3

2
σ2

1,w ∆t2σ2
1,w 0 0 0

0 0 ∆t4

4
σ2

1,w
∆t3

2
σ2

1,w 0
0 0 ∆t3

2
σ2

1,w ∆t2σ2
1,w 0

0 0 0 0 ∆t2σ2
2,w




式中 σr,w 为第 r 个模型的过程噪声标准差. 本仿
真中令 σ1,w = 0.1m/s2, σ2,w = 1 × 10−3 rad/s2.

令模型间的转移概率为 fk|k−1(rk = 1|rk−1 = 1) =
fk|k−1(rk = 2|rk−1 = 2) = 0.8, fk|k−1(rk = 1|rk−1

= 2) = fk|k−1(rk = 2|rk−1 = 1) = 0.2.
设传感器位于坐标原点 [0, 0]T, 它可获得目标

的距离和角度测量, zzzk = [ρk, ϕk]T. 若时刻 k 第 m

(m = 1, · · · ,Mk)个测量 zzzm
k 由第 n个目标产生, 则

根据传感器观测模型可得

zzzm
k =

[
ρm

k

ϕm
k

]
=

[ √
(xn

k)2 + (yn
k )2

arc tan( (yn
k

xn
k

)

]
+ vvvm

k (15)
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上式中, vvvm
k 为传感器观测噪声, 假设其为独立同分

布的零均值高斯白噪声, 协方差阵为 Rk = diag{σ2
ρ,

σ2
ϕ}, 其中 diag{·} 表示对角矩阵, σρ, σϕ 分别表示

距离和角度测量的标准差. 本仿真中令 σρ = 20 m,
σϕ = 0.02 rad. 令传感器检测概率为 pD,k(xxxk, rk) =
pD = 0.95.

设杂波为泊松点过程, 强度为 κk(zzzk) =
λcfc(zzzk). 本仿真中令 λc = 50, fc(zzzk) = U(zzzk),
其中 U(·) 表示均匀分布的概率密度.

本仿真中令目标的真实运动轨迹如图 1 所示.

图 1 目标的真实运动轨迹

Fig. 1 True target trajectories

在图 1中, Target 1出生于第 1秒,消亡于第 30
秒, 它在 1 秒∼ 15 秒内作匀速运动, 在 16 秒∼ 30
秒内作转弯机动; Target 2 出生于第 1 秒, 消亡于
第 35 秒, 它在 1 秒∼ 20 秒内作转弯机动, 在 21
秒∼ 35 秒内作匀速运动; Target 3 在第 10 秒时由
Target 1 它生, 在第 42 秒时消亡, 它在 10 秒∼ 30
秒内作转弯机动, 在 31 秒∼ 42 秒内作匀速运动;
Target 4 出生于第 20 秒, 消亡于第 50 秒, 它在 20
秒∼ 30 秒内作匀速运动, 在 31 秒∼ 50 秒内作转弯
机动.

4.2 算法性能分析

在 MM-PHD 平滑器中, 令时刻 k 新生目标强

度为

γk(xxxk, rk) = λγfγ(xxxk|ψγ)fγ(rk) (16)

上式中 λγ 为平均每帧监控区域内新生目标的个

数. fγ(xxxk|ψγ) 为新生目标状态的概率密度, ψγ

为其参数集合. fγ(rk) 表示新生目标的运动模型
为 rk 的概率. 本仿真中令 λγ = 0.1, fγ(xxxk|ψγ)
= a1

γN (xxxk|mmm1
γ , P

1
γ ) + a2

γN (xxxk|mmm2
γ , P

2
γ ), 其中 ψγ =

{a1
γ , a

2
γ ,mmm

1
γ ,mmm

2
γ , P

1
γ , P 2

γ },参数 a1
γ = a2

γ = 0.5, mmm1
γ =

[200, 0, 700, 0, 0]T, mmm2
γ = [−600, 0, 600, 0, 0]T, P 1

γ =
P 2

γ = diag{400, 400, 400, 400, 0.01}, fγ(rk = 1) =

fγ(rk = 2) = 0.5.
令时刻 k 它生目标强度为

βk|k−1(xxxk, rk|xxxk−1, ψβ, rk−1) =
λβfβ(xxxk|xxxk−1, ψβ)fk|k−1(rk|rk−1)

(17)

上式中 λβ 为平均每帧监控区域内它生目标的个数.
fβ(xxxk|xxxk−1, ψβ) 为它生目标状态的概率密度, ψβ 为

其参数集合; fk|k−1(rk|rk−1) 为前述已给定的模型
转移概率. 本仿真中令 λβ = 0.05; fβ(xxxk|xxxk−1, ψβ)
= N (xxxk|xxxk−1 + dddβ, Pβ), 其中 ψβ = {dddβ, Pβ}, 参数
dddβ = [0, 0, 0, 0, 0]T, Pβ = diag{400, 100, 400, 100,
0.01}.
设目标存活概率 pS,k|k−1(xxxk−1, rk) = 0.95.
为比较起见, 我们分别采用一个 MM-PHD 滤

波器和两个MM-PHD 平滑器估计多目标的个数和
状态. 在本仿真中, 令平滑器 1 的滞后时间长度为
l = 3 秒, 令平滑器 2 的滞后时间长度为 l = 5 秒.
平均每个目标采用 1 000 个粒子进行跟踪. 令预测
模型的建议分布 πk(·|·) 和 µk(·) 分别取为模型转
移概率 fk|k−1(rk|rk−1) 和模型出生概率 fγ(rk); 令
预测状态的建议分布 ϑk(·|·) 和 ζk(·|·) 分别取为状
态转移概率 fk|k−1(xxxk|xxxk−1) 和状态出生概率密度
fγ(xxxk|ψγ). K 均值算法被用于聚类重采样后的粒子
集合, 以提取多目标的状态. 考虑到传感器测量噪声
满足高斯分布, 故我们采用快速高斯变换技术计算
平滑器的反向更新公式, 以加快平滑速度. 分别采用
上述三种方法进行MC 仿真实验, 结果如下:
首先, 图 2 (a), 图 2 (b) 和图 2 (c) 分别展示了

其中一次仿真实验中MM-PHD 滤波器、MM-PHD
平滑器 1 以及MM-PHD 平滑器 2 的多目标位置估
计.

由图 2 (a)∼ 2 (c) 可以看出, 在目标发生或未
发生机动时, 三者均能正常地估计多目标的个数和
位置. 通过比较还可进一步看出, 由于受杂波影响,
MM-PHD滤波器相比MM-PHD平滑器 1和MM-
PHD 平滑器 2 会产生更多的虚假目标估计, 并且在
目标机动时, MM-PHD滤波器更容易丢失目标或出
现较显著的估计误差. 相反, MM-PHD 平滑器 1 和
MM-PHD 平滑器 2 的多目标个数和位置估计效果
要明显优于 MM-PHD 滤波器. 前两者不但能产生
更少的虚假目标估计和丢失目标估计, 而且在目标
机动时, 平滑器的目标位置估计更加接近于真实航
迹. 由于MM-PHD 平滑器 2 相比MM-PHD 平滑
器 1 能够利用更多的滞后时间测量, 因此如图 2 (b)
和图 2 (c) 所示, 前者的估计效果略优于后者.
图 3 (a), 图 3 (b) 和图 3 (c) 分别展示了经 100

次MC 仿真实验平均后三者的多目标个数估计随时
间变化曲线. 由图 3 (a)∼ 3 (c) 可见, 三者的多目标
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(a) MM-PHD 滤波器

(a) MM-PHD filter

(b) MM-PHD 平滑器 1

(b) MM-PHD smoother 1

(c) MM-PHD 平滑器 2

(c) MM-PHD smoother 2

图 2 多目标位置估计 (单次实验)

Fig. 2 Estimates of target positions in one trial

个数估计均较接近于真实值. 但是由于杂波和目标
机动的影响, MM-PHD滤波器的多目标个数估计在
目标机动时刻会产生显著的偏差. 相反, MM-PHD
平滑器受目标机动的影响较小, 多目标个数估计曲
线的波动相对较弱. 因此, 相比MM-PHD 滤波器,

(a) MM-PHD 滤波器

(a) MM-PHD filter

(b) MM-PHD 平滑器 1

(b) MM-PHD smoother 1

(c) MM-PHD 平滑器 2

(c) MM-PHD smoother 2

图 3 多目标个数估计随时间变化曲线 (经 100 次MC 平均)

Fig. 3 100 MC run average of target number estimates

versus time

MM-PHD 平滑器的多目标个数估计更加接近于真
实值. 并且 MM-PHD 平滑器 2 的多目标个数估计
还要略优于MM-PHD 平滑器 1.
为了更进一步比较三者的多目标个数估计精度,

图 4 展示了经 100 次MC 仿真实验得到的多目标个
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数估计的标准差 (Standard deviations, STD) 随时
间变化曲线.

图 4 经 100 次MC 实验得到的多目标个数估计的标准差

随时间变化曲线

Fig. 4 100 MC run average of standard deviations of

target number estimates versus time

标准差越大, 说明单次估计的波动越大, 相应
的估计精度越低. 由图 4 可以看出, 在三者中,
MM-PHD 滤波器的多目标个数估计精度相对最
差, MM-PHD 平滑器 2 的多目标个数估计精度相
对最好, MM-PHD 平滑器 1 居中. 它反映出 MM-
PHD 平滑器的多目标个数估计比 MM-PHD 滤波
器的更加可信赖. 另外还可看出, 由于受杂波、目标
个数变化、目标机动等影响, 图 4 中的三条曲线都
会随时间波动. 同样, MM-PHD 平滑器的波动相对
MM-PHD 滤波器的较弱, 它说明前者受上述因素
的影响较小.
由于 PHD 滤波器和 PHD 平滑器没有进行数

据关联, 因此通常的均方根误差 (Root mean square
error, RMSE) 和目标航迹丢失概率等指标不能直
接用于评价 PHD 滤波或平滑算法的性能. 下面
我们通过Wasserstein 距离 (Wasserstein distance,
WD)[35] 和圆位置误差概率 (Circular position error
probability, CPEP)[36] 来定量地分析两算法的估计
误差.
给定时刻 k 实际的和估计的多目标状态集合

Xk 和 X̂k, WD 定义为

WDk(X̂k,Xk) = min
CCCk

√√√√
|X̂k|∑
i=1

|Xk|∑
j=1

Cij
k

∥∥∥x̂xxi
k − xxxj

k

∥∥∥
2

2

(18)
上式中, Ck 称为系数矩阵, 它满足 Cij

k ≥ 0 (i =
1, · · · , |X̂k|, j = 1, · · · , |Xk|), 并且

∑|Xk|
j=1 Cij

k =

1/|X̂k|,
∑|X̂k|

i=1 Cij
k = 1/|Xk|, 其中 | · | 表示集合的势,

‖ · ‖2 表示 2 范数. 当 Xk 或 X̂k 为空集时, WD 没

有定义; 当它们的元素个数相同时, WD 为最优关联
下的距离.
图 5 展示了经 100 次MC 仿真实验平均后得到

的多目标位置估计的WD 随时间变化曲线.

图 5 多目标位置估计的WD 随时间变化曲线

(经 100 次MC 平均)

Fig. 5 100 MC run average of WD of multi-target

positions versus time

WD 惩罚目标个数估计错误时的结果, 它在目
标个数估计不正确的时刻会出现峰值. 如图 5 所示,
由于MM-PHD 平滑器 2 的多目标个数估计精度最
高, 因此它的WD 最小. 相反, 既然 MM-PHD 滤
波器的多目标个数估计精度最差, 相应其WD 最大.
由图 5 还可以看出, 由于受杂波、目标个数变化、目
标机动等影响, 三者的WD 会随时间出现波动, 其
中MM-PHD 平滑器 2 的波动幅度最小, MM-PHD
平滑器 1 的次之, MM-PHD 滤波器的最大. 这说明
相比 MM-PHD 滤波器, MM-PHD 平滑器受上述
因素的影响相对较弱, 估计精度更加稳定.

时刻 k 多目标的 CPEP 定义为

CPEPk(r) =
1
|Xk|

∑
xxxk∈Xk

Prob
{
‖Hkx̂xxk −Hkxxxk‖2 > r,

∀ x̂xxk ∈ X̂k

}
, Hk =

[
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0

]

(19)

上式中, r 为圆半径, Hkxxxk 和 Hkx̂xxk 分别表示笛卡

儿坐标系下真实的和估计的目标位置向量. 本仿真
中令 r = 25 m.
图 6 展示了经 100 次MC 仿真实验平均后得到

的多目标位置估计的 CPEP 随时间变化曲线.
CPEP 反映了目标位置估计在以该目标真实位

置为中心, r 为半径的圆内丢失的概率. CPEP 越小
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图 6 多目标位置估计的 CPEP 随时间变化曲线

(经 100 次MC 平均)

Fig. 6 100 MC run average of CPEP versus time

说明目标位置估计在该范围内丢失的概率越小. 由
图 6可以清楚地看出, MM-PHD平滑器 2的CPEP
相对最小, MM-PHD滤波器的 CPEP相对最大.另
外还可看出, 在目标机动的时刻, 三者的 CPEP 都
会不同程度地增大, 其中 MM-PHD 滤波器的增大
幅度最显著. 它说明相对 MM-PHD 平滑器, MM-
PHD 滤波器受目标机动的影响最明显, 它在目标机
动时最容易丢失目标.
需要说明的是, 由于 PHD 滤波器和 PHD 平滑

器没有进行数据关联, 因此它不能形成各个目标的
航迹. 故我们无法展示每个目标在每个时刻所对应
的运动模型.
我们采用平均每步所耗费的 CPU 时间比较三

者的计算量大小. 用于测试算法的 PC 机的 CPU
为 1.83GHz AMD Athlon (tm) XP 2500+, RAM
为 512MB. 通过 100 次MC 仿真, 可得MM-PHD
滤波器平均耗时 0.92 秒/步; MM-PHD 平滑器 1 平
均耗时 1.51 秒/步; MM-PHD 平滑器 2 平均耗时
3.24 秒/步. 它说明MM-PHD 平滑器比MM-PHD
滤波器需要耗费更多的计算时间.
图 3∼ 6 所展示的是经 100 次 MC 仿真实验

得到的 MM-PHD 滤波器、MM-PHD 平滑器 1 和
MM-PHD 平滑器 2 的目标个数估计. 目标个数估
计的标准差、WD 以及 CPEP 随时间变化曲线反映
了它们三者的局部性能. 从以上四幅图可以清楚地
看出在目标机动时刻三者性能的变化.
下面, 为了比较 MM-PHD 滤波器、MM-PHD

平滑器 1 和MM-PHD 平滑器 2 的整体性能, 我们
将上述仿真场景下经 100 次MC 仿真实验所获得的
三者的多目标个数估计的标准差、WD、CPEP 和
每步 CPU 耗时在整个多目标监控周期 (长度为 T

= 50 秒) 内分别进行平均, 并将这些性能指标的时
间平均值列于表 2.

表 2 MM-PHD 滤波器、MM-PHD 平滑器 1 和MM-PHD

平滑器 2 的时间平均性能比较

Table 2 Time averaged performance comparison for

MM-PHD filter, MM-PHD smoother 1, and

MM-PHD smoother 2

多目标个数估计的标准差 WD (m) CPEP (步) CPU 耗时 (s)

MM-PHD 滤波器 0.61 210.7 0.23 0.92

MM-PHD 平滑器 1 0.36 140.2 0.14 1.51

MM-PHD 平滑器 2 0.23 76.8 0.08 3.24

通过表 2 可以清楚地看到, 在上述仿真条件下,
MM-PHD 平滑器的整体性能也要优于 MM-PHD
滤波器, 但它存在时间滞后, 并且需要耗费更多的计
算时间.
为了进一步比较杂波密度对 MM-PHD 滤波

器、MM-PHD 平滑器 1 和MM-PHD 平滑器 2 的
整体性能的影响, 我们假设前述的多目标运动轨迹
和传感器测量模型不变, 设传感器检测概率始终保
持为 pD = 0.95, 只是将平均每帧的杂波个数 λc 由

50 逐渐增加到 500. 其中 λc 每增加 50, 重复进行
100 次 MC 仿真实验. 图 7∼ 10 分别给出了三者
的多目标个数估计的标准差, WD, CPEP 和每步
CPU 耗时的时间平均值随 λc 的变化曲线.
通过图 7∼ 10 可以清楚地看到, 当杂波密度增

大时, MM-PHD 滤波器、MM-PHD 平滑器 1 和
MM-PHD 平滑器 2 的性能均会出现不同程度地下
降, 并且它们都还会耗费更多的计算时间. 在它们
三者中, 当杂波密度逐渐增大时, MM-PHD 平滑
器 2 的性能始终保持最好, 但它所耗费的计算时间
最多; MM-PHD 平滑器 1 的性能和计算代价次之;
MM-PHD 滤波器的性能最差, 但它所耗费的计算
时间最少. 另外, 这些图还可以潜在地反映出, 当杂
波密度越大时, MM-PHD 滤波器和 MM-PHD 平
滑器的性能衰退得越快; 同时 MM-PHD 平滑器对
MM-PHD 滤波器的性能改善效果似乎要变得略好.
为了进一步比较传感器检测概率对 MM-PHD

滤波器、MM-PHD 平滑器 1 和 MM-PHD 平滑器
2 的整体性能的影响, 我们同样假设前述的多目标
运动轨迹和传感器测量模型不变, 设平均每帧的杂
波个数始终保持为 λc = 50, 只是将传感器检测概率
pD 由 0.95逐渐减小到 0.45. 其中 pD 每减小 0.1,重
复进行 100 次MC 仿真实验. 图 11∼ 13 分别给出
了三者的多目标个数估计的标准差、WD 和 CPEP
的时间平均值随 pD 的变化曲线. 需要说明的是, 当
其他仿真条件保持不变时, 三者平均每步所耗费的
CPU 时间不随 pD 发生变化.
通过图 11∼ 13 可以清楚地看到,当传感器检测
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图 7 目标个数估计标准差的时间平均值随 λc 的变化曲线

Fig. 7 Time average of standard deviations of target

number estimates versus λc

图 8 WD 的时间平均值随 λc 的变化曲线

Fig. 8 Time average of WD of multi-target

positions versus λc

图 9 CPEP 的时间平均值随 λc 的变化曲线

Fig. 9 Time average of CPEP versus λc

概率降低时, MM-PHD 滤波器、MM-PHD 平滑器
1 和MM-PHD 平滑器 2 的性能均会出现不同程度
地下降. 同样, 在它们三者中, 当传感器检测概率逐

图 10 每步 CPU 耗时的时间平均值随 λc 的变化曲线

Fig. 10 Time average of CUP time per scan versus λc

图 11 目标个数估计标准差的时间平均值

随 pD 的变化曲线

Fig. 11 Time average of standard deviations of target

number estimates versus pD

图 12 WD 的时间平均值随 pD 的变化曲线

Fig. 12 Time average of WD of multi-target

positions versus pD

渐降低时, MM-PHD 平滑器 2 的性能始终保持最
好; MM-PHD 平滑器 1 的性能次之; MM-PHD 滤
波器的性能最差. 同样, 这些图也潜在地反映出, 当
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传感器检测概率越低时, MM-PHD 滤波器和 MM-
PHD 平滑器的性能衰退得越快; 同时MM-PHD 平
滑器对MM-PHD 滤波器的性能改善效果似乎要变
得略好.

图 13 CPEP 的时间平均值随 pD 的变化曲线

Fig. 13 Time average of CUP time per scan versus pD

4.2.1 仿真实验小结

综上, 通过上述一系列的仿真实验我们可以得
出如下结论: 对于多个机动目标跟踪问题, 当杂波密
度较大或传感器检测概率较低时, MM-PHD 滤波
器的性能会显著降低. 这时采用 MM-PHD 平滑器
能较好地改善 MM-PHD 滤波器的性能, 但所要付
出的代价是 MM-PHD 平滑器存在时间滞后, 并且
它还需要耗费更多的计算时间. 另外, MM-PHD 平
滑器的滞后时间长度可根据所要求的估计精度、所

允许的计算代价和滞后时间等因素来折中选取.

5 结论和后续工作

本文针对杂波环境下多个机动目标跟踪问题,
提出用MM-PHD 平滑器提高MM-PHD 滤波器的
估计效果, 其中 MM-PHD 平滑器的后向更新公式
可根据 PHD 的物理空间描述法推导获得. 仿真实
验表明, 尤其在目标机动较强、杂波密度较大以及传
感器检测概率较低时, MM-PHD 平滑器的多目标
个数和状态估计精度要显著优于MM-PHD 滤波器,
但是需要付出的代价是MM-PHD 平滑器存在时间
滞后, 并且需要耗费更多的计算代价. 作者后续的工
作主要包括:

1) 在利用MM-PHD 平滑器和MM-PHD 滤波
器对多个机动目标进行跟踪的同时, 如何更好地形
成多目标航迹, 目前是一个亟待解决的问题;

2) 如何将本文的交互式多模型方法和平滑
方法扩展到势概率假设密度 (Cardinalized PHD,
CPHD) 滤波器[37−38] 仍值得进一步研究.
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