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一种改进的离散时间系统

变结构控制设计方法

朱齐丹 1 汪 瞳 1

摘 要 在分析了几种离散变结构趋近律趋近过程的基础上, 提出了一

种改进的趋近律, 该方法能够大幅度削弱抖振, 使系统运动最终趋于原点

且不存在稳态振荡, 能使系统的准滑动模态保持步步穿越切换面的基本

属性, 改善了趋近过程.
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Abstract An improved discrete reaching law is presented

based on the analysis of the reaching process of some discrete

reaching law. The discrete-time variable structure control sys-

tem which is designed by this reaching law can weaken the chat-

tering, approach to zero diminishingly, and keep the basic prop-

erty of quasi-sliding mode which can cross the switching surface

step by step, and the reaching process is improved.
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近年来变结构控制以其理想的鲁棒性引起了控制界的极
大关注[1−2]. 随着计算机技术的飞速发展和工业自动化等领
域的实际需要, 离散时间系统的变结构控制得到了深入研究,
并取得丰硕成果[3−4]. 在变结构控制中, 趋近律方法是一种
比较简单而有效的设计方法[5], 其主要思想在于首先构造满
足到达条件的趋近律, 然后再利用趋近律求取变结构控制[6].
高为炳等[7−8] 将连续变结构控制中的指数趋近律进行了离
散化, 提出了离散指数趋近律:

s(k + 1) = (1− qT )s(k)− εT sgn(s(k)) (1)

其中, ε > 0, q > 0, 1− qT > 0, T 为采样周期.
基于趋近律式 (1) 设计的变结构控制系统具有诸多优点

但却存在一个不可忽视的缺点, 即系统状态的运动并不能最
终趋向平衡点, 而是在两点之间振荡[9], 因而系统性能不佳.
文献 [10] 利用 |s(k)|/2 代替式 (1) 中的 ε, 使其能够随 |s(k)|
的变化做自适应调整, 从而提出了一种新的趋近律:

s(k + 1) = (1− qT )s(k)− |s(k)|
2

T sgn(s(k)) (2)

其中, q > 0, T 为采样周期. 该方法虽然有效地消除了稳态
时的振荡, 但趋近过程会因 q 取值的不同而发生下列三种情
况之一: 1) 系统状态渐近地趋向切换面而不发生穿越; 2) 系
统状态只需一步便到达切换面; 3) 系统状态从初始状态开始
每一步均步步穿越切换面 (原因参照本文定理 1, 本文第 3.1
节对这 3 种情况分别作了仿真研究).
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本文在分析趋近律式 (2) 趋近过程的基础之上, 提出了
一种改进的趋近律, 该方法能够保证系统状态渐近地趋向切
换面, 在有限时间内到达切换带, 能使系统的准滑动模态保
持步步穿越切换面的基本属性, 并能使系统抖振逐渐衰减至
零, 不存在稳态振荡现象, 仿真结果表明了本文方法的合理
性与有效性.

1 离散趋近律的趋近过程分析

对于趋近律式 (2) 有:
引理 1. 当 0 < q < (4− T )/2T 时, 利用趋近律式 (2)

设计的控制系统满足离散变结构控制系统准滑动模态的到达
条件.

证明. 对于任意的 s(k) 6= 0, 有:

[s(k + 1)− s(k)]sgn(s(k)) =

[−qTs(k)− T

2
|s(k)|sgn(s(k))]sgn(s(k)) =

(−qT − T

2
)|s(k)|

[s(k + 1) + s(k)]sgn(s(k)) =

[(2− qT )s(k)− T

2
|s(k)|sgn(s(k))]sgn(s(k)) =

(2− qT − T

2
)|s(k)|

当 0 < q < (4− T )/2T 时, 则有 [s(k + 1) −
s(k)]sgn(s(k)) < 0 和 [s(k + 1) + s(k)]sgn(s(k)) > 0 成
立, 所以利用趋近律式 (2) 设计的控制系统满足离散变结构
控制系统准滑动模态的到达条件. ¤

定理 1. 对任意初始值 s(0) 6= 0, 利用满足引理 1 的趋
近律式 (2) 设计的离散变结构控制系统会因 q 取值的不同而
出现下列三种情况之一:

1) 当 0 < q < (2− T )/2T 时, 系统状态的运动将出现渐
近趋向切换面而不穿越的情况;

2) 当 q = (2− T )/2T 时, 系统状态的运动将出现只需
一步便到达切换面的情况;

3) 当 (2− T )/2T < q < (4− T )/2T 时, 系统状态的运
动将出现从初始状态开始每一步均步步穿越切换面的情况.
证明. 由式 (2) 可得:

s(k + 1) =

(
1− qT − T

2

)
s(k) (3)

当 0 < q < (2− T )/2T 时, 则有 0 < 1− qT − T/2 < 1
成立, 由式 (3) 可知对于任意的 k, s(k + 1) = (1 − qT −
T/2)k+1s(0), 所以有 sgn(s(k + 1)) = sgn(s(0)) 和 |s(k +
1)| < |s(k)| 成立, 并且当 k → +∞ 时, |s(k)| → 0, 所以系统
状态的运动将出现渐近地趋向切换面而不穿越的情况.
当 q = (2− T )/2T 时, 则有 1− qT − T/2 = 0, 由式 (3)

可知对于任意的 k > 0, 都有 s(k) = 0 成立, 所以系统状态的
运动将出现只需一步便到达切换面的情况.

当 (2− T )/2T < q < (4− T )/2T 时, 则有 −1 < 1 −
qT − T/2 < 0 成立, 由式 (3) 可知对于任意的 k, sgn(s(k +
1)) = −sgn(s(k)), 所以系统状态的运动将出现从初始状态
开始每一步均步步穿越切换面的情况. ¤
在实际中, 根据趋近律式 (2) 中 q 取值所在的范围,

定理 1 中描述的三种情况必有一种情况发生 (不会同时发
生), 这三种情况中的任何一种都会对控制系统造成影响, 在
第 1) 种情况下系统状态沿着切换面逐渐趋近于切换面, 但整
个运动过程不发生对切换面的穿越, 这样会在一定程度上失
去滑动模态的优良特性, 第 2) 种和第 3) 种情况则不存在系
统状态向切换面渐近趋近的动态过程.

2 改进的控制方法

2.1 改进的趋近律

根据前面的分析, 在准滑动模态的到达条件得以满足的
基础上, 合理的离散变结构控制器应当能使系统状态渐近地
趋向切换面, 并在有限时间内到达切换带 {xxx ∈ Rn||s(xxx)| <
∆, ∆ > 0}, 这就要求 |s(k)| 能够随着 k 的增大而减小, 并
且在切换带以外满足 sgn(s(k + 1)) = sgn(s(k)) 条件; 当
系统状态进入切换带后, 系统状态应当步步穿越切换面, 并
最终趋于原点, 抖振逐渐衰减至零, 这就要求在切换带内满
足 sgn(s(k + 1)) = −sgn(s(k)) 条件, 并且当 k → +∞ 时,
|s(k)| → 0. 为了改善趋近律式 (2) 的趋近过程, 本文提出了
一种改进的趋近律:

s(k + 1) = (1− qT )s(k)− F |s(k)|T sgn(s(k)) (4)

其中, q > 0, T 为采样周期, 当 |s(k)| ≥ ∆ 时, F = λ1; 当
|s(k)| ≤ ∆ 时, F = λ2;

λ1 和 λ2 满足条件:

0 < λ1 <
1− qT

T
< λ2 <

2− qT

T
(5)

2.2 到达条件分析

定理 2. 当式 (5) 成立时, 利用趋近律式 (4) 设计的控制
系统满足离散变结构控制系统准滑动模态的到达条件.
证明.
对于任意的 s(k) 6= 0, 有:

[s(k+1)− s(k)]sgn(s(k)) =

[−qTs(k)− F |s(k)|T sgn(s(k))]sgn(s(k)) =

(−qT − FT )|s(k)|
[s(k+1) + s(k)]sgn(s(k)) =

[(2− qT )s(k)− F |s(k)|T sgn(s(k))]sgn(s(k)) =

(2− qT − FT )|s(k)|
如果式 (5)成立, 则 0 < F < (2− qT )/T , 有 [s(k+1)−

s(k)]sgn(s(k)) < 0 和 [s(k + 1) + s(k)]sgn(s(k)) > 0 成立,
所以利用趋近律式 (4) 设计的控制系统满足离散变结构控制
系统准滑动模态的到达条件. ¤
2.3 趋近过程分析

定理 3. 对于利用满足式 (5) 要求的趋近律式 (4) 设计
的变结构控制系统, 对满足条件 |s(0)| > ∆ 的任意初始值
s(0), 系统状态将渐近趋向切换面并且通过 dlg(∆/|s(0)|) ·
[lg(1 − qT − λ1T )]−1e 步到达切换带 {xxx ∈ Rn||s(xxx)| < ∆};
系统状态进入切换带后, 将步步穿越切换面形成准滑动模态.
当 k → +∞ 时, |s(k)| → 0 (dZe 表示大于或等于 Z 的最小
整数).
证明. 由于 |s(0)| > ∆, 由式 (4) 可得:

s(k + 1) = (1− qT − FT )s(k)

当 |s(k)| ≥ ∆ 时, s(k) = (1− qT − λ1T )ks(0).
由于 0 < λ1 < (1− qT )/T , 则 0 < 1 − qT − λ1T < 1,

所以 |s(k)| 将随着 k 的增大而减小, 并且 sgn(s(k + 1)) =
sgn(s(k)), 所以系统状态将渐近趋向切换面.
假设在 k1 时刻系统状态第一次进入切换带,即 |s(k1)| <

∆, 并且当 0 ≤ k < k1 时, |s(0)| ≥ ∆, 则有 (1 − qT −
λ1T )k1 |s(0)| < ∆ 成立, 所以系统状态进入切换带的步数为
dlg(∆/|s(0)|) · [lg(1− qT − λ1T )]−1e.
当系统状态进入切换带后, 即当 |s(k)| < ∆ 时, s(k +

1) = (1− qT − λ2T )s(k).
由于 (1− qT )/T < λ2 < (2− qT )/T , 则有 −1 < 1 −

qT − λ2T < 0 成立, 所以 sgn(s(k + 1)) = −sgn(s(k)), 所
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以系统状态将步步穿越切换面, 而且 |s(k + 1)|/|s(k)| =
|1− qT − λ2T | < 1, 所以当 k → +∞ 时, |s(k)| → 0. ¤

可见利用趋近律式 (4) 设计得变结构控制器, 不但使系
统状态的运动能最终趋于原点且不存在稳态振荡, 而且可以
保证系统状态渐近趋向切换面, 在有限步内到达切换带, 能
使系统的准滑动模态保持步步穿越切换面的基本属性, 改善
了趋近过程. 另外, 改变 λ1 和 λ2 的大小可以改变 s(k) 的变
化速度.

2.4 控制的设计

考虑如下单输入离散时间系统:

xxx(k + 1) = Axxx(k) + bbbu(k)

s(k) = cccxxx(k)

其中, xxx(k) ∈ Rn, u(k) ∈ R, A ∈ Rn×n, bbb ∈ Rn×1, ccc =
[c1 c2 · · · cn−1 1], s(k) 为切换函数, {xxx|cccxxx(k) = 0}
为切换面, 假设 (A,bbb) 完全可控, ccc 的选取可以保证系统的准
滑动模态稳定, 并且 cccbbb 6= 0 成立.

利用趋近律式 (4) 设计控制, 则:
s(k + 1) = cccxxx(k + 1) = cccAxxx(k) + cccbbbu(k) =

(1− qT )s(k)− F |s(k)|T sgn(s(k))
可得离散变结构控制为

u(k)=−(cccbbb)−1[cccAxxx(k) + (qT − 1)s(k) + F |s(k)|T sgn(s(k))]
(6)

其中, q > 0, T 为采样周期, 当 |s(k)| ≥ ∆ 时, F = λ1; 当
|s(k)| ≤ ∆ 时, F = λ2; λ1 和 λ2 满足式 (5) 的要求.

2.5 不确定离散系统准滑动模态区到达条件分析

为了研究趋近律式 (4) 在不确定离散系统变结构控制设
计中的应用, 本文以下讨论不确定离散系统准滑动模态区的
到达条件.
考虑如下受参数摄动及干扰影响的单输入不确定离散时

间系统:

xxx(k + 1) = (A + ∆A)xxx(k) + bbbu(k) + Df(k) (7)

s(k) = cxcxcx(k) (8)

其中, xxx(k) ∈ Rn, u(k) ∈ R, A ∈ Rn×n, bbb ∈ Rn×1, ∆A ∈
Rn×n, D ∈ Rn×1, ccc = [c1 c2 · · · cn−1 1], s(k) 为切
换函数, {xxx|cccxxx(k) = 0} 为切换面, ∆A 表示系统参数的摄动,
f(k) 表示系统所受的干扰, 假设 (A,bbb) 完全可控, ccc 的选取
可以保证系统的准滑动模态稳定, 并且 cbcbcb 6= 0 成立.
假设参数摄动和干扰满足匹配条件: ∆A = bbb∆Ã, D =

bbbD̃, 那么: xxx(k + 1) = Axxx(k) + bbbu(k) + bbb[∆Ãxxx(k) + D̃f(k)].
令 d(k) = ∆Ãxxx(k)+D̃f(k),并假设 d(k)有界,则: xxx(k+

1) = Axxx(k) + bbbu(k) + bbbd(k)
定理 4. 对于式 (7) 所示不确定离散时间系统, 若采

用式 (6) 所示离散变结构控制, 则当 max{|cbcbcb|·max |d(k)|/
(qT +λ1T ), |cbcbcb| ·max |d(k)|/(2−qT−λ2T )} < ∆ 时, 满足
准滑动模态区的到达条件.

证明. 由式 (6) ∼ (8) 可得:
s(k + 1) = xxx(k + 1) = cccAxxx(k) + cccbbbu(k) + cccbbbd(k) =

(1− qT )s(k)− F |s(k)|T sgn(s(k)) + cbcbcbd(k) =
(1− qT − FT )s(k) + cbcbcbd(k)

那么:
[s(k + 1) + s(k)]sgn(s(k)) =

[(2− qT − FT )s(k) + cbcbcbd(k)]sgn(s(k)) =
(2− qT − FT )|s(k)|+ cbcbcbd(k)sgn(s(k))

[s(k + 1)− s(k)]sgn(s(k)) =
[(−qT − FT )s(k) + cbcbcbd(k)]sgn(s(k)) =

(−qT − FT )|s(k)|+ cbcbcbd(k)sgn(s(k))
由 [s(k + 1) + s(k)]sgn(s(k)) > 0 可得:

(2− qT − FT )|s(k)|+ cbcbcbd(k)sgn(s(k)) > 0

为保证此条件成立, 可取:

|s(k)| > |cbcbcb| ·max |d(k)|
2− qT − FT

由于当式 (5) 成立时有 |cbcbcb|·max |d(k)|
(2−qT−λ2T )

> |cbcbcb|·max |d(k)|
(2−qT−λ1T )

成

立, 则可取: |s(k)| > |cbcbcb|·max |d(k)|
(2−qT−λ2T )

.

由 [s(k + 1)− s(k)]sgn(s(k)) < 0 可得:

(−qT − FT )|s(k)|+ cbcbcbd(k)sgn(s(k)) < 0

为保证此条件成立, 可取:

|s(k)| > |cbcbcb| ·max |d(k)|
qT + FT

由于当式 (5) 成立时有 |cbcbcb|·max |d(k)|
(qT+λ1T )

> |cbcbcb|·max |d(k)|
(qT+λ2T )

成

立, 则可取: |s(k)| > |cbcbcb|·max |d(k)|
(qT+λ1T )

所以当 max{ |cbcbcb|·max |d(k)|
(qT+λ1T )

, |cbcbcb|·max |d(k)|
(2−qT−λ2T )

} < ∆ 时, 式 (7)

所示不确定离散时间系统的系统状态能够到达切换带 {xxx ∈
Rn||s(xxx)| < ∆}, 并在系统状态进入切换带后保持在切换带
内运动. ¤

根据定理 4 的分析, 当系统受参数摄动和外界干扰影响
时, 系统状态的运动将不能像定理 3 中描述的那样抖振逐渐
衰减至零, 而是表现为在切换带 {xxx ∈ Rn||s(xxx)| < ∆} 内的
抖振运动, 这与离散指数趋近律式 (1) 相似.

3 仿真分析

考虑如下离散系统:[
x1(k + 1)

x2(k + 1)

]
=

[
1 0.0088

0 0.7788

] [
x1(k)

x2(k)

]
+

[
0.0061

1.1768

]
u(k) (9)

初始状态为: xxx(0) = [1 1]T, ccc = [10 1], 采样周期
T = 0.01 s.
本文首先对趋近律式 (2) 进行仿真, 以验证本文定理 1

分析的正确性. 然后对本文提出的趋近律式 (4) 进行仿真以
验证其合理性.

3.1 离散趋近律趋近过程的仿真

对于式 (2) 取 q = 10, 这种情况下有 0 < q < (2 − T )/
2T 成立. 由图 1 可见, 系统状态渐近趋向切换面而不发生穿
越, 这样会在一定程度上失去滑动模态的优良特性.

图 1 趋近律式 (2) 的相轨迹

Fig. 1 Phase locus of system designed via reaching law (2)
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对于式 (2) 取 q = 99.5, 这种情况下有 q = (2− T )/2T
成立. 由图 1 可见, 系统状态只需一步便到达切换面, 不存在
系统状态向切换面渐近趋近的动态过程.
对于式 (2)取 q = 150,这种情况下有 (2− T )/2T < q <

(4− T )/2T 成立. 由图 1 可见, 系统状态从初始状态开始每
一步均步步穿越切换面, 不存在系统状态向切换面渐近趋近
的动态过程, 而且当系统状态初次穿越切换面时, 出现了较
大的抖振.
以上为按趋近律式 (2) 设计的离散变结构控制系统在 q

取三种不同值的情况下得出的仿真结果, 仿真结果与定理 1
的分析一致.

3.2 本文提出的趋近律的仿真

对于式 (4) 取 q = 10, ∆ = 0.5, λ1 = 50, λ2 = 150, λ1

和 λ2 的值满足式 (5) 的要求, 由图 2 ∼ 5 可见, 系统状态渐
近地趋向切换面, 穿越切换面后系统状态均步步穿越切换面,
并最终趋向原点且不存在稳态振荡, 趋近过程较趋近律式 (2)
有了较大改善.

图 2 本文趋近律系统运动的相轨迹

Fig. 2 Phase locus of system designed via the proposed

reaching law

图 3 本文趋近律 s(k) 的变化曲线

Fig. 3 Evolution of s(k) of the proposed reaching law

3.3 不确定离散系统的仿真

考虑如下不确定离散系统:[
x1(k + 1)

x2(k + 1)

]
=

[
1 0.0088

0 0.7788

] [
x1(k)

x2(k)

]
+

[
0.0061

1.1768

]
u(k) +

[
0.0061

1.1768

]
d(k) (10)

初始状态为: xxx(0) = [1 1]T, ccc = [10 1], 采样周期
T = 0.01 秒, d(k) = 0.1 sin(0.4πk).

对于式 (6) 取 q = 10, ∆ = 0.5, λ1 = 50, λ2 = 150,
λ1 和 λ2 的值满足式 (5) 的要求, 由于 |cbcbcb|·max |d(k)|

(qT+λ1T )
=

0.2063, |cbcbcb|·max |d(k)|
(2−qT−λ2T )

= 0.3095, 可见满足 max{ |cbcbcb|·max |d(k)|
(qT+λ1T )

,
|cbcbcb|·max |d(k)|
(2−qT−λ2T )

} < ∆ 条件.

图 4 本文趋近律状态变量 x1 的变化曲线

Fig. 4 Evolution of state x1 of system designed via reaching

law given by this paper

图 5 本文趋近律状态变量 x2 的变化曲线

Fig. 5 Evolution of state x2 of system designed via the

proposed reaching law

由图 6∼ 9 可见, 系统状态渐近地趋向切换带 {xxx ∈
Rn||s(xxx)| < 0.5}, 进入切换带后系统状态的运动转为在
切换带内沿切换面的抖振运动, 这与离散指数趋近律式 (1)
相似.

图 6 不确定离散系统状态运动的相轨迹

Fig. 6 Phase locus of the uncertain discrete-time system
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图 7 不确定离散系统 s(k) 的变化曲线

Fig. 7 Evolution of the s(k) of uncertain discrete-time system

图 8 不确定离散系统状态变量 x1 的变化曲线

Fig. 8 Evolution of state x1 of the uncertain discrete-time

system

图 9 不确定离散系统状态变量 x2 的变化曲线

Fig. 9 Evolution of state x2 of the uncertain discrete-time

system

4 结论

本文针对离散时间系统的变结构控制问题, 提出了一种
改进的趋近律, 该方法可以使系统状态渐近趋向切换面, 在
有限步内到达切换带, 能使系统的准滑动模态保持步步穿越
切换面的基本属性, 并最终趋向平衡点, 不存在稳态振荡现
象, 改善了趋近过程, 理论分析和仿真结果都表明本文给出
的方法是行之有效的. 本文提出的方法亦可推广至多输入系
统中.
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