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RBF神经网络的结构动态优化设计

乔俊飞 1 韩红桂 1

摘 要 针对径向基函数 (Radial basis function, RBF) 神经网络的结构设计问题, 提出一种结构动态优化设计方法. 利用

敏感度法 (Sensitivity analysis, SA) 分析隐含层神经元的输出加权值对神经网络输出的影响, 以此判断增加或删除 RBF 神

经网络隐含层中的神经元, 解决了 RBF 神经网络结构过大或过小的问题, 并给出了神经网络结构动态变化过程中收敛性证

明; 利用梯度下降的参数修正算法保证了最终 RBF 网络的精度, 实现了神经网络的结构和参数自校正. 通过对非线性函数

的逼近与污水处理过程中关键参数的建模结果, 证明了该动态 RBF 具有良好的自适应能力和逼近能力, 尤其是在泛化能力、

最终网络结构等方面较之最小资源神经网络 (Minimal resource allocation networks, MRAN) 与增长和修剪 RBF 神经网络

(Generalized growing and pruning radial basis function, GGAP-RBF) 有较大提高.
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Optimal Structure Design for RBFNN Structure

QIAO Jun-Fei1 HAN Hong-Gui1

Abstract Due to the fact that the conventional radial basis function (RBF) neural network cannot change the structure

on-line, a new dynamic structure RBF (D-RBF) neural network is designed in this paper. D-RBF is based on the sensitivity

analysis (SA) method to analyze the output values of the hidden nodes for the network output, then the hidden nodes

in the RBF neural network can be inserted or pruned. The final structure of D-RBF is not too large or small for the

objectives, and the convergence of the dynamic process is investigated in this paper. The grad-descend method for the

parameter adjusting ensures the convergence of D-RBF neural network. The structure of the RBF neural network is self-

organizing, and the parameters are self-adaptive. In the end, D-RBF is used for the non-linear functions approximation

and the non-linear systems modelling. The results show that this proposed D-RBF obtains favorable self-adaptive and

approximating ability. Especially, comparisons with the minimal resource allocation networks (MRAN) and the generalized

growing and pruning RBF (GGAP-RBF) reveal that the proposed algorithm is more effective in generalization and finally

neural network structure.

Key words Radial basis function (RBF) neural network, dynamic design, dynamic structure RBF (D-RBF), chemical

oxygen demand (COD) modelling

径向基函数 (Radial basis function, RBF) 神
经网络由于其简单的拓扑结构和全局逼近能力, 在
模式识别[1]、信号处理[2]、非线性系统的建模和控制

等方面[3−4] 得到了广泛的应用. 目前, 高斯径向基
神经网络最为常见.

RBF 神经网络应用的关键问题是其结构设计
问题. 近年来, 相继提出一些 RBF 神经网络结构优
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化方法: 1) 进化算法[5−6], 该算法是基于生物进化
原理的搜索算法, 具有很好的鲁棒性和全局搜索能
力, 但需要较大的计算代价. 2) 凑试法[7−8], 该方
法主要通过训练和比较不同 RBF 神经网络结构的
途径来实现, 因此同样存在计算成本高的问题. 3)
增长删减法, 文献 [9] 提出了一种增长型 RBF 神
经网络算法, 该方法能够通过训练底层网络的方法
对神经网络隐含层的神经元进行改变. 该方法受初
始值的影响较大, 有时最终 RBF 神经网络的性能
不稳定, 会遗漏最佳神经网络, 陷入局部最优; 文
献 [10] 提出一种删减型 RBF 神经网络算法, 其删
减原理是当训练完所有的样本后对神经网络隐含层

进行删减, 删减是在训练结束时进行而不是在学习
过程中进行的. 因此, 在应用时将受到很大的限制,
不适合实时系统. 近年来, 增长法和修剪法已成为
神经网络结构动态设计的主流方向. Lu 等提出了
一种最小资源神经网络 (Minimal resource alloca-
tion networks, MRAN)[11], MRAN 利用增长和删
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减策略对 RBF 神经网络拓扑结构进行调整, 最终获
得适用于研究对象的最小 RBF 结构, 该方法曾一
度成为 RBF 结构动态设计的通用方法[12]. Huang
等提出了一种增长和修剪 RBF 神经网络 (Gener-
alized growing and pruning radial basis function,
GGAP-RBF)[13], GGAP-RBF 通过顺序学习的方
法判断隐含层神经元的重要性, 从而增减神经网络
结构, 但是, GGAP-RBF 需要根据全局样本数据设
定初始值, 而在实际应用中, 有时并不可能预先获得
全局样本数据. 文献 [14] 提出一种基于粒子群优化
(Particle swarm optimization, PSO) 的 RBF 神经
网络构优化算法, 该方法利用 PSO 同时对 RBF 神
经网络的隐含层神经元数和连接权值进行调整, 从
而提高整个神经网络的性能. 但是由于 PSO 是一种
全局优化算法, 在整个算法训练过程中需要时间较
长. Huang 等[15] 提出一种基于递归正交最小二乘

算法 (Recursive orthogonal least square algorithm,
ROLSA)和PSO的混杂前向RBF神经网络结构优
化算法 (Minimum volume covering hyperspheres-
recursive orthogonal least square – particle swarm
optimization, MVHC-ROLS-PSO), 该方法在学习
速度和泛化能力方面较文献 [14] 有一定的提高, 但
是该方法参数设置较复杂. Chen 等[16] 提出一种

基于前向正交选择 (Orthogonal forward selection,
OFS) 的 RBF 神经网络结构优化算法, 该方法通
过留一准则 (Leave-one-out, LOO) 对 RBF 神经元
进行选择, 从而确定神经网络的结构, 但是前向正
交选择和留一准则 (OFS-LOO) 的参数修改算法—
重复加速有利搜索 (Repeated weighted boosting
search, RWBS) 算法是一种全局搜索算法, 在很大
程度上降低了其整体学习速度. 因此, RBF 神经网
络结构优化设计方法仍是一个开放的问题, 尤其是
RBF 神经网络动态结构调整过程的收敛性仍未得
到很好解决.

鉴于以上存在的问题, 本文提出了一种基于
神经网络输出敏感度法的动态 RBF 神经网络
(Dynamic RBF Neural Network, D-RBF), 解决
了 RBF 神经网络结构过大或过小的问题, 并且对结
构调整过程及最终网络的收敛性进行了证明. 本文
提出的动态 RBF 神经网络能够根据实际系统需要
增长或删除神经网络隐含层神经元, 使神经网络具
有良好的自适应能力. 利用其对非线性函数逼近和
非线性系统建模, 证明了该方法的有效性.

1 动态RBF神经网络

1.1 RBF 神经网络

RBF 神经网络主要由输入层、隐含层和输出层
组成, RBF 神经网络 (多输入单输出) 的输出可描

述为

yyy =
K∑

k=1

αkφk(xxx) (1)

其中, K 是隐含层神经元数, xxx (x1, · · ·, xm) 是输入
向量, αk 是第 k 个隐含层神经元与输出层神经元的

联结权值, φk 是第 k 个隐含层神经元的输出, 即:

φk(xxx) = e
−‖xxx−µk‖

σ2
k (2)

其中, µµµk 是中心, σk 是方差. 本文不但修改神经元
的参数, 而且修改神经元的个数.

1.2 基于输出敏感度法的RBF 神经网络

敏感度法 (Sensitivity analysis, SA)[17] 能够根
据模型或系统的输出分析模型或系统中的参数, 尤
其是输入对输出的价值, 从而根据期望值对其进行
修改, 直到达到期望值. 敏感度法虽然有不同的分析
方法[18−20], 但是基本思想类似. 利用敏感度法的特
点对 RBF 神经网络的隐含层神经元输出对神经网
络输出的影响进行分析, 分裂对输出影响大的隐含
神经元, 剔除冗余的隐含层神经元, 达到神经网络结
构自调整的目的.

RBF 神经网络可以分为两个部分, 第一部分是
输入层与隐含层连接, 第二部分是隐含层与输出层
连接, 分解结构如图 1 所示. 本文重点研究第二部分
的结构调整机制.
隐含层神经元的输出加权值作为敏感度法的输

入量, 利用下式计算隐含层神经元输出对神经网络
对输出所做的贡献:

Sh =
varh[E(yyy|Zh = αhφh(xxx))

var(yyy)
(3)

其中, ZZZ = [Z1, Z2, · · · , Zk] 是敏感度法的输入向
量, yyy 是神经网络输出量, yyy 与 ZZZ 的关系可表示为 yyy

= f(Z1, Z2, · · · , Zk), varh[E(yyy|Zh = αhφh(xxx))] 是
Zh 等于 αhφh 时对 yyy 方差的影响, var(yyy) 是 yyy 的

方差, Sh 是 αhφh 对输出 yyy 的一阶灵敏度表示. 对
输入量 αhφh 进行傅里叶变换 (其中 αhφh 的范围是

[ah, bh]):

Zh =
ah + bh

2
+

bh − ah

π
arcsin(sin(ωhs)) (4)

其中, ωh 是选择的合适的频率, 通过变换, 神经网络
输出可以变换为[17]

yyy = f(s) =
+∞∑
−∞

(A cos(ωjs) + B sin(ωjs)) (5)

其中, −π < s < π, Aj = 1/2π
∫∞
−∞ f(s)×

cos(ωjs)ds, Bj = 1/2π
∫∞
−∞ f(s) sin(ωjs)ds. 从而,

式 (5) 可变换为
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var(yyy) = 2
∞∑

j=1

(A2
j + B2

j ) (6)

varZh
[E(yyy|Zh = αhφh)] = 2

+∞∑
j=1

(A2
jωh

+B2
jωh

) (7)

Sh =

+∞∑
j=1

(A2
jωh

+ B2
jωh

)

+∞∑
j=1

(A2
j + B2

j )
(8)

图 1 RBF 神经网络结构分解图

Fig. 1 The structure of RBF neural network

由于该傅里叶变换的输入参数之间不存在相互

作用, 为了减少算法迭次数, 可以只取基频上的傅里
叶振幅计算灵敏度.

Th =
(A2

kωh
+ B2

kωh
)

+∞∑
j=1

(A2
j + B2

j )
(9)

对 Th 归一化处理

STh =
Th

K∑
i=1

Ti

(10)

另外, 定义误差函数为 (N 为训练样本数)

E =
1

2N

N∑
j=1

e2
j (11)

基于输出敏感度法的 RBF 动态神经网络算法
的具体步骤如下:

步骤 1. 给定一个隐含层神经元为任意自然数
的神经网络进行训练.
步骤 2. 找出每一个隐含层神经元输出的最大

值和最小值.
步骤 3. 利用式 (9) 和 (10) 对每一个神经元输

出 αhφh(xxx) 进行敏感度分析, 计算其对输出的贡献
值 STh.
步骤 4. 贡献值 STh 最大且大于 ε1 的隐含层神

经元进行分裂, 调整神经网络结构; 假设分裂前隐含
层神经元数为K, 运行时刻为 t, 贡献值大于 ε1 的隐

含层神经元为 j, 则新增加的神经元 K + 1 的初始
参数和神经元 j 的参数为

αK+1(t) = λ× αj(t)

µµµK+1(t) = µµµj(t)

σK+1(t) = σj(t) (12)

α′j(t) = (1− λ)× αj(t)

µµµ′j(t) = µµµj(t), σ′j(t) = σj(t) (13)

其中, λ 为 (0, 0.3) 中的任意常数 (根据实际需要给
定), 结构不变神经元的参数按照式 (16)∼ (18) 调
整.
步骤 5. 贡献值 STh 小于 ε2 的隐含层神经元进

行删除, 调整神经网络结构; 假设运行时刻为 t, 贡献
值小于 ε2 的隐含层神经元为 i, 与神经元 i 欧氏距

离最近的神经元为 ii, 删除神经元 i, 神经元 ii 的参

数为

α′ii = αii(t) = αi(t)
φi(x)
φii(x)

(14)

µµµ′ii(t) = µµµii(t), σ′ii(t) = σii(t) (15)

其他神经元的参数按照式 (16)∼ (18) 调整.
步骤 6. 根据误差目标函数 (11) 来调整神经网

络的隐含层神经元的输出权值、中心值和函数宽度

(利用梯度下降算法[21]):

αi(t + 1) = αi(t)− η1STi

∂E

∂αi(t)
(16)
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µµµi(t + 1) = µµµi(t)− η2STi

∂E

∂µµµi(t)
(17)

σi(t + 1) = σi(t)− η3STi

∂E

∂σi(t)
(18)

其中, η1, η2, η3 为参数学习步长.
步骤 7. 达到期望误差或计算步骤时停止计算.
算法中不是每次循环运行都判断结构的确定性,

而是每运行一定的步骤以后判断一次, 具体步骤的
数目由研究对象的实时性决定. 该算法通过敏感度
法, 把时域的问题转换到频域进行研究, 提供了一种
研究神经网络结构问题的新方法. 从傅里叶变换的
角度看, 频域贡献较大的神经元在时域中也有对应
的关系[20], 反之亦然; 而且由傅里叶变换可知, 在时
刻 t 对神经网络隐含层神经元的输出权值的贡献值

的计算是时刻 t 之前一段时间的贡献值的综合, 较
之一般动态神经网络[9−16] 以时刻 t 当前值作为判断

依据更客观; 通过对神经网络结构的调整, 最终获得
的神经网络结构比较紧凑; 而且 ε 的选取一般小于

目标误差值.

1.3 收敛性分析

对于动态 RBF 神经网络, 其收敛性关系到最终
神经网络的性能, 尤其是增加神经元和删除神经元
时, 如果机制选取不当可能会引起整个神经网络最
终不收敛; 在此, 给出 D-RBF 神经网络的收敛性证
明, 该证明过程主要分为三个部分. 假设在时刻 t 隐

含层有K 个神经元, 当前误差为 eK(t), 期望误差为
Ed.

1) 结构增长阶段
若在时刻 t 隐含层需要增加神经元 (隐含层神

经元 j 需要分裂), 则增加神经元后, RBF 神经网络
的输出误差将变为

e′K+1(t) =
K+1∑
k=1

αkφk(xxx(t))− yd(t) =

K∑
k=1

αkφk(xxx(t))+αK+1φK+1(xxx(t))−yd(t)

(19)

由式 (11) 和 (12) 给定的参数调整规则可以得
到

α′jφj(xxx(t)) + αK+1φK+1(xxx(t)) = αjφj(xxx(t)) (20)

则误差 e′K+1(t) 即为

e′K+1(t) =
K∑

k=1,K 6=j

αkφk(xxx(t)) +

αjφj(xxx(t))− yd(t) = eK(t) (21)

所以, 新增加的神经元并没有对神经网络输出
造成突变, 神经网络输出误差与未增加神经元时相
等.

2) 结构删减阶段
若在时刻 t 隐含层需要删减神经元 (隐含层神

经元为 i 需要删减, 与其欧氏距离最近的神经元为
ii), 则删减神经元后 RBF 神经网络的输出误差将
变为:

e′K−1(t) =
K∑

k=1

αkφk(xxx(t))−yd(t)−αiφi(xxx(t)) (22)

根据式 (14) 和 (15) 给定的参数调整规则, 式 (22)
可变为

e′K−1 =
K∑

k=1,k 6=ii

αkφk(xxx(t))− yd(t) −

αiφi(xxx(t)) + α′iiφ
i
ii(xxx(t)) =

K∑
k=1,k 6=ii

αkφk(xxx(t))− yd(t)− αiφi(xxx(t)) +

(αii + αi

φi(xxx(t))
φii(xxx(t))

)φii(xxx(t)) =

K∑
k=1,k 6=ii

αkφk(xxx(t))− yd(t)− αiφi(xxx(t)) +

αiiφii(xxx(t)) + αiφi(xxx(t)) =
K∑

k=1,k 6=ii

αkφk(xxx(t))− yd(t) +

αiiφii(xxx(t)) = eK(t) (23)

通过分析可知, 删除神经元也没有对神经网络
输出造成突变, 神经网络输出误差与未删减神经元
时相等. 结合增长过程与删减过程, RBF 结构调整
并没有破坏原来神经网络的收敛性.

3) 结构不变阶段
结构不变阶段神经元的参数按照式 (16)∼ (18)

调整; 文献 [21] 已经证明, 在 RBF 神经网络结构固
定时, 利用上述参数修改算法可以保证最终神经网
络的收敛, 并且能够逼近任意非线性函数.

综上所述, 本文提出的基于神经网络输出敏感
度法的动态 RBF 神经网络 (D-RBF) 能够保证最终
神经网络收敛, 为 D-RBF 的成功应用提供了保障.

2 仿真实验

D-RBF 能够在线修改隐含层神经元的个数, 优
化神经网络结构, 得到与研究对象相适应的网络结
构, 提高了RBF神经网络的性能.本节利用D-RBF
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对非线性函数进行逼近和对污水处理过程中关键参

数化学需氧量 (Chemical oxygen demand, COD)
进行建模, 证明该算法的有效性; 并且与最小资源
神经网络 (MRAN)[11] 以及 GGAP-RBF[13] 进行比

较, 证明该算法的高效性.

2.1 非线性函数逼近

选取非线性函数 SIF 和 RF 为

y = x2
2 + sin 3x2 + 2x2

1sin(4x1) + x1sin4x2 (24)

y = 1.234((x1 − 0.5)2 + (x2 − 0.5)2) ×
(0.75− (x1 − 0.5)2 − (x2 − 0.5)2) (25)

其中, −1 < x1 < 1, −1 < x2 < 1, 非线性函数 SIF
和 RF 经常用来检测神经网络的性能[22].
对两个函数分别选取 800 组样本, 400 组用来

训练, 另外 400组用来检测. 初始神经网络的隐含层
神经元数是 3, 神经网络结构为 2-3-1, 初始联结权值
为任意值,初始中心给定为µµµk = [−2, 0, 2; −2, 0, 2],
初始函数宽度给定为 σk = 1. 在此条件下进行验证,
对 SIF 逼近过程中的神经网络隐含层剩余神经元如
图 2 所示, 神经网络对 SIF 的逼近效果如图 3 所示,
误差曲面如图 4 所示. 对 RF 逼近过程中的神经网
络隐含层剩余神经元如图 5 所示, 神经网络对 RF
的逼近效果如图 6 所示, 误差曲面如图 7 所示. 与
MRAN 和GGAP-RBF 的性能 (其初始神经网络结
构与 D-RBF 相同, 增长与删减规则与文献 [11] 和
[13] 中给出的相同) 比较如表 1 所示.

图 2 和图 5 给出了训练过程中神经网络所剩余
的神经元, 可以发现动态 RBF 神经网络 (D-RBF)
结构调整平稳, 达到期望误差时结构最紧凑, 图 3
和图 6 显示训练后该神经网络能够很好地逼近上
述两种非线性函数, D-RBF 网络输出值与函数值
基本重合, 具有很高的逼近能力. 图 4 和图 7 分
别给出了 D-RBF 神经网络逼近效果的误差曲面,
其检测误差小于 0.015. 表 1 给出了 D-RBF 与
MRAN、GGAP-RBF 详细的比较结果, 在相同的
初始条件下, 在达到相同的期望误差时MRAN 所需
的训练时间比 D-RBF 多; MRAN 与 GGAP-RBF
训练后的神经网络比 D-RBF 的复杂, 因此, 存储空
间也就相应增加. 另外, 在利用训练后的神经网络进
行函数逼近时, MRAN 与GGAP-RBF 训练后的神
经网络的检测误差也比 D-RBF 大; D-RBF 神经网
络不但具有简单的网络结构, 而且具有较强的非线
性函数逼近能力.

2.2 非线性系统建模

污水处理过程由于进水流量、水质成份及污染

浓度波动剧烈, 系统总是运行在非平稳状态. 本文利

用 D-RBF 对污水处理过程中关键参数化学需氧量
(COD) 进行建模, COD 反映有机污染的程度, 是污
水处理过程中一个非常关键的参数.

图 2 对 SIF 逼近过程中剩余神经元个数

Fig. 2 The neurons left in the learning process of SIF

图 3 D-RBF 对 SIF 的逼近效果

Fig. 3 The approximating results of SIF by D-RBF

图 4 D-RBF 对 SIF 逼近的误差曲面

Fig. 4 The approximating errors of SIF by D-RBF
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图 5 对 RF 逼近过程中剩余神经元个数

Fig. 5 The neurons left in the learning process (RF)

图 6 D-RBF 对 RF 的逼近效果

Fig. 6 The approximating results of RF by D-RBF

图 7 D-RBF 对 RF 逼近的误差曲面

Fig. 7 The approximating error of RF by D-RBF

表 1 三种算法性能比较

Table 1 Comparison of the three algorithms

函数 算法 期望误差 检测误差 最终网络 训练时间

(隐含层) (s)

SIF D-RBF 0.01 0.0141 13 261.34

SIF MRAN 0.01 0.0211 22 958.54

SIF GGAP-RBF 0.01 0.0172 15 212.25

RF D-RBF 0.01 0.0123 12 224.02

RF MRAN 0.01 0.0186 21 805.47

RF GGAP-RBF 0.01 0.0152 14 204.12

依据国际水质学会给出的活性污泥法污水处理

ASM1[23] 模型, 进水中总 COD 的组成如下:

COD = SS + XS + XI + SI (26)

其中, SS 为易生物降解基质, XS 为慢速可生物降解

基质, XI 为颗粒性惰性有机物质, SI 为可溶性惰性

有机物质.
ASM1 模型中各组分的物料平衡方程如下[23]:

dSS

dt
=

(
− 1

Yh

)
ûH

(
SS

KS + SS

)(
SO

KO,H

+ SO

)
×

XBH + kh




XS

XBH

KX +
XS

XBH


×

(
SO

KO,H + SO

)
XBH (27)

dXS

dt
= (1− fp)bHXBH − kh




XS

XBH

KX +
XS

XBH


×

(
SO

KO,H + SO

)
XBH (28)

取 SS、XS 和 XI 为输入量, COD 作为输出变
量, 建立初始网络结构为 3-3-1 的 RBF 神经网络进
行建模. 为了检验 COD 模型的准确性, 本文采用北
京某污水处理厂 2006 年全年日报表数据进行仿真,
剔除异常数据和标准化预处理, 得到 330 组数据, 利
用 8 月至 10 月的 92 组数据进行测试, 其余 238 组
数据进行训练, 实际水温在 20◦C 左右, 本仿真系统
的化学计量学和动力学参数取 ASM1 中 20◦C 时的
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图 8 D-RBF 神经网络训练过程

Fig. 8 The training process of D-RBF

图 9 训练过程中神经元数

Fig. 9 The neurons left in the training process

推荐值. 训练过程中误差变化如图 8 所示, 训练过程
中隐含层神经元的变化如图 9 所示, 对 COD 的建
模结果如图 10 和图 11 所示.

仿真结果表明: 原水中的有机污染物 (COD 约
300∼ 500mg/L) 得到有效去除 (出水负荷 COD 在
不同的时刻都能保持在 30mg/L 左右), 图 10 和图
11 显示实测 COD 值与本模型的输出值基本吻合,
相对误差小于 0.02, 证明该模型是有效的.

3 结论

针对 RBF 神经网络设计结构问题, 提出了一种
基于输出敏感度法的动态 RBF 神经网络 (D-RBF),
D-RBF 在保证神经网络收敛性能的前提下实现结
构在线调整, 提高神经网络的自适应能力; 通过逼近
非线性函数和对非线性系统关键参数进行建模, 以
及与其他动态 RBF 神经网络进行比较, 得到以下结
论:

图 10 基于 D-RBF 的 COD 建模结果

Fig. 10 The modelling of COD based on D-RBF

图 11 基于 D-RBF 的 COD 建模误差

Fig. 11 The modelling errors of COD based on D-RBF

1)不依赖于RBF网络的初始结构,能够根据实
际对象调整 RBF 神经网络, 获得适合对象的 RBF
神经网络;

2) 通过神经网络输出敏感度增加和删除 RBF
神经网络中的神经元, 最终获得的 RBF 神经网络结
构简洁, 逼近能力强;

3) 本文提出的 D-RBF 神经网络结构稳定, 为
复杂系统建模提供了技术支持.
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