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非对称非正交快速联合对角化算法

张伟涛 1 楼顺天 1 张延良 1, 2

摘 要 针对非对称联合对角化算法收敛速度慢以及有可能收敛到奇异解的问题, 首先提出一种基于最小二乘的非对称代价

函数, 该代价函数在最小二乘标准的基础上增加了使对角化矩阵非奇异的约束项, 以保证算法不会收敛到奇异解. 然后利用一

种循环最小化技术来优化提出的代价函数, 得到一种非对称非正交快速联合对角化算法. 算法的性能分析证明, 该算法不仅全

局渐近收敛, 而且具有不变性. 左右对角化矩阵的关系也证明了非对称联合对角化的一般性. 实验仿真表明, 与原非对称联合

对角化算法相比, 提出的算法收敛速度更快, 而且可以显著降低干扰信号比.
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Non-symmetrical Non-orthogonal Fast Joint Diagonalization Algorithm

ZHANG Wei-Tao1 LOU Shun-Tian1 ZHANG Yan-Liang1, 2

Abstract To overcome the drawbacks of slow convergence speed and possible singular solutions of existing non-

symmetrical joint diagonalization algorithm, we first present a least-squares criteria based non-symmetrical cost function

for joint diagonalization, in which a penalty term is added to the classical least-squares criteria to avoid singular solutions.

Then a non-symmetrical non-orthogonal fast joint diagonalization algorithm is developed by using a cyclic minimizer

technique. The performance analysis shows that the present algorithm globally asymptotically converges to the stable

stationary point and has the invariance property. The relation between left and right diagonalization matrices is also

investigated to show that the non-symmetrical joint diagonalization is a more general form for joint diagonalization prob-

lem. The simulation results show that the proposed algorithm converges faster than the original algorithm, and that the

interference to signal ratio (ISR) is also significantly improved.

Key words Joint diagonalization, blind source separation, least-squares criteria, cyclic minimizer, nonsingular

多个矩阵的同时对角化是一种非常重要的数

值计算问题, 它至少存在于三个不同的应用之中:
1) 公共主分量估计[1−2]; 2) 盲波束形成[3]; 3) 独立
分量分析和盲信源分离[4−8]. 公共主分量估计是由
Flury 提出的一种统计学问题, 它研究在多个随机过
程具有共同主分量的情况下, 其公共主分量的估计
问题. 通过对各随机过程的样本协方差矩阵进行联
合对角化是估计公共特征向量的主要方法. 波束形
成问题的关键在于阵列响应矩阵的估计, 在没有阵
列流形先验信息的情况下, 只能对阵列响应矩阵进
行盲辨识, 而多个特征矩阵的联合对角化是唯一稳
健的盲估计方法. 在盲信源分离中, 观测信号来自于
多个独立源信号的未知混合, 辨识分离矩阵是源信
号恢复的关键. 观测信号一般用来构造一个目标矩
阵的集合 (该矩阵一般由观测信号的二阶或高阶统
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计量产生), 而分离矩阵则由目标矩阵联合对角化产
生的对角化矩阵给出. 可以看出, 很多应用问题都采
用联合对角化技术作为其主要的算法工具, 因此联
合对角化算法的研究有着重要的应用价值.

现有的联合对角化算法大体可以分为两种: 正
交联合对角化算法和非正交联合对角化算法. 其中,
正交联合对角化算法[3−5] 约束对角化矩阵为正交矩

阵, 而非正交联合对角化算法[6−15] 并无此约束, 因
此, 其对角化矩阵为普通矩阵. Cardoso 首先提出了
Givens 旋转方法[3] 来解决正交联合对角化问题, 近
来文献 [4] 也提出了一种基于 Householder 变换的
高效正交联合对角化算法. 文献 [5] 中盲信源分离二
阶盲辨识 (Blind identification using second order
statistics, SOBI) 算法就是在正交联合对角化算法
的基础上提出的. 然而, 对角化矩阵的正交性约束
事实上破坏了最小二乘标准, 最终影响了联合对角
化的性能. 因此文献 [6] 提出了最小二乘代价函数并
得到了一种非正交联合对角化算法— 列交替更新

与对角化 (Alternating columns diagonal centers,
ACDC), 然而该算法要交替更新两组待定参数, 因
此其收敛速度较慢. 文献 [7] 中采用梯度下降来优
化最小二乘代价函数. 为了得到较好的稳态性能, 其
迭代步长一般很小, 因此算法很难快速收敛. 文献
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[10−11] 使用了不同于最小二乘标准的信息论代价
函数来解决联合对角化问题, 其算法收敛较快, 稳
态性能较好, 然而该算法只能应用于对称正定的矩
阵集合, 这使该算法的应用受到了极大的限制. 文献
[12] 使用子空间匹配得到了一种收敛速度极快的联
合对角化算法, 然而算法极大的计算量 (O(KN 6))
以及对初值的较高要求使其很难应用于高速实时信

号处理. 文献 [14] 指出, 优化最小二乘代价函数的
非正交联合对角化算法[6, 8, 13] 都有可能收敛到奇异

解, 这是非正交联合对角化的一个不足之处. 需要
指出的是文献 [6−14] 中的算法都使用了对称的联
合对角化结构, 即左右对角化矩阵完全相同. 为了使
ACDC 的优化变得简单, 文献 [15] 提出了非对称的
最小二乘代价函数, 得到了性能更好的三迭代算法
(Triple iterative algorihm, TIA) 算法, 然而 TIA
算法进行一次迭代需要交替更新三组待定参数, 因
此其收敛速度仍然较慢. 而且正如文献 [14] 中所述,
由于该算法没有对左右对角化矩阵进行任何约束,
因此仍有可能收敛到奇异解.
为了提高非对称联合对角化算法的收敛速度,

并避免算法收敛到奇异解, 本文首先分析了 TIA
中的代价函数, 并提出可以避免奇异解的非对称联
合对角化代价函数, 然后使用循环最小化技术[16]

来优化提出的代价函数, 得到一种快速非对称非
正交联合对角化算法: 非对称非正交联合对角化
(Nonsymmetric nonorthogonal joint diagonaliza-
tion, NNJD). 算法的性能分析表明了该算法具有全
局渐近收敛性和不变性, 实验仿真验证了算法的有
效性.

1 联合对角化问题及代价函数

对于给定的矩阵集合R = {R1, · · · , RK}, ∀k ∈
{1, · · · ,K}, Rk ∈ CN×N , 联合对角化的目标就是
要寻找非奇异的对角化矩阵 W , 使矩阵 WHRkW ,
∀k ∈ {1, · · · ,K} 变成对角矩阵. 事实上, 联合对角
化是矩阵特征值问题的推广. 当集合中的矩阵个数
K = 1, 2 时, 联合对角化分别对应于单个矩阵的特
征值分解和矩阵束的广义特征分解[17], 因此对角化
可以准确得到; 当 K > 2 时, 联合对角化只能通过
优化某一代价函数近似得到. 其中经典的代价函数
为 Yeredor[6] 提出的最小二乘对称代价函数

J(A,Λ1, · · · ,ΛK) =
K∑

k=1

∥∥Rk −AΛkA
H
∥∥2

F
(1)

其中, A 为混合矩阵, Λk 为对角矩阵, ‖ · ‖F 为

Frobineus 范数. 可以看出由式 (1) 定义的代价函数
是混合矩阵的四次函数, 因此代价函数关于 A 的直

接最小化不易求解. 为了简化计算, 文献 [15] 在文

献 [6] 的基础上提出了如下非对称代价函数

J̃(A,Λ1, · · · ,ΛK , B) =
K∑

k=1

∥∥Rk −AΛkB
H
∥∥2

F
(2)

由式 (2) 定义的非对称代价函数是矩阵 A 和 B 的

二次函数, 因此优化问题变得简单. 而且文献 [15]
中指出, 当算法收敛时, A 和 B 是本质相等的, 即
A = EB, 其中 E 是一个广义交换矩阵 (每一行和
每一列只有一个非零元素).
由代价函数 (1) 和 (2) 的定义可知, 文献 [6]

和 [15] 求解的是联合对角化的逆问题. 以代价函数
(2) 为例, 当算法完全收敛时有 Rk = AΛkB

H 成立,
那么可取双边不同的对角化矩阵 W = A−H, V =
B−H = EHA−H = EHW , 使 WHRkV = Λk, k =
{1, · · · ,K} 成为对角矩阵. 然而优化代价函数 (2)
得到的联合对角化算法有三个缺点:

1) 非对称代价函数 (2) 不仅是混合矩阵 A 和

B 的函数, 而且也是对角矩阵 Λk 的函数, 因此在每
一步迭代中不仅要更新矩阵 A 和 B, 也要相应地更
新所有的对角矩阵 Λk, k = {1, · · · ,K}. 然而对角
矩阵 Λk 在盲信源分离中是没有意义的, 因此优化代
价函数 (2) 无疑增加了额外的运算.

2) 优化 (2) 需要更新三组待定参数 (A,B 以及

对角矩阵 Λk), 尤其当 K 较大时, 需要更新的对角
矩阵较多, 那么对角矩阵的更新将严重影响 A 和 B

的更新方向, 从而使算法整体收敛较慢 (从数值实验
可以看出).

3) 代价函数 (2) 没有关于 A 和 B 的任何非奇

异性约束, 因此根据文献 [14] 可知, 非对称代价函数
(2) 也有可能收敛到奇异解. 而奇异解将导致源信号
不能完全分离.
针对上述问题, 本文提出如下代价函数:

J(W,V ) = J1(W,V )− J2(W,V ) (3)

其中

J1(W,V ) =
K∑

k=1

N∑
i 6=j

∣∣[WHRkV ]ij
∣∣2 (4)

J2(W,V ) = log |det(WV )| (5)

式中 [·]ij 代表矩阵的第 i 行第 j 列元素, det(·) 表
示矩阵行列式. 与式 (2) 相比, 非对称代价函数
(3) 试图从正向解决联合对角化问题. 式 (3) 中的
第一项 J1(W,V ) 计算矩阵 WHRkV 非对角元素

的平方和, 因此, J1(W,V ) 的大小衡量了矩阵接近
对角矩阵的程度. 式 (3) 中的第二项 −J2(W,V ) =
log(1/|det(WV )|) 事实上是使 W 和 V 非奇异的

约束项, 当W 和 V 接近奇异时就会导致代价函数
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(3) 趋于无穷大. 那么对代价函数 (3) 的最小化不仅
可以完成矩阵WHRkV 的对角化, 而且保证了左右
对角化矩阵的非奇异性. 因此, 最小化式 (3) 的物理
意义可以解释为

min
W,V

J1(W,V ), s.t. det(W ) 6= 0, det(V ) 6= 0 (6)

与式 (2) 相比, 优化代价函数 (3) 有两个优点:
1) 代价函数 (3) 的优化与对角矩阵无关, 只需

要更新两个待定参数, 因此不需要额外的计算. 另一
方面. 由于不存在对角矩阵的优化, W 和 V 的更新

将不受未知的对角矩阵的影响, 因此所得算法有希
望快速收敛;

2) 由于代价函数 (3) 增加了使W 和 V 非奇异

的约束项, 因此算法不会收敛到奇异解.

2 算法推导

代价函数 (3) 的最小化可以使用经典的梯度下
降法, 然而梯度下降法的收敛速度一般较慢, 而且
要在算法收敛速度和稳态误差之间做权衡来选择合

适的迭代步长, 因此其步长选择也是一个难题. 为了
使算法快速收敛, 我们采用一种循环最小化技术[16],
其实现过程如下:
当 m = 0 时, 选择一个初始值 V (0) =

[vvv1(0), · · · , vvvN(0)] ∈ CN×N , 对于迭代次数 m =
1, 2, · · · , 按照下面步骤交替更新W 和 V 直到算法

收敛.

W (m) = arg min
W

J(W,V (m− 1)) (7)

V (m) = arg min
V

J(W (m), V ) (8)

上面的算法也可以用W (0) = [www1(0), · · · ,wwwN(0)] ∈
CN×N 作为初始值进行迭代, 相应地对换式 (7) 和
(8) 中的W 和 V 即可.
可以看出, 上面的循环最小化方法将代价函数

(3) 的优化问题转化为式 (7) 和 (8) 两个比较简单
的子优化问题. 式 (7) 的优化可以通过逐列更新矩
阵W 来最小化代价函数 J(W,V (m− 1)), 而式 (8)
的优化则通过逐列更新矩阵 V 来最小化代价函数

J(W (m), V ). 由于式 (7) 和 (8) 的最小化在实现步
骤上是完全相同的, 因此下面仅给出式 (7) 的最小
化过程.
为了方便表示, 令 U = [uuu1, · · · ,uuuN ] = V (m −

1), W = [www1, · · · ,wwwN ], 那么式 (7) 可以表示为

W (m) = arg min
W

J(W,U) (9)

∀n ∈ {1, · · · , N}, 现更新矩阵W 的第 n 列 wwwn 来

最小化式 (9).

首先将式 (4) 化简得到:

J1(W,U) =
K∑

k=1

N∑
i 6=j

∣∣wwwH
i Rkuuuj

∣∣2 =

K∑
k=1

N∑
i 6=j

wwwH
i Rkuuujuuu

H
j RH

k wwwi =

N∑
i=1

wwwH
i

{
K∑

k=1

Rk

[
N∑

j 6=i

uuujuuu
H
j

]
RH

k

}
wwwi (10)

再将式 (5) 中矩阵行列式按照W 的第 n 列展开得

到

J2(W,U) = log |det(W )|+ log |det(U)| =
log

∣∣det(ωωωH
nwwwn)

∣∣ + log |det(U)| (11)

其中, ωωωn = [ω1n, · · · , ωNn]H 是由wwwn 中的元素对应

的代数余子式组成的列向量, ωin 是矩阵W 中元素

Win 对应的代数余子式.
令 Qi =

∑K

k=1 Rk

[∑N

j 6=i uuujuuu
H
j

]
RH

k , 并将式

(10) 和式 (11) 代入式 (9), 得到化简后的代价函
数为

J(W,U) =
N∑

i=1

wwwH
i Qiwwwi−

log
∣∣det(ωωωH

nwwwn)
∣∣− log |det(U)| (12)

计算代价函数 (12) 关于 wwwn 的共轭梯度及 Hessian
矩阵分别为

5www∗nJ(W,U) = Qnwwwn − ωωωn

2wwwH
nωωωn

(13)

5www∗n 5T
wwwn

J(W,U) = Qn (14)

由于 Qn 总是正定的, 因此令式 (13) 等于零, 得到
wwwn 的最优解为

wwwopt
n =

Q−1
n ωωωn√

2ωωωH
nQ−1

n ωωωn

(15)

对于 n = 1, · · · , N , 逐列更新 W 完成一次更

新, 从而实现式 (9) 的最小化. 注意到矩阵 Qi 的计

算中第二个求和号的直接计算复杂度为 O(N 3), 而
W 的一次更新需要进行 N 次计算, 因此第二个求
和号的直接计算会使 W 进行一次更新关于矩阵维

数的复杂度高达 O(N 4), 这也使整个算法的计算量
增加. 事实上, Qi 中的第二个求和号可以通过下式

计算:
N∑

j 6=i

uuujuuu
H
j = UUH − uuuiuuu

H
i (16)



832 自 动 化 学 报 36卷

由循环最小化方法可知, 在更新W 的过程中, 矩阵
U 是不变的, 因此整个 W 的一次更新只需要计算

一次矩阵乘积 UUH, 而式 (16) 中等号右边第二项
的计算复杂度仅为 O(N 2), 相对于矩阵乘积可以忽
略, 因此通过式 (16) 来计算 Qi 可使 W 更新一次

的计算复杂度回到 O(KN 3). 现将整个最小化算法
(NNJD) 总结如下:
步骤 1. 随机初始化 V (0) = [vvv1(0), · · · , vvvN(0)]

(精确初始化可参考文献 [9]);
步骤 2. 根据如下子步骤完成式 (7) 的最小化,

并对左对角化矩阵W 进行一次更新;
1) 结合式 (16) 计算 Qn;
2) 计算与wwwn 相对应的代数余子式列向量 ωωωn;
3) 按照 (15) 计算最优解wwwopt

n 并用其替换wwwn;
4) 重复 1)∼ 3) 直到 W 的所有列向量完成更

新.
步骤 3. 按照步骤 2 中类似的方法完成式 (8)

的最小化, 并使右对角化矩阵 V 更新一次.
步骤 4. 重复步骤 2 和 3, 直到算法收敛为止.
步骤 4 中算法的终止条件可如下确定:

|Jm+1(W,V )− Jm(W,V )|
|Jm(W,V )| ≤ ε (17)

其中, 上标m 表示迭代次数, ε > 0 是一个很小的正
数, 实验中取 ε = 10−3.

3 性能分析

本节将分析所提出的NNJD算法的一些基本性
能, 包括算法的全局渐近收敛性、算法相对于矩阵集
合的不变性以及算法收敛后左右对角化矩阵的关系.
关于算法的收敛性, 有如下定理:
定理 1. 若矩阵集合 R 中的矩阵均具有对角化

结构, 即 ∀k ∈ {1, · · · ,K}, Rk = AΛkA
H, 其中, A

和 Λk 是未知的混合矩阵和对角阵, 那么对于定义
的非对称代价函数 (3), 提出的算法是全局渐近收敛
的.

证明. 由于代价函数 (3) 的优化可以理解为式
(6) 的最小化, 因此, 我们从式 (6) 的角度来分析提
出算法的收敛性能. 代价函数 J1(W,V ) 关于其变量
W 和V 是连续的,而且有 J1(W,V ) =

∑K

k=1

∑N

i 6=j |
[WHRkV ]ij |2≥ 0; 因此, 代价函数是正定的. 当式
(3) 的优化理解为式 (6) 的最小化时, 循环最小化式
(7) 和 (8) 可分别等效为

W (m)=arg min
W

J1

(
W,V (m− 1)

)
, s.t. det(W ) 6=0

(18)
V (m) = arg min

V
J1

(
W (m), V

)
, s.t. det(V ) 6= 0

(19)

其中, m 表示迭代次数. 由式 (18) 和 (19) 易知如下
不等式成立:

J1

(
W (m), V (m)

)
= min

V
J1

(
W (m), V

)
≤

J1

(
W (m), V (m− 1)

)
=

min
W

J1

(
W,V (m− 1)

)
≤

J1

(
W (m− 1), V (m− 1)

)
(20)

由式 (20) 可知: J1(W,V ) 是迭代次数 m 的单调递

减函数.
通过以上可知, 代价函数 J1(W,V ) 是 Lya-

punov 函数. 由 Lyapunov 稳定性定理[18] 知, 左
右对角化矩阵W 和 V 全局渐近收敛到其稳定的平

衡点. ¤
本文提出的算法还具有联合对角化算法所期望

的另外一个性能, 即算法对于可对角化矩阵集合的
不变性. 这一性质可描述为: 若对角化矩阵 W 和

V 是联合对角化算法关于矩阵集合 R 的解, 那么对
于任意一个非奇异矩阵 M , 有 W̃ = M−HW , Ṽ =
M−HV 是该算法关于矩阵集合 R̃ = {R̃1, · · · , R̃K}
的解, 其中 R̃k = MRkM

H, k = 1, · · · ,K. 本文提
出的算法很明显满足上述不变性, 由于对式 (4) 有

J1(W,V ) =
K∑

k=1

N∑
i 6=j

∣∣[WHRkV ]ij
∣∣2 =

K∑
k=1

N∑
i 6=j

∣∣[(M−HW )H(MRkM
H)(M−HV )]ij

∣∣2 =

K∑
k=1

N∑
i 6=j

∣∣∣[W̃HR̃kṼ ]ij
∣∣∣
2

= J1(W̃ , Ṽ ) (21)

而且当W 和 V 非奇异时, 由于M 非奇异,因此, W̃
和 Ṽ 也是非奇异的, 即 det(W̃ ) 6= 0,det(Ṽ ) 6= 0.
由式 (6) 和 (21) 知: 用矩阵W 和 V 将矩阵集合R
对角化等同于使用矩阵 W̃ 和 Ṽ 将矩阵集合 R̃ 对
角化, 而且后者也满足对角化矩阵的非奇异性约束,
因此当 W 和 V 是提出算法关于矩阵集合 R 的解
时, W̃ 和 Ṽ 也是算法关于矩阵集合 R̃ 的解. 根据
上面分析可知本文提出的算法具有不变性, 可以验
证, TIA 算法并不具有此特性. 事实上, 不变性是联
合对角化算法所期望具有的一个重要特性. 例如, 盲
信源分离的某些算法[3−5] 需要首先对观测信号进行

预白化, 然后再利用正交联合对角化算法辨识正交
的混合矩阵来进行源分离. 如果联合对角化算法具
有不变性, 那么可以省去预白化的过程, 将算法直接
应用于待对角化的统计量即可辨识出分离矩阵, 而
文献 [3−5] 中辨识出的正交分离矩阵也可以由具有
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不变性的非正交联合对角化算法 (例如本文算法) 辨
识出的分离矩阵和白化矩阵计算得到.
对于本文算法中的左右对角化矩阵W 和 V , 有

如下定理:
定理 2. 若矩阵集合 R 中的矩阵均具有可对角

化结构, 即 ∀k ∈ {1, · · · ,K}, Rk = AΛkA
H, 其中,

A 和 Λk 是未知的混合矩阵和对角阵, 且对于 Λk 中

的对角元素 λk(i), i = 1, · · · , N , 有

∃k ∈ {1, · · · ,K},∀1 ≤ i 6= j ≤ N,λk(i) 6= λk(j)
(22)

那么当 NNJD 算法全局收敛时, 有W = V D 成立,
其中, D 是任意的非奇异对角矩阵.
证明. 根据文献 [5] 中的定理 3, 式 (22) 是联合

对角化问题中很容易满足的条件, 因此结合矩阵谱
理论[17] 可知, 当 NNJD 算法收敛时, 其左右对角化
矩阵与混合矩阵的逆共轭转置是本质相等的, 即

W = A−HP1D1, V = A−HP2D2 (23)

其中, P1, P2 是交换矩阵, D1, D2 是非奇异的对角

阵. 由于 J1(W,V ) = 0是 (6)的全局最小点,因此当
NNJD 算法收敛时有 ∀k ∈ {1, · · · ,K},WHRkV =
D̂k, 其中, D̂k 是任意的对角矩阵. 注意到 Rk 的对

角化结构并将 (23) 带入上式得到

PH
1 ΛkP2 = D−H

1 D̂kD
−1
2 (24)

由于式 (24) 等号右边仍是对角矩阵, 若 P1 6= P2,
那么对于对角矩阵 Λk, 式 (24) 左边必为非对角矩
阵, 因此必有 P1 = P2 成立, 将其代入式 (23) 并令
D = D−1

2 D1, 有W = V D. ¤
由定理 2 知, 从对称联合对角化的角度出

发, 左右对角化矩阵 W 和 V 都可以用做矩阵

集合 R 的对角化矩阵, 因为当算法收敛时 ∀k ∈
{1, · · · ,K}, D̂k = WHRkV = DHV HRkV 是一个

对角矩阵, 所以 V HRkV = D−HD̂k 是对角矩阵. 同
理 WHRkW 也是对角矩阵. 事实上, 定理 2 表明,
非对称联合对角化是联合对角化问题的更一般的形

式, 下面的实验仿真很好地验证了左右对角化矩阵
W 和 V 对于联合对角化具有相同的性能.

4 数值实验

本节使用两组数据对 NNJD 算法进行仿真研
究. 第一个实验采用一组可近似对角化的矩阵集合
R, 其每一个矩阵可由下面的混合模型产生

Rk = AΛkA
H + σ2ξξξkξξξ

H
k , k = 1, · · · ,K (25)

第二个实验将算法应用于语音信号的盲分离, 其待
对角化的矩阵集合来自于混合信号的二阶统计量.

由于本文算法是一种非对称的联合对角化方法, 因
此, 其性能将与文献 [15] 中的非对称联合对角化方
法 (TIA) 进行比较.
联合对角化算法的性能由干扰信号比 (Interfer-

ence to signal ratio, ISR) 来描述, ISR 定义为

ISR =
1

2N

N∑
i=1

[
N∑

j=1

|cij|2
maxk |cik|2 − 1

]
+

1
2N

N∑
j=1

[
N∑

i=1

|cij|2
maxk |ckj|2 − 1

]
(26)

其中,C = {cij} = WHA, 在盲信源分离中,C 代表
分离－混合全局系统矩阵. ISR 描述了矩阵 C 接

近广义置换矩阵的程度, 当 C 越接近广义置换矩阵,
ISR 越小, 算法性能越好. 由于 TIA 求解的是联合
对角化的逆问题, 因此 C = Â−1A, 其中, Â 表示对

A 的估计. 事实上, 本文提出的算法与文献 [15] 中
的算法也可以分别使用其右对角化矩阵 V 和 B 来

计算 ISR.
实验 1. 在本实验中, 矩阵集合 R 中的元素由

式 (25) 产生, 其中, 混合矩阵 A 和模拟噪声的干扰

矩阵 ξξξk 中的元素, 以及矩阵 Λk 的对角线元素在每

次独立实验中都是随机产生的, 且服从标准正态分
布. σ 是一个用来控制干扰强度的标量. 在每次独立
实验中, 两种算法的初始迭代矩阵都是随机产生的.
图 1 ∼ 4 为两种算法独立运行 100 次的平均性

能曲线. 选择矩阵维数 N = 5, 矩阵个数 K = 10,
图 1 给出了本文提出的 NNJD 算法与 TIA 算法在
不同噪声强度下 ISR 随迭代次数增加的变化曲线.
从图 1 可以看出, 无论在哪种噪声强度下, 本文提出
的非对称算法的收敛速度都是最快的, 而且收敛后
的干扰信号比也比 TIA 算法要好. 图 2 给出了两种
算法的平均性能随噪声强度的变化曲线, 需要指出
的是, 本文算法的迭代终止条件直接使用式 (17), 而
TIA 算法只需将式 (17) 中的代价函数用式 (2) 替
换即可, 其中阈值 ε = 10−3. 图 3 是在不同噪声强
度下, ISR 的平均值随矩阵维数增加时的对比曲线.
可以看出, 当矩阵维数增加时, 两种算法的性能都
将变差, 这主要是由于矩阵维数 N 的增加导致了式

(26) 的计算中求和项增加, 对算法而言相当于干扰
项增加, 因此算法性能变差. 然而本文提出的算法较
文献 [15] 中的算法仍然具有较好的抗干扰能力. 图
4 是分别使用左右对角化矩阵 (TIA 使用 A 和 B,
NNJD 使用W 和 V ) 计算 ISR 所得到的性能曲线.
图 4 很好地验证了定理 2, 说明了两种算法得到的左
右对角化矩阵对于联合对角化具有相同的性能.
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图 1 ISR 随迭代次数的变化曲线

Fig. 1 ISR vs. the number of iterations

图 2 ISR 随噪声强度的变化曲线

Fig. 2 ISR vs. the noise level

图 3 ISR 随矩阵维数的变化曲线

Fig. 3 ISR vs. the dimension of matrices

实验 2. 将两种非对称联合对角化算法分别应
用于音频信号的盲分离, 源信号波形如图 5 所示,
其中, 第一个和第三个为语音信号, 第二个为乐器
音, 3 个源信号的采样频率均为 8 kHz, 采样点数为
T = 2 × 104. 矩阵集合 R 仍由式 (25) 产生, 其中,
矩阵 A 和 ξξξk 的产生方式与实验 1 相同, 而对角矩

阵 Λk 取源信号的 k 时延相关矩阵 (与文献 [13] 中
的仿真方法相同), 即

[Λk]ij =
1
T

∑
t

si(t)sj(t + k) (27)

令 k = 0, 5, · · · , 45 得到 K = 10 个可对角化的矩
阵. 需要指出的是, 与实验 1 不同的是, 实验 2 中的
矩阵并非严格对角矩阵, 而是近似的对角矩阵.

图 4 两种算法分别使用左右对角化矩阵计算 ISR

Fig. 4 The ISR of two algorithms using left and right

diagonalizing matrices respectively

图 5 源信号波形

Fig. 5 Waveforms of source signals

取 σ = 0.01, 假设混合信号的个数与源的个数
相同, 图 6 ∼ 8 分别给出了三个源信号某一次的混
合以及两种非对称算法的分离结果 (为了方便比较,
对信号幅度进行了归一化). 从图 7 可以看出, TIA
分离结果中的第一个信号与第三个信号都比较接近

图 5 中的第一个源信号, 事实上并没有分离出图 5
中的第三个源信号, 因此可以判断, TIA 给出的解
接近于奇异, 是病态解. 而从图 8 看出, 本文提出的
NNJD 算法则完全分离出了三个源信号的波形. 这
主要是由于NNJD算法有对角化矩阵的非奇异性约
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束, 而 TIA 则没有任何约束, 因此 TIA 很有可能收
敛到病态解.

图 6 观测到的信号波形

Fig. 6 Waveforms of observed signals

图 7 TIA 分离结果

Fig. 7 Separation results resort to TIA

图 8 NNJD 分离结果

Fig. 8 Separation results resort to NNJD

表 1 比较了两种算法在音频信号盲分离中的平
均性能, 其中, 源信号的估计误差 e 采用文献 [15] 中
的方法计算

e =
1

NK

∥∥∥Ŝ − (ŜSH)(SSH)−1S
∥∥∥

2

F
(28)

S 表示三个源信号的采样点组成的矩阵, Ŝ 则是对 S

的估计. 由表 1 可以看出, 本文算法的各项指标的平
均性能较好, 可以使源信号的估计误差减小 12 dB,
干扰信号比减小了近 8 dB, 而且本文算法收敛所需
的迭代次数也明显少于 TIA 算法.

表 1 算法性能比较

Table 1 Performance comparison between

two algorithms

算法 e (dB) ISR (dB) 迭代次数

TIA −26.79 −14.81 63.28

NNJD −38.99 −22.49 23.42

5 结论

多个目标矩阵的同时对角化是许多信号处理领

域面临的共同课题, 因此, 研究更加稳健、高效的联
合对角化算法有着重要的应用价值. 本文从正向解
决联合对角化问题, 提出了联合对角化的非对称代
价函数, 代价函数的第二项实际上是对角化矩阵的
非奇异约束项, 因此, 利用循环最小化技术优化提出
的代价函数得到了非奇异的对角化矩阵. 而且, 本文
对提出的算法进行了性能分析, 并证明了提出算法
的全局渐近收敛性以及算法对于待对角化的矩阵集

合的不变性, 左右对角化矩阵的关系也说明了非对
称联合对角化的一般性. 同时, 本文对提出的算法进
行了实验仿真, 与另外一种非对称联合对角化算法
进行了比较, 比较结果说明了本文算法能够更快速
地收敛. 将算法应用于盲信源分离不仅可以完全分
离源信号, 而且改善了分离效果.
与参考算法相比, 本文提出的算法从正向解决

联合对角化问题, 由于对角化矩阵的更新不受未知
对角矩阵的影响, 因此通过实验仿真可以看出, 本文
算法在收敛速度上有很大的优势. 然而对联合对角
化算法进行收敛速度的理论分析将使我们更好地理

解算法的收敛过程, 这也将是我们下一步的研究内
容.
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