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严格反馈非线性时变系统的

迭代学习控制

朱 胜 1 孙明轩 1 何熊熊 1

摘 要 针对一类含未知时变参数的严格反馈非线性系统, 提出一种实

现有限作业区间轨迹跟踪控制的迭代学习算法. 基于 Lyapunov-like 方

法设计控制器, 回避了常规迭代学习控制中受控系统非线性特性需满足

全局 Lipschitz 连续条件的要求. 以反推设计 (Backstepping) 方法设

计控制器, 为使得虚拟控制项可导, 引入一级数收敛序列; 将时变参数展

开为有限项多项式形式, 在控制器设计中采取双曲正切函数处理余项对

于系统跟踪性能的影响. 理论分析表明, 闭环系统所有信号有界, 并能够

实现系统输出完全收敛于理想轨迹.
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Systems
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Abstract In this paper, an iterative learning controller is

presented for a class of strict-feedback nonlinear systems with

time-varying uncertainties. The learning controller is designed

based on the Lyapunov-like synthesis, which can handle system

dynamics with non-global Lipschitz nonlinearities. For the con-

troller design, the time-varying parameters are expanded into

Taylor series with bounded remained term, and backstepping

design technique is applied. Hyperbolic tangent function is used

with a typical series introduced in order to guarantee the differ-

entiability of the virtue control variables. Theoretical analysis

shows that all signals in the closed-loop system remain bounded

and that complete tracking over a pre-specified time interval is

achieved.

Key words Iterative learning control (ILC), time-varying sys-

tems, Lyapunov-like, backstepping

迭代学习控制 (Iterative learning control, ILC) 技术实

现系统输出关于期望轨迹在有限区间 [0, T ] 上的完全跟踪.

经典迭代学习控制[1] 系统分析与设计的主要方法是压缩映

射方法, 它本质上适用于解决非线性系统的轨迹跟踪控制问

题, 但它所研究的受控对象局限于全局 Lipschitz 连续的动力

系统. 这使学习控制难于融入其他主流非线性控制理论[2−3].

近年来兴起的基于 Lyapunov-like 方法的学习控制[4−9], 在

控制器设计时能充分利用非线性系统的动态信息, 因此, 能

有效地结合自适应控制和鲁棒控制.

自适应反推设计 (Backstepping)[10−11] 是解决严格反馈

非线性系统控制器设计问题的重要方法. 由于在用 Back-

stepping 设计控制器时, 引入了虚拟控制, 而虚拟控制含有
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参数估计并在后一步的控制器设计中需要对虚拟控制求导,

而具有差分形式的迭代学习律无法给出参数的导数值, 因此,

迭代学习控制方法很难应用于严格反馈非线性系统. 文献

[12] 针对含时变扰动的严格反馈非线性系统设计鲁棒自适应

控制器, 为保证虚拟控制的连续性, 使用双曲正切函数替代

符号函数, 同时避免系统出现颤振. 文献 [13−14] 对周期时

变参数进行 Fourier 级数展开, 并通过构造自适应学习律估

计 Fourier 系数; 文献 [15] 对有限时间间隔 T 内的时变参数

进行 Taylor 级数展开, 设计自适应控制器.

本文提出的关于严格反馈非线性时变系统的迭代学习控

制是基于 Lyapunov-like 方法的. 通过对二阶系统的设计与

分析, 本文指出有界误差项会随迭代次数的增加而不断累加,

最终导致系统发散, 这一点不同于自适应鲁棒控制所能达到

的有界收敛. 为消除残余误差的影响, 同时又要保证控制器

的连续性和可导性, 本文引入级数收敛序列, 保证闭环系统

所有信号有界, 并最终做到跟踪误差完全收敛于 0. 仿真算例

验证了算法的有效性.

1 问题提出和准备

考虑一类单输入单输出的不确定非线性系统:

ẋi = xi+1 + pppT(t)ξξξi(x1, · · · , xi),

1 ≤ i ≤ n− 1

ẋn = u + pppT(t)ξξξn(x1, · · · , xn) (1)

y = x1

其中, t ∈ [0, T ]; xxx(t) = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn 是系统状态;

u(t) ∈ R 是系统控制; y(t) ∈ R 是系统输出; ξξξi 是已知光滑

函数; ppp(t) ∈ Rn 是未知时变参数.

注 1. 本文所针对的控制系统不含噪声扰动, 意在突出

所设计的迭代学习控制器在处理未知时变参数上的能力, 对

于实际系统含噪声的情形, 采用本文的设计方法仍然有效.

假设 1. 未知时变参数向量 ppp(t) 的每一个分量 pi(t),

在 [0, T ] 上存在直至 li 阶的连续导函数, 在 (0, T ) 内存在

(li + 1) 阶连续导函数, 其中, i = 1, · · · , n.

这里 li 表示 Taylor 展开的项数. 根据 Taylor 定理, 满

足假设 1, 可对未知时变函数向量 ppp(t) 的每一个分量在 t = 0

处进行 Taylor 展开, 如下:

pi(t) = φφφT
i (t)θθθi + εi(t), i = 1, · · · , n (2)

其中, φφφi(t) = [ϕ1(t), · · · , ϕli(t)]
T, θθθi = [θi,1, · · · , θi,li ]

T, i =

1, · · · , n.

ϕj =
tj−1

(j − 1)!
, j = 1, 2, · · · , li (3)

θi,j = p
(j−1)
i (0), j = 1, 2, · · · , li (4)

εi =

∫ t

0

(t− ς)li−1

(li − 1)!
p
(li)
i (ς)dς (5)

然后令

Φ(t) =




φφφ1(t) 0 · · · 0

0 φφφ2(t) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · φφφn(t)



∈ R

n×
n∑

i=1
li
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ΘΘΘ = [θθθT
1 , · · · , θθθT

n ]T, εεε(t) = [ε1(t), · · · , εn(t)]T. 那么参数向

量 ppp(t) 可写为

ppp(t) = ΦT(t)ΘΘΘ + εεε(t) (6)

由于系统是在有限时间区间 [0, T ] 上运行, 根据假设 1, pi(t)

的 li 次导数有界, 假设 supt∈[0,T ]|p(li)
i (t)| ≤ cl, 那么 εi 有界,

且界为

|εi(t)| ≤ cliT
li

li!
, t ∈ [0, T ] (7)

令 ε̄ 为误差向量 εεε(t) 的界, 即: ||εεε(t)|| ≤ ε̄. 由于时变

参数 ppp(t) 是未知的, 所以 ΘΘΘ 是未知常数向量, 令 Θ̂ΘΘ(t) =

[θ̂θθ
T

1 (t), · · · , θ̂θθ
T

n (t)]T 作为其估计, 设计估计律. 将式 (3) 代入

式 (1), n 阶系统重新描述为

ẋi = xi+1 + ΘΘΘTΦ(t)ξξξi(x1, · · · , xi) +

εεεT(t)ξξξi(x1, · · · , xi), 1 ≤ i ≤ n− 1

ẋn = u + ΘΘΘTΦ(t)ξξξn(x1, · · · , xn) + (8)

εεεT(t)ξξξn(x1, · · · , xn)

y = x1

本文的目标是针对系统 (1), 给定足够光滑的理想轨迹

yr, 设计控制器, 使得系统输出 y 在 [0, T ] 上完全收敛于 yr.

由于是有限区间上的完全跟踪问题, 本文采用迭代学习控制

方法, 设计迭代学习控制律 uk, 其中, k 表示迭代次数, 最终

实现当 k →∞ 时, ek = yk − yr → 0. 下文各变量上标中的

k 均表示迭代次数.

为控制器设计需要, 给出一级数收敛序列的定义以及相

关引理.

定义 1. 级数收敛序列 ∆k 定义为

∆k =
q

km
(9)

其中, k = 1, 2, 3, · · · ; q 和m 是给定常参数, 要求 q ≥ 0 ∈ R,

m ≥ 2 ∈ N.

引理 1. 对于给定序列 1/km, 其中, k = 1, 2, · · · , 正整
数m ≥ 2, 下列不等式成立:

lim
k→∞

k∑
i=1

1

im
≤ 2 (10)

证明. 令 sk =
∑k

i=1

1

im
, 显然 sk ≥ 1 是递增的, 下面证

明 sk 具有上界. 事实上

sk ≤ 1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

k2
= 2− 1

k
≤ 2 (11)

于是得出结论 (10). ¤
注 2. 根据引理 1, 有 limk→∞

∑k
i=1 ∆i ≤ 2q, 在控制器

设计中, 将双曲正切函数里的参数 ∆ 替换成 ∆k, 并不影响

虚拟控制的连续性, 同时可保证误差收敛. 参数m 用来调节

收敛速度, 另外, 选择合适的参数 q 可以抑制颤振.

2 有界扰动对系统跟踪性能的影响

为详细说明有界扰动对系统跟踪性能的影响, 考虑下述

在区间 [0, T ] 上重复运行的系统 (即假设系统 (1) 中 n = 2)

ẋk
1 = xk

2 + ΘΘΘTΦ(t)ξξξk
1(xk

1) + εεεT(t)ξξξk
1(xk

1)

ẋk
2 = uk + ΘΘΘTΦ(t)ξξξk

2(xk
1 , xk

2) + εεεT(t)ξξξk
2(xk

1 , xk
2)

yk = xk
1 (12)

记 zk
1 = xk

1 −yr, z
k
2 = xk

2 −αk
1 − ẏr, 其中, αk

1 是虚拟控制.虚

拟控制的具体形式在下面的反步推算中获得. 另外, 记 Θ̂ΘΘ
k
(t)

作为未知常数ΘΘΘ 的估计.

假设 2. ∀k, 当 t = 0 时, xk
1(0) = yr(0), xk

2(0) =

αk
1(0) + ẏr(0), Θ̂ΘΘ

k
(0) = Θ̂ΘΘ

k−1
(T ).

由于系统式 (9)是二阶参数非匹配系统,我们利用Back-

stepping 方法, 分两步设计控制器:

步骤 1. 令 ωωωk
1 = ξξξk

1 , 存在光滑函数 ξ̄k
1 (x1) >

0, 使得 |εεεT(t)ωωωk
1 | ≤ ε̄ξ̄k

1 (x1); 记 ω̄k
1 = ε̄ξ̄k

1 (x1), βk
1 =

ω̄k
1 tanh[

ω̄k
1 zk

1
∆

], τττk
1 = ΓΦωωωk

1zk
1 ; 对 zk

1 两边求导可得

żk
1 = zk

2 + αk
1 + ΘΘΘTΦωωωk

1 + εεεT(t)ωωωk
1 (13)

取虚拟控制: αk
1 = −c1z

k
1 − (Θ̂ΘΘ

k
)TΦωωωk

1 − βk
1 , 其中, c1 为正

常数, 代入上式, 得

żk
1 = zk

2 − c1z
k
1 − (Θ̃ΘΘ

k
)TΦωωωk

1 − βk
1 + εεεT(t)ωωωk

1 (14)

式中, Θ̃ΘΘ
k

= Θ̂ΘΘ
k −ΘΘΘ 为参数估计误差. 取如下非负函数:

V k
1 (zk, Θ̂ΘΘ

k
) =

1

2
(zk

1 )2 +
1

2
(Θ̃ΘΘ

k
)TΓ−1Θ̃ΘΘ

k
(15)

其中, Γ 是对称正定矩阵. 对 V k
1 求导并将式 (14) 代入得

V̇ k
1 ≤ zk

1 zk
2 − c1(z

k
1 )2 − (Θ̃ΘΘ

k
)TΓ−1(τττk

1 − ˙̂
ΘΘΘk) + δ∆ (16)

上式的推导中用到双曲正切函数的一个性质[12]:

对任意 ∆ > 0 和 a ∈ R, 下列不等式成立

0 ≤ |a| − atanh(
a

∆
) ≤ δ∆ (17)

其中, δ 是一个正常数满足: δ = e−(δ+1).

步骤 2. 令ωωωk
2 = ξξξk

2 − ∂αk
1

∂xk
1
ξξξk
1 , 存在光滑函数 ξ̄k

2 (x1, Θ̂) >

0, 使得 |εεεT(t)(ξξξk
2 − ∂αk

1
∂xk

1
ξξξk
1)| ≤ ε̄ξ̄k

2 ; 记 ω̄k
2 = ε̄ξ̄k

2 , βk
2 =

ω̄k
2 tanh[

ω̄k
2 zk

2
∆

], τττk
2 = τττk

1 + ΓΦωωωk
2zk

2 ; 对 zk
2 两边求导可得

żk
2 = u− ÿr + ΘΘΘTΦωωωk

2 + εεεT(t)ωωωk
2 − ∂αk

1

∂xk
1

xk
2−

∂αk
1

∂Θ̂ΘΘ
k

˙̂
ΘΘΘk + (Θ̂ΘΘ

k
)TΦ̇(xk

1)2 (18)

选取控制律: uk = −zk
1 − c2z

k
2 + ÿr − (Θ̂ΘΘ

k
)TΦωωωk

2 +
∂αk

1
∂xk

1
xk

2 −
βk

2 +
∂αk

1

∂Θ̂ΘΘ
k τττk

2 − (Θ̂ΘΘ
k
)TΦ̇(xk

1)2, 其中, c2 为正常数, 将控制律代

入式 (18), 得

żk
2 = −zk

1 − c2z
k
2 − (Θ̃ΘΘ

k
)TΦωωωk

2 +
∂αk

1

∂Θ̂ΘΘ
k
(τττk

2 − ˙̂
ΘΘΘk)+

εεεT(t)ωωωk
2 − βk

2 (19)
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取如下非负函数:

V k
2 (zk, Θ̂ΘΘ

k
) = V1 +

1

2
(zk

2 )2 (20)

对 V k
2 求导并将式 (16) 和 (19) 代入得

V̇ k
2 ≤ − c1(z

k
1 )2 − c2(z

k
2 )2 − (Θ̃ΘΘ

k
)TΓ−1(τττk

2 − ˙̂
ΘΘΘk)+

∂αk
1

∂Θ̂ΘΘ
k
(τττk

2 − ˙̂
ΘΘΘk)zk

2 + 2δ∆ (21)

由此可知, 参数学习律取
˙̂
ΘΘΘk = τττk

2 , 并代入上式, 得

V̇ k
2 ≤ −c1(z

k
1 )2 − c2(z

k
2 )2 + 2δ∆ (22)

迭代学习控制考虑输出误差在 [0, T ] 上的收敛性, 根据

假设 2, 有 ||zk(0)||2 = 0 ≤ ||zk(T )||2, 由式 (22) 知

V k
2 (zk(0), Θ̂ΘΘ

k
(T )) ≤ V 1

2 (z1(0), Θ̂ΘΘ
1
(0)) + 2kTδ∆−

c1

k∑
i=1

∫ T

0

(zi
1)

2dt− c2

k∑
i=1

∫ T

0

(zi
2)

2dt (23)

由于式 (23) 中的 2kTδ∆ 项, 当 k → ∞ 时, 无法保证 z1 收

敛.

双曲正切函数代替符号函数解决了控制器的连续性问

题, 同时也消除了颤振现象, 但是并不适用于有限区间上作

业的参数非匹配系统, 本质上是因为有界误差项的存在, 经

过迭代域的无限累加, 导致了输出发散.

3 学习控制

在控制器设计中, 引入定义 1 的级数收敛序列, 可彻底

消除时变参数经 Taylor 展开后的余项对系统性能的影响. 下

面给出高阶严格反馈非线性系统式 (1) 的控制器设计过程.

3.1 控制器设计

步骤 1. 令 ωωωk
1 = ξξξk

1 , 存在光滑函数 ξ̄k
1 (x1) > 0, 使得

|εεεT(t)ωωωk
1)| ≤ ε̄ξ̄k

1 ; 记 ω̄k
1 = ε̄ξ̄k

1 , zk
1 = xk

1 −yr, z
k
2 = xk

2 −αk
1 −

ẏr, 其中, αk
1 是虚拟控制, 对 zk

1 两边求导得

żk
1 = zk

2 + αk
1 + ΘΘΘTΦωωωk

1 + εεεT(t)ωωωk
1 (24)

给定任意实数 q ≥ 0 和正整数 m ≥ 2, 令 ∆k = q/km, 记

βk
1 = ω̄k

1 tanh[
ω̄ωωk

1zk
1

∆k ], τττk
1 = ΓΦωωωk

1zk
1 ;

取虚拟控制: αk
1 = −c1z

k
1 − (Θ̂ΘΘ

k
)TΦωωωk

1 −βk
1 , 其中, c1 为

正常数, 代入式 (24), 得

żk
1 = zk

2 − c1z
k
1 − (Θ̃ΘΘ

k
)TΦωωωk

1 − βk
1 + εεεT(t)ωωωk

1 (25)

式中, Θ̃ΘΘ
k

= Θ̂ΘΘ
k −ΘΘΘ 为参数估计误差. 取如下非负函数:

V k
1 (zk, Θ̂ΘΘ

k
) =

1

2
(zk

1 )2 +
1

2
(Θ̃ΘΘ

k
)TΓ−1Θ̃ΘΘ

k
(26)

其中, Γ 是对称正定矩阵. 对 V k
1 求导并将式 (25) 代入, 并应

用式 (17), 得

V̇ k
1 ≤ zk

1 zk
2 − c1(z

k
1 )2 − (Θ̃ΘΘ

k
)TΓ−1(τττk

1 − ˙̂
ΘΘΘk) + δ∆k (27)

步骤 iii (2 ≤ iii ≤ nnn − 1). 令 ωωωk
i = ξξξk

i −
∑i−1

j=1

∂αk
i−1

∂xk
j

ξξξk
j ,

由于 ξξξk
1 , · · · , ξξξk

i 是已知光滑函数, 所以存在光滑函数

ξ̄k
i (x1, · · · , xi, Θ̂ΘΘ) > 0 使得下式成立:

∣∣∣∣∣εεε
T(t)

(
ξξξi −

i−1∑

k=1

∂αi−1

∂xk
ξξξk

)∣∣∣∣∣ ≤ ||ε||ξ̄k
i ≤ ε̄ξ̄k

i (28)

记 ω̄k
i = ε̄ξ̄k

i ,记 zk
i+1 = xk

i+1−αk
i −y

(i)
r , βk

i = ω̄k
i tanh[

ω̄k
i zk

i

∆k ],

τττk
i = τττk

i−1 + ΓΦωωωk
i zk

i , 对 zk
i 求导, 得

żk
i = zk

i+1 + αk
i + ΘΘΘTΦωωωk

i + εεεT(t)ωωωk
i −

∂αk
i−1

∂t
−

i−1∑
j=1

∂αk
i−1

∂xk
j

xj+1 − ∂αk
i−1

∂Θ̂ΘΘ

˙̂
ΘΘΘk (29)

取虚拟控制如下:

αk
i = −zk

i−1 − ciz
k
i +

i−1∑
j=1

∂αk
i−1

∂xk
j

xk
j+1 − (Θ̂ΘΘ

k
)TΦωωωk

i−

βk
i +

∂αk
i−1

∂Θ̂ΘΘ
k

τττk
i + ϑk

i +
∂αk

i−1

∂t
(30)

其中, ϑk
i =

i−2∑
j=1

∂αk
j

∂Θ̂ΘΘ
k ΓΦωωωk

i zk
j+1. 选择如下非负函数:

V k
i (zk, Θ̂ΘΘ

k
) =

i∑
j=1

1

2
z2

j +
1

2
(Θ̃ΘΘ

k
)TΓ−1Θ̃ΘΘ

k
(31)

对其求导, 将式 (29) 和 (30) 代入并化简, 得

V̇ k
i ≤ −

i∑
j=1

cj(z
k
j )2 + zk

i zk
i+1 − (Θ̃ΘΘ

k
)TΓ−1(τk

i − ˙̂
ΘΘΘk)+

i−1∑
j=1

∂αk
j

∂Θ̂ΘΘ
k
zk

i (τττk
i − ˙̂

ΘΘΘk) + iδ∆k (32)

步骤 nnn. 令 ωωωk
n = ξξξk

n −
∑n−1

j=1

∂αk
n−1

∂xk
j

ξξξk
j , 由于 ξξξk

1 , · · · , ξξξk
n

是已知光滑函数, 所以存在光滑函数 ξ̄k
n > 0 使得下式成立:

∣∣∣∣∣εεε
T(t)

(
ξξξn −

n−1∑

k=1

∂αn−1

∂xk
ξξξk

)∣∣∣∣∣ ≤ ||εεε||ξ̄k
n ≤ ε̄ξ̄k

n (33)

记 ω̄k
n = ε̄ξ̄k

n, 记 βk
n = ω̄k

ntanh[
ω̄k

nzk
n

∆k ], τττk
n = τττk

n−1 + ΓΦωωωk
nzk

n,

对 zk
n 求导, 得

żk
n = uk − y(n)

r + ΘΘΘTΦωωωk
i + εεεT(t)ωωωk

n − ∂αk
n−1

∂t
−

n−1∑
j=1

∂αk
n−1

∂xk
j

xj+1 − ∂αk
n−1

∂Θ̂ΘΘ

˙̂
ΘΘΘk (34)

取控制律和迭代学习律如下:

uk = αk
n + y(n)

r (35)

˙̂
ΘΘΘk = τττk

n (36)

选择如下非负函数:

V k
n (zk, Θ̂ΘΘ

k
) =

n∑
j=1

1

2
z2

j +
1

2
(Θ̃ΘΘ

k
)TΓ−1Θ̃ΘΘ

k
(37)
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对其求导, 将式 (34) ∼ (36) 代入并化简, 得

V̇ k
n ≤ −

n∑
j=1

cj(z
k
j )2 + nδ∆k (38)

为得到系统输出在有限区间 [0, T ] 上的完全跟踪, 迭代

学习控制一般要求在每次迭代时, 系统状态重置为零. 但是

由于 Backstepping 设计方法的特殊性, 初态设置跟虚拟控制

的初态有关, 作如下假设:

假设 3. 对 ∀k, 当 t = 0 时, 状态 xk
1(0) =

yr(0); xk
i+1(0) = αk

i (0) − y
(i)
r (0), 其中, i = 1, · · · , n − 1;

参数 Θ̂ΘΘ
k
(0) = Θ̂ΘΘ

k−1
(T ).

注 3. 上述对系统状态初值的假设, 使得误差 zk
i (0) =

0, i = 1, 2, · · · , n; 对参数估计的初值所作的假设, 连接了前

后两次的迭代过程, 保证了参数学习在迭代域上的连贯性.

3.2 稳定性和收敛性分析

定理 1. 针对非线性系统式 (1), 并满足假设 1 和 3, 采

用控制律式 (35), 和参数微分学习律式 (36), 则闭环系统里

的所有信号在区间 [0, T ] 上有界, 并且有

lim
k→∞

zk
j = 0, j = 1, 2, · · · , n (40)

lim
k→∞

ek = 0 (41)

证明. 根据假设 3, 有 ||zk(0)||2 = 0 ≤ ||zk(T )||2, 由式
(37) 知

V k
n (zk(0), Θ̂k(T )) ≤ V k

n (zk(0), Θ̂k(0)) +

∫ T

0

V̇ k
n dt (42)

把式 (38) 代入上式, 得

V k
n (zk(0), Θ̂k(T )) ≤ V 1

n (z1(0), Θ̂1(0))−
k∑

i=1

n∑
j=1

∫ T

0

cj(z
i
j)

2dt + nδT

(
k∑

i=1

∆i

)
(43)

记 V0(k) = V 1
n (z1(0), Θ̂1(0)) + nδT (

k∑
i=1

∆i), 因此, 式 (43)

又可以写成:

k∑
i=1

n∑
j=1

∫ T

0

cj(z
i
j)

2dt ≤ V0(k)− V k
n (zk(0), Θ̂ΘΘ

k
(T ))

(44)

由式 (23) 知 lim
k→∞

V0(k) = V 1
n + 2qnδT , 所以 V0(k) 有界, 又

因为 V k
n (zk(0), Θ̂ΘΘ

k
(T )) > 0, 所以有

lim
k→∞

n∑
j=1

∫ T

0

cj(z
k
j )2dt = 0 (45)

由式 (37) 知, 对 ∀k, 有 V k
n (t) = V k

n (0) +
∫ t

0
V̇ k

n (τ)dτ , 把式

(38) 代入, 得

V k
n (t) ≤ V k

n (0)−
n∑

j=1

∫ t

0

cj(z
k
j (τ))2dτ + tnδ∆k (46)

由式 (45) 知
n∑

j=1

∫ t

0
cj(z

k
j (τ))2dτ 有界, 由定义 1 知∆k 有界,

而 t ∈ [0, T ], 故 tnδ∆k 有界. 又因为 Θ̂ΘΘ
k
(0) = Θ̂ΘΘ

k−1
(T ),

由式 (43) 知 ∀k, V k
n (0, Θ̂ΘΘ

k
(T )) 有界, 故 V k

n (0, Θ̂ΘΘ
k
(0)) =

V k−1
n (0, Θ̂ΘΘ

k−1
(T )) 亦有界, 因此, ∀k, V k

n (t) 有界, 从而有

xk
i 有界, Θ̂ΘΘ

k
(t) 有界, 由式 (35) 知 uk 有界, 由式 (29) 知 żk

i

有界, 所以 zk
i 一致连续, 由此得出结论 (40) 和 (41). ¤

4 仿真算例

为说明上述算法的有效性, 我们考虑如下二阶系统:

ẋk
1 = xk

2 + η(t)(xk
1)2

ẋk
2 = uk (47)

y = xk
1

其中, t ∈ [0, 1], η(t) 是未知时变参数, 对其在 t = 0 处进行

Taylor 展开, 系统重新描述为

ẋk
1 = xk

2 + Φ(t)TΘΘΘ(xk
1)2 + εεε(t)(xk

1)2

ẋk
2 = uk (48)

y = xk
1

其中, ΦΦΦ(t) = [1, t, t2, t3, t4]T, ΘΘΘ = [θ1, θ2, θ3, θ4, θ5]
T,

|ε(t)| ≤ sup|η(5)(t)|T5

5!
= ε̄. 为仿真需要, 我们假定实际系统中

η(t) = sin(2πt). 给定的理想轨迹为 yr = π
6
sin(2πt) + 0.5.

步骤 1. 设 zk
1 = xk

1 − yr, z
k
2 = xk

2 − αk
1 − ẏr, 其

中虚拟控制取 αk
1 = −c1z

k
1 − (Θ̂k)TΦ(xk

1)2 − βk
1 ; βk

1 =

ε̄(xk
1)2tanh[

ε̄(xk
1 )2zk

1
∆k ], ∆k = q

k2 ,τk
1 = ΓΦ(xk

1)2zk
1 .

步骤 2. 设计控制律 uk = −zk
1 − c2z

k
2 + y

(2)
r +

(Θ̂k)TΦ
∂αk

1
∂xk

1
(xk

1)2 +
∂αk

1
∂xk

1
xk

2 +
∂αk

1

∂Θ̂ΘΘ
k τk

2 − (Θ̂ΘΘ
k
)TΦ̇(xk

1)2 − βk
2 ,

其中, βk
2 = ω̄ωωk

2tanh[
ω̄ωωk

2zk
2

∆k ], τττk
2 = τττk

1 − ΓΦ
∂αk

1
∂xk

1
(xk

1)2zk
2 . 设计

参数自适应律 ˙̂ωωωk = τττk
2 = ΓΦ(xk

1)2zk
1 − ΓΦ

∂αk
1

∂xk
1
(xk

1)2zk
2 .

设定各个参数值以及状态初值和参数估计的初值如

下: xk
1(0) = 0.5, xk

2(0) = π2

3
,ΘΘΘ(0) = [0, 0, 0, 0, 0]T; c1 =

0.05, c2 = 0.01, Γ = diag{0.01}. 取m = 2, 1/q = 0.03, 用对

数形式表示输出误差, 图 1 表示表明经过 20 次迭代, 收敛精

度接近 10−3; 图 2 是学到的控制. 改变 q 的取值, 取 1/q =

图 1 输出误差 (1/q = 0.03, m = 2)

Fig. 1 Output error (1/q = 0.03, m = 2)
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图 2 控制输入 (1/q = 0.03, m = 2)

Fig. 2 Control input (1/q = 0.03, m = 2)

0.04, 虽然输出也能收敛到理想轨迹, 但从图 3 看出控制在时

间段 0.2 s 到 0.4 s 之间出现了明显的颤振, 这与文中的理论

分析相符合. 因此, 选取合适的 q 值是非常重要的.

图 3 控制输入 (1/q = 0.04, m = 2)

Fig. 3 Control input (1/q = 0.04, m = 2)

5 结论

本文给出一类严格反馈非线性系统的迭代学习控制算

法, 对时变参数进行 Taylor 展开, 回避了 Backstepping 方法

无法在学习控制中应用的难点. 在控制器的设计中充分考虑

了余项对系统性能的影响。为防止系统发散, 引入级数收敛

序列, 从而实现在给定时间区间上的完全跟踪.
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