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随机非线性严格反馈系统的

自适应神经网络输出反馈镇定

李 靖 1 李俊民 1 陈为胜 1

摘 要 针对具有严格反馈形式的随机非线性系统, 首次引入神经网

络控制技术, 设计了适当形式的随机控制 Lyapunov 函数, 并运用反推

(Backstepping) 技术和非线性观测器设计技术, 构造出一类自适应神

经网络输出反馈控制器. 在一定条件下, 证明了闭环系统平衡点依概率

稳定. 仿真算例验证了所给控制方案的有效性.
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Abstract Neural network (NN) control scheme is first intro-

duced into a class of stochastic nonlinear strict-feedback systems.

Based on the well known backstepping method and the technique

of nonlinear observer design, a suitable stochastic control Lya-

punov function is then proposed to construct an adaptive neural

network output-feedback controller. Under some conditions, it

is shown that the equilibrium of the closed-loop system is stable

in probability. A simulation example is given to illustrate the

effectiveness of the proposed control scheme.
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自从系统化的控制设计技术如反推 (Backstepping) 技

术[1] 被成功地用于确定性非线性系统之后, 如何将这些技术

推广到随机非线性系统已经成为一个公开的研究领域[2−8].

随机系统 Lyapunov 设计的主要技术障碍在于, Itô 随机微

分不仅涉及梯度还涉及高阶 Hessian 项, 通过引入一个四

次 Lyapunov 函数, Krstic 等[8] 首次对严格反馈和输出反馈

的随机系统给出了一个反推设计方案. 最近, 几类随机非线

性系统如随机大系统[2]、随机非最小相位系统[3] 和具有线

性有界不可测状态的随机系统[4] 等的输出反馈控制方法也

已经被研究. 另一方面, Pan 等采用风险灵敏度判据和二次

Lyapunov 函数首次解决了严格反馈系统的随机镇定问题[5].

随后, 一系列的问题都得以解决[6]. 同时, 自适应神经网络控

制 (Adaptive neural network control, ANNC) 方法已经被

成功应用到很多未知非线性系统中[9−10]. 但在已有的研究

中, 当系统状态不可测时, 随机非线性严格反馈系统的自适
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应神经网络 (Neural network, NN) 输出反馈控制还很少被

考虑.

本文考虑一类具有不可测状态的随机非线性严格反馈系

统的自适应 NN 输出反馈镇定问题. 可以证明, 基于反推方

法和非线性观测器设计技术的闭环系统依概率稳定. 与文献

[3−5] 相比, 本文所研究的系统更一般, 那些系统只具有输出

反馈形式而不是严格反馈形式. 文献 [4] 针对随机非线性严

格反馈系统导出了一个输出反馈控制方案, 但是其假定状态

依赖的非线性函数是 Lipschitz的, 并且采用一个高增益线性

观测器估计不可测状态, 而本文则通过引入一个新的非线性

观测器消除了对状态依赖的非线性函数的 Lipschitz 限制条

件. 同时, 现有的随机非线性控制[3−5] 都假定非线性函数被

已知上界函数界化, 而本文首次将 ANNC 方法引入随机非

线性控制系统设计, 可以利用 NN 补偿依赖于系统输出的所

有上界函数.

1 系统描述

考虑如下随机非线性严格反馈系统




dxi = [xi+1 +
i∑

j=1

aijxj + ϕi(x̄ix̄ix̄i) + fi(y)]dt +

gggT
iii (y)dw, 1 ≤ i ≤ n− 1

dxn = [u +
n∑

j=1

anjxj + ϕn(x̄nx̄nx̄n) + fn(y)]dt +

gggT
nnn (y)dw

y = x1

(1)

其中, xxx = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn 是以 xxx(0) 为初值的状态

向量; 记 x̄xxiii = [x1, · · · , xi]
T; u ∈ R 和 y ∈ R 分别为系统

输入和可测的系统输出; aij , i = 1, 2, · · · , n, j ≤ i 为已知常

数; ϕiii(x̄xxi), i = 1, · · · , n 为已知非线性函数; fi(y) : R → R

和 gggiii(y) : R → Rr, i = 1, · · · , n 是未知光滑函数, 并且

fi(0) = 0, gggiii(0) = 0; www 是独立的 r 维标准Wiener 过程.

注. 与文献 [8] 不同的是, 假定系统 (1) 中的函数 fi(y)

和 gggiii(y) 是完全未知的. fi(0) = 0 和 gggiii(0) = 0 表示 xxx = 0

是系统 (1) 的平衡点. 根据众所周知的平均值定理, 下面的

等式成立

fi(y) = yf̄i(y), gggiii(y) = yḡggiii(y) (2)

其中, f̄i(·) 和 ḡggiii(·) 是完全未知的非线性函数, 在本文中可以

仅通过一个 NN 加以补偿.

本文的目标是对系统 (1) 寻找一个输出反馈的自

适应 NN 控制器 u(t), 使闭环系统依概率稳定, 并且

P{limt→∞ ‖xxx(t)‖ = 0} = 1. 为表述方便, 系统 (1) 可被

改写为如下紧凑形式
{

dxxx = [Axxx + Φ(xxx) + Bu + F (y)]dt + dwww

y = Cxxx
(3)

其中, A, B, C, F (y), G(y), Φ(xxx) 为相应的适当维数的矩阵,

并进一步作如下假设:

假设 1[11]. 函数 Φ(xxx) 已知光滑, 且 Φ(0) = 0. 存在

矩阵 H 和已知向量值函数 hhh(xxx) 使得 Φ(xxx) = Hhhh(xxx), 其中,

hhh(xxx) 满足

∂hhh(xxx)

∂xxx
+

(
∂hhh(xxx)

∂xxx

)T

≥ 0, ∀xxx ∈ Rn (4)
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假设 2[11]. 存在矩阵 P = PT > 0, Q = QT > 0 使上面

所定义的矩阵 A, C, H 满足下面的条件:

(A + LLLC)TP + P (A + LLLC) + Q ≤ 0

PH + (I + KKKC)T = 0
(5)

其中, KKK = [k1, · · · , kn]T, LLL = [l1, · · · , ln]T.

2 控制器设计与稳定性分析

2.1 非线性观测器设计

既然状态 x2, · · · , xn 不可测, 首先对随机非线性系统

(3) 设计如下的观测器

˙̂xxx = Ax̂xx + LLL(Cx̂xx− y) + Φ[x̂xx + KKK(Cx̂xx− y)] + Bu (6)

其中, x̂xx = [x̂1, · · · , x̂n]T 是观测器状态; KKK,LLL 满足假设 2. 由

式 (3) 和 (6) 可知, 观测器误差 x̃xx = xxx− x̂xx 满足

dx̃xx = [(A +LLLC)x̃xx + Φ(xxx)−Φ(vvv) + F (y)]dt + GT(y)dwww (7)

其中, vvv = x̂xx + KKK(Cx̂xx − y). 定义 µµµ = xxx − vvv 和 ψψψ(xxx,µµµ) =

hhh(xxx)− hhh(xxx−µµµ). 由此以及假设 1, 可得

dx̃xx = [(A + LLLC)x̃xx + Hψψψ(xxx,µµµ) + F (y)]dt + GT(y)dwww (8)

并且, 由平均值定理, 可得

ψψψ(xxx,µµµ) =

∫ 1

0

(
∂hhh

∂t

)

t=xxx−θµµµ

µµµdθ (9)

结合假设 1, 可得

µµµTψψψ(xxx,µµµ) =

1

2
µµµT




∫ 1

0

[
∂hhh

∂t
+

(
∂hhh

∂t

)T
]

t=xxx−θµµµ

dθ


µµµ ≥ 0 (10)

考虑四次 Lyapunov 函数 Vx̃ =
b

2
(x̃xxTPx̃xx)2, 其中, b 是

正常数; P 是正定对称矩阵, 且满足式 (5), 则由观测器误差

系统 (8) 和 Itô公式[12], 可得

LVx̃ = b(x̃xxTPx̃xx)
{
x̃xxT[(A + LLLC)TP + P (A + LLLC)]x̃xx+

2x̃xxTPHψψψ + 2x̃xxTPF (y)
}

+

2b tr{G(y)T(2Px̃xxx̃xxTP + x̃xxTPx̃xxP )G(y)}
(11)

由 vvv 和 µµµ 的定义, 容易看出

µµµT = xxxT − vvvT = xxxT − (x̂xx−KKKCx̃xx)T = x̃xxT(I + KKKC)T

将上式代入式 (11), 并注意到式 (10), 可得

LVx̃ = b{(x̃xxTPx̃xx){−x̃xxTQx̃xx− 2µµµTψψψ + 2x̃xxTPF (y)}+

2tr{G(y)T(2Px̃xxx̃xxTP + x̃xxTPx̃xxP )G(y)}} ≤
b{−λ‖x̃xx‖4 + 2(x̃xxTPx̃xx)x̃xxTPF (y) +

2tr{G(y)T(2Px̃xxx̃xxTP + x̃xxTPx̃xxP )G(y)}} (12)

其中, λ = λmin(P )λmin(Q), λmin(P ) 是矩阵 P 的最小特征

值. 进而, 利用 Young 不等式[13] 可得

(x̃xxTPx̃xx)x̃xxTPF (y) ≤ ‖P‖2‖x̃xx‖3|y|‖F̄ (y)‖ ≤
3

4
‖P‖ 8

3 ‖x̃xx‖4 +
1

4
‖F̄ (y)‖4y4

(13)

tr{G(y)T(2Px̃xxx̃xxTP + x̃xxTPx̃xxP )G(y)} ≤
3‖P‖2‖x̃xx‖2|y|2‖Ḡ(y)‖2 ≤
3

2
‖P‖4‖x̃xx‖4 +

3

2
‖Ḡ(y)‖4y4

(14)

因此, 结合式 (12)∼ (14), 可得

LVx̃ ≤ b

(
−λ +

3

2
‖P‖ 8

3 + 3‖P‖4
)
‖x̃xx‖4 +

b

(
1

2
‖F̄ (y)‖4 + 3‖Ḡ(y)‖4

)
y4 (15)

2.2 自适应神经网络输出反馈控制器设计

基于系统 (3) 和观测器 (6), 整个系统可被表示为

dy = [x̂2 + x̃2 + a11y + φ1(y) + f1(y)]dt + gggT
1 (y)dwww

dx̂i =

[
x̂i+1 − lix̃1 +

i∑
j=1

aij x̂j + φi(¯̂xxxiii, y)

]
dt,

i = 2, · · · , n− 1 (16)

dx̂n =

[
u− lnx̃1 +

n∑
j=1

anj x̂j + φn(¯̂xxxnnn, y)

]
dt

其中, φ1(y) = ϕ1(y), φi(¯̂xxxiii, y) = ϕi(x̂1−k1(y−x̂1), · · · , x̂i−
ki(y − x̂1)), i = 2, · · · , n. 显然, 可以通过反推方法设计系统

控制器. 定义下面的坐标变换

z1 = y = x1

zi = x̂i − αi−1(y, x̂1, · · · , x̂i−1, θ̂, ŴWW ), i = 2, · · · , n

其中, θ̂ 和 ŴWW 分别是式 (24) 中的未知常数 θ 和 NN 权向量

WWW 的估计量; αi(i = 1, 2, · · · , n − 1) 为稳定化函数, 其形式

随后给出. 在上述坐标变换下, 系统 (16) 可改写为

dz1 = [α1 + z2 + x̃2 + (a11y + φ1(y)) + f1(y)]dt +

gggT
1 (y)dwww

dzi =

[
αi + zi+1 +

∑
i

−∂αi−1

∂y
(x̃2 + f1(y))−

1

2

∂2αi−1

∂y2
‖ggg1(y)‖2

]
dt− ∂αi−1

∂y
gggT
1 (y)dwww

i = 2, · · · , n− 1 (17)

dzn =

[
u +

∑
n

−∂αn−1

∂y
(x̃2 + f1(y))−

1

2

∂2αn−1

∂y2
‖ggg1(y)‖2

]
dt− ∂αn−1

∂y
gggT
1 (y)dwww

其中,
∑

i(i = 2, · · · , n) 定义为

∑
i

= −li(y − x̂1) +

i∑
j=1

aij x̂j + φi(¯̂xxxiii, y)−

∂αi−1

∂y
x̂2 − ∂αi−1

∂y
[a11y + φ1(y)]−

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂x̂j

[
x̂j+1 − lj(y − x̂1) +

j∑

k=1

ajkx̂k +

φj(¯̂xxxjjj , y)

]
− ∂αi−1

∂θ̂

˙̂
θ − ∂αi−1

∂ŴWW

˙̂
WWW
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对系统 (17), 设计下面的稳定化函数和控制律

α1 = −c1y − φ1(y)− a11y − y(ŴWW
T
SSS(y) + θ̂ψ(y))

αi = −cizi −
∑

i

−1

4

(
∂2αi−1

∂y2

)2

z3
i − 3

4
zi − Ξizi,

i = 2, · · · , n− 1 (18)

u = −cnzn −
∑

n

−1

4

(
∂2αn−1

∂y2

)2

z3
n − Ξnzn

其中, Ξi 定义为

Ξi =
3

2

(
∂αi−1

∂y

) 4
3

+
3

4

(
∂αi−1

∂y

)4

+
1

4
, i = 2, · · · , n (19)

ci 为正的设计参数; SSS(y) 为向量基函数. 将式 (18) 代入系统

(17), 即得下面的动态系统

dz1 = [−c1y − y(ŴWW
T
SSS(y) + θ̂ψ(y)) + z2 + x̃2 +

f1(y)]dt + gggT
1 (y)dwww

dzi =

[
− cizi − Ξizi − 1

4

(
∂2αi−1

∂y2

)2

z3
i − 3

4
zi + zi+1 −

∂αi−1

∂y
(x̃2 + f1(y))− 1

2

∂2αi−1

∂y2
‖ggg1(y)‖2

]
dt−

∂αi−1

∂y
gggT
1 (y)dwww, i = 2, · · · , n− 1

dzn =

[
− cnzn − Ξnzn − 1

4

(
∂2αn−1

∂y2

)2

z3
n −

∂αn−1

∂y
(x̃2 + f1(y))− 1

2

∂2αn−1

∂y2
‖ggg1(y)‖2

]
dt−

∂αn−1

∂y
gggT
1 (y)dwww (20)

2.3 稳定性分析

考虑下面的四次 Lyapunov 函数

V = Vx̃ +
1

4
y4 +

1

4

n∑
i=2

z4
i +

1

2
W̃WW

T
Γ−1W̃WW +

1

2
γ−1θ̃2 (21)

其中, W̃WW = WWW − ŴWW, θ̃ = θ − θ̂ 分别表示WWW 和 θ 的估计误

差. 按照 Itô公式和式 (20), 可得

LV = LVx̃ − c1y
4 − y4(ŴWW

T
SSS(y) + θ̂ψ(y)) +

y3(z2 + x̃2 + f1(y)) +
3

2
y2‖ggg1(y)‖2 −

n∑
i=2

[
ciz

4
i + Ξiz

4
i +

1

4

(
∂2αi−1

∂y2

)2

z6
i −

∂αi−1

∂y
(x̃2 + f1(y))z3

i − 1

2

∂2αn−1

∂y2
‖ggg1(y)‖2z3

i +

3

2

(
∂αi−1

∂y

)2

‖ggg1(y)‖2z2
i

]
− (22)

n−1∑
i=2

[
3

4
z4

i + zi+1z
3
i

]
− W̃WW

T
SSS(y)y4 − θ̃ψ(y)y4

利用 Young 不等式, 按照与式 (13) 和 (14) 类似的思路, 可

将上式转化为下面的形式

LV ≤ (−λb +
3b

2
‖P‖ 8

3 + 3b‖P‖4 +
n

4
)‖x̃xx‖4 −

n∑
i=1

ciz
4
i − y4(WWWTSSS(y) + θψ(y)) +

y4Ψ(y) (23)

其中, Ψ(y) =
b

2
‖F̄ (y)‖4 + 3b‖Ḡ(y)‖4 +

3

2
+ f̄1(y) +

3

2
‖ḡgg1(y)‖2+

n∑
i=2

1

4
f̄4
1 (y)+

n∑
i=2

‖ḡgg1(y)‖4,则可用径向基函数神
经网络 (Radial basis function neural networks, RBFNN)[9]

来逼近 Ψ(y), 得

Ψ(y) = WWWTSSS(y) + θψ(y) (24)

其中, SSS(y) = [s1(y), · · · , sl(y)]T : D → Rl 是已知的光滑向

量函数, NN 节点数 l > 1, 基函数 si(y), 1 ≤ i ≤ l 取做通常

形式的高斯函数 si(y) = exp[−(y − µi)
2/η2], µi ∈ D, η > 0

分别是基函数的中心和宽度, 其自适应律为

˙̂
θ = γψ(y)y4,

˙̂
WWW = ΓSSS(y)y4 (25)

其中, γ > 0 和 Γ > 0 为自适应增益. 将式 (24) 代入式 (23),

得到

LV ≤ (−λb+
3b

2
‖P‖ 8

3 +3b‖P‖4 +
n

4
)‖x̃xx‖4−

n∑
i=1

ciz
4
i (26)

对给定的正数 p > 0, 选择合适的参数 b, 使下面的不等式成

立

−λb +
3b

2
‖P‖ 8

3 + 3b‖P‖4 +
n

4
≤ −p (27)

进而, 有

LV ≤ −p‖x̃xx‖4 −
n∑

i=1

ciz
4
i (28)

即整个闭环系统的无穷小生成元是负半定的. 由随机 Lasalle

定理[8], 立即可得下面的稳定性结果.

定理 1. 在假设 1 和 2 的条件下, 考察包括系统 (1), 控

制律 (18) 和自适应律 (25) 在内的闭环系统, 对有界初始条

件, 下面的性质成立:

1) 闭环系统的原点平衡状态依概率稳定;

2) 对每一个 (xxx(0), ŴWW (0), θ̂(0)), 系统状态 xxx(t) 和参数估

计 θ̂(t), ŴWW (t) 满足

P

{
lim

t→∞
xxx(t) = 0

}
= 1 (29)

P

{
lim

t→∞
θ̂(t)和 lim

t→∞
ŴWW (t)存在且为有限值

}
= 1 (30)

3 仿真研究

本节将给出一个数值例子说明本文所提控制方案的有效

性. 考虑下面的二阶随机非线性系统




dx1 = (x2 + y cos y)dt + [y sin y]dwww

dx2 =
(
u + x2 − x3

2 + sin ye−y2
)

dt+

[y + y2 sin(y2)]dwww

y = x1

(31)
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在仿真中, NN 节点数 l = 9, 且假定 ψ(y) = 1, 参数

估计的初值取为 θ̂(0) = 0, ŴWW (0) = 0, 自适应增益 γ = 1,

Γ = I. 对不同的初始状态 x1(0) = −1, x2(0) = 1;

x1(0) = 1.5, x2(0) = −1 时仿真结果分别如图 1 和图 2

所示. 从中可以看出, 所设计的控制器均可以使闭环系统稳

定, 并且估计参数的极限存在且为有限值.

图 1 x1(0) = −1, x2(0) = 1 时闭环系统仿真结果

Fig. 1 Simulation results of closed-loop system for

x1(0) = −1, x2(0) = 1

图 2 x1(0) = 1.5, x2(0) = −1 时闭环系统仿真结果

Fig. 2 Simulation results of closed-loop system for

x1(0) = 1.5, x2(0) = −1

4 结论

本文首次将 ANNC 方法推广到随机非线性严格反馈系

统的输出反馈控制设计中, 并且仅采用一个 NN 补偿所有的

未知上界函数, 放松了对未知非线性项的限制条件, 结合自

适应反推方法和非线性观测器设计技术, 并通过构造一个四

次 Lyapunov 函数, 保证了闭环系统依概率稳定.
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