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多变量离散系统随机信号

跟踪性能极限

丁 李 1 关治洪 1 王后能 1

摘 要 研究线性时不变、多变量、离散系统对随机信号的跟踪性能极

限问题, 所考虑的随机参考输入信号为布朗运动序列. 研究结果表明此

类系统的跟踪性能极限完全由被控对象的结构特征和参考输入的统计特

征决定, 其中, 结构特征指被控对象的非最小相位零点和不稳定极点的位

置和方向. 作为特殊情形, 本文给出了参考输入为一致随机信号以及被控

对象仅含有单个非最小相位零点和单个不稳定极点时系统跟踪性能极限

问题的解. 最后, 给出了两自由度补偿器跟踪系统对随机信号的跟踪性

能极限.
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Tracking Performance Limitations of

Random Signal in Multivariable
Discrete-time Systems

DING Li1 GUAN Zhi-Hong1 WANG Hou-Neng1

Abstract This paper studies tracking performance limitations

in linear time invariant multivariable discrete-time systems with

a random signal reference input. The random input signal con-

sidered is the Brownian motion sequence. Results show that

tracking performance limitations in these kinds of systems de-

pend on the structure of the plant and the statistic character-

istics of the reference input. Here, the structure of the plant

represents locations and directions of the nonminimum phase ze-

ros and unstable poles. As special cases, this paper also studies

tracking performance limitations when a uniform random refer-

ence input and only a single non-minimum phase zero with single

unstable pole are considered. Finally, tracking performance limi-

tations of a two-degrees-of-freedom compensator tracking system

with a random reference input is given.

Key words Multivariable discrete-time systems, random sig-

nal, tracking performance limitations, nonminimum phase zeros,

unstable poles

控制系统的跟踪性能研究是一类经典的控制问题. 单变

量系统的最小跟踪误差由系统的非最小相位零点和时延决

定[1]. 近年来, 研究者将单变量系统跟踪性能的研究拓展到

多变量系统, 分别研究了连续、离散多变量系统的跟踪性能

问题[2−4]. 相关研究表明, 影响多变量系统跟踪性能的因素

包括时延, 非最小相位零点和不稳定极点的位置、方向, 以

及参考输入信号. 这些研究揭示了这样一个本质: 线性时不

变系统的最小跟踪误差完全地由被控对象的固有结构特征决

定, 无论采取何种补偿方式和补偿器, 系统的跟踪性能都无
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法超越由对象和参考输入共同决定的某个极限值, 即系统跟

踪性能极限. 对于多变量控制系统的跟踪性能研究, 已有的

结果均基于确定性的参考输入信号, 如: 阶跃信号、正弦信

号, 但针对随机信号的跟踪性能极限研究尚不多见. 基于此,

本文研究线性时不变、多变量、离散控制系统对随机信号的

跟踪性能极限问题. 考虑到系统输入信号的随机性, 这里研

究的是平均跟踪问题, 其结果定量地反映了当参考输入随机

变化时, 控制系统性能极限的期望值. 本文的研究, 旨在揭示

系统的跟踪性能极限与随机参考输入信号统计规律的联系,

给出由参考输入和系统结构共同决定的跟踪性能极限值, 为

跟踪系统控制器的设计提供理论上的指导.

本文的符号及相关定义说明如下: H∞ 表示所有稳定正
则实有理函数矩阵构成的空间. z̄ 表示复数 z 的共轭. xxxT 和

AT 分别表示向量 xxx 和矩阵 A 的转置, xxxH 和 AH 为相应的

共轭转置. trA 表示矩阵 A 的迹. D = {z ∈ C : |z | < 1}
表示单位开圆面, D̄ = {z ∈ C : |z | ≤ 1} 表示单位闭圆面,

∂D = {z ∈ C : |z | = 1} 表示单位圆, D̄c = {z ∈ C : |z| > 1}
表示 D̄ 的补集. ∠(uuu,vvv) = arccos

∣∣uuuHvvv
∣∣ 表示单位向量 uuu 和

vvv 的夹角. ‖F‖2F = tr(FHF ) 表示矩阵 F 的 Frobenius 范数.

L2 表示 Hilbert 空间, 定义为

L2 =

{
F : F (z) 在 ∂D 中可测,

‖F‖2 =

(
1

2π

∫ π

−π

∥∥∥F (ejθ)
∥∥∥

2

F
dθ

) 1
2

< ∞
}

相应的内积定义为

〈F, G〉 =
1

2π

∫ π

−π

tr(FH(ejθ)G(ejθ))dθ

H2 空间和H⊥2 空间为 L2 空间的子空间, 分别定义为[5]

H2 =

{
F : F (z) 在 D̄c 中解析,

‖F‖2 =

(
sup
r>1

1

2π

∫ π

−π

∥∥∥F (rejθ)
∥∥∥

2

F
dθ

) 1
2

< ∞
}

H⊥2 =

{
F : F (z) 在 D 中解析,

‖F‖2 =

(
sup
r<1

1

2π

∫ π

−π

∥∥∥F (rejθ)
∥∥∥

2

F
dθ

) 1
2

< ∞
}

它们构成了 L2 空间的一个正交对.

1 准备工作

1.1 问题描述

本文研究的问题如图 1 所示, 图中 K 为补偿器, P 为对

象, yyy 为系统输出, uuu 为布朗运动序列, 作为系统参考输入, 其

中任意通道 i 中布朗运动序列的均值为 0, 方差为 σ2
i t.

定义系统的平均跟踪误差为

J = E

{ ∞∑

k=0

eee[k]Teee[k]

}
(1)

其中, k 为采样时刻. 所要解决的问题为: 在所有镇定补偿器

集合 K 中确定一个补偿器 K, 求取系统的跟踪误差极限值,
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即系统的跟踪性能极限值, 也就是求:

J∗ = inf
K∈K

J

图 1 单自由度多变量跟踪系统

Fig. 1 One degree of freedom multivariable tracking system

1.2 预备知识

对于有理传递函数矩阵 P , 其右互质分解和左互质分解

可以表示为

P = NM−1 = M̃−1Ñ (2)

这里 N, M, Ñ, M̃ ∈ RH∞ 且满足:

[
X̃ − Ỹ

−Ñ M̃

] [
M Y

N X

]
= I (3)

其中, X, Y, X̃, Ỹ ∈ RH∞.

对于多变量控制系统, 如果 ηηηHN(s) = 0, 则称 ηηη 为零点

s 的输出方向, 如果 M̃(p)ωωω = 0, 则称 ωωω 为极点 p 的右极点

方向.

所有镇定补偿器的集合通过 Youla 参数化[5] 可以表示

为

K =
{

K : K = −(Y −MQ)(X −NQ)−1 =

− (X̃ −QÑ)−1(Ỹ −QM̃), Q ∈ RH∞
}

文献 [6−7] 表明 P 右可逆才能保证跟踪误差为有限值,

因此本文假定矩阵 P 右可逆. 此外, 类似于以往对系统跟

踪性能极限的研究, 假定所研究的系统不具有多重极点或零

点, 该假定出于技术分析简化的需要. 通过 Smith-McMillan

型定义对象 P 的非最小相位零点为 si, i = 1, · · · , Ns, 可将

N(z) 分解为

N(z) = L(z)Nm(z)

这里 z 为 Z 变换算子, Nm(z) 表示 N(z) 的最小相位部分,

L(z) 为全通部分, 可以表示为

L(z) =

Ns∏
i=1

Li(z)

Li(z) = I − |si| − 1

1− si

z − 1

1− s̄iz
ηηηiηηη

H
i (4)

其中, ηηηi 为非最小相位零点 si 的输出方向向量, 满足 ‖ηηηi‖ =

1. 上述构造方法在文献 [8−9] 中均可见到. 注意到 L(z) 的

这种构造方法使得当 z = 1 时有 L(1) = I, 后面的推导将用

到这个重要的特性.

2 主要结果

定理 1. 假设图 1 中的对象 P 含有 Ns 个非最小相位零

点和 Np 个不稳定极点, 其中,第 i 个非最小相位零点的输出

方向为 ηηηi, 第 i 个不稳定极点的输入方向为 ωωωi. yyy 为系统输

出, uuu 为零均值布朗运动序列, 且通道 i 中的布朗运动序列的

方差为 σ2
i t, i = 1, · · · , n. 则该多变量离散系统的平均最小

跟踪误差为

J∗ =

Ns∑
i=1

(
|si|2 − 1

|1− si|2
n∑

j=1

σ2
j cos2 ∠(ηηηi, eeej)

)
+

Np∑
i,j=1

(|pi|2 − 1)(|pj |2 − 1)

(1− p̄i)(1− pj)(p̄ipj − 1)
[ωωωH

i HH
i UH×

(I − L−1(pi))
H(I − L−1(pj))UHjωωωjωωω

H
j GH

j Giωωωi]

这里 eeej 表示第 j 个元素为 1 的单位向量,

U = diag{σ1, · · · , σn}

Gi =

(
i−1∏

k=1

Fk(pi)

)−H

, Hi =




Np∏

k=i+1

Fk(pi)



−1

Fi(z) = I − |pi|2 − 1

1− pi

z − 1

1− p̄iz
ωωωiωωω

H
i

证明. 由式 (1) 可以得到:

J = E

{ ∞∑

k=0

eee[k]Teee[k]

}
= trE

{ ∞∑

k=0

eee[k]eee[k]T
}

= trRe(0)

(5)

这里 Re(0) 为随机误差信号 eee[k] 的自相关函数. 将参考输入

随机信号 uuu[k] 的谱密度表示为 Su, 可以得到[10]:

J =
1

2π

∫ π

−π

tr[S(ejθ)SuSH(ejθ)]dθ =

∥∥∥∥SU
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

(6)

其中, S 为系统的灵敏度传递函数, 即从输入参量 uuu 到误差

参量 eee 的传递函数. 类似于其他离散系统跟踪性能的研究,

假定 S(z) 至少有一个零点 z = 1 以保证跟踪误差为有限值.

矩阵 U 为: U = diag{σ1, σ2, · · · , σn}. 由式 (2) ∼ (3) 可以

得到:

S(z) = (X(z)−N(z)Q(z))M̃(z)

因此有:

J∗ = inf
Q∈RH∞

∥∥∥∥(X(z)−N(z)Q(z))M̃(z)U
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

由文献[2] 知, 存在 R1(z) ∈ RH∞ 满足:

L−1(z)X(z)M̃(z) = L−1(z) + R1(z)

故可以得到:
∥∥∥∥(X(z)−N(z)Q(z))M̃(z)U

1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥((L−1(z)− I) + (I + R1(z)−

Nm(z)Q(z)M̃(z)))U
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2
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由 L(1) = I 可知 (L−1(z) − I)U 1
z−1

∈ H⊥2 , 通过选择适当

的 Q(z) 可以使 (I + R1(z)−Nm(z)Q(z)M̃(z))U 1
z−1

∈ H2,

因此有:

J∗ =

∥∥∥∥(L−1(z)− I)U
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

+

inf
Q∈RH∞

∥∥∥∥(I + R1(z)−Nm(z)Q(z)M̃(z)))U
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

利用式 (4) 计算
∥∥∥(L−1(z)− I)U 1

z−1

∥∥∥
2

2
, 可以得到:

∥∥∥∥(L−1(z)− I)U
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

=

Ns∑
i=1

∥∥∥∥
|si|2 − 1

1− si

1

1− s̄iz
ηηηiηηη

H
i U

∥∥∥∥
2

2

=

Ns∑
i=1

(
|si|2 − 1

|1− si|2
n∑

j=1

σ2
j cos2 ∠(ηηηi, eeej)

)
(7)

将 M̃(z)U 分解为 M̃(z)U = W (z)F (z), 其中, W (z) 为

最小相位部分, F (z) 为全通部分, 可以表示为 F (z) =∏Np

i=1 Fi(z). 则有:

inf
Q∈RH∞

∥∥∥∥(I + R1(z)−Nm(z)Q(z)M̃(z)))U
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

=

inf
Q∈RH∞

∥∥∥∥(I + R1(z)UF−1(z)−

Nm(z)Q(z)W (z))
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

=

inf
Q∈RH∞

∥∥∥∥
( Np∑

i=1

(I − L−1(pi))UHi(z)(F−1
i (z)− I)×

GH
i (z)

)
× 1

z − 1
+ (R2(z)−Nm(z)Q(z)W (z))

1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

注意到

( Np∑
i=1

(I − L−1(pi))UHi(z)(F−1
i (z)− I)GH

i (z)

)
×

1

z − 1
∈ H⊥2

而 R2(z) ∈ RH∞ 以及选择合适的 Q(z) 使得:

(R2(z)−Nm(z)Q(z)W (z))
1

z − 1
∈ H2

可以得到:

inf
Q∈RH∞

∥∥∥∥(I + R1(z)−Nm(z)Q(z)M̃(z))U
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥
( Np∑

i=1

(I − L−1(pi)UHi(F
−1
i (z)− I)GH

i

)
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥
( Np∑

i=1

|pi|2 − 1

1− p̄i

z − 1

z − pi
(I − L−1(pi))× UHiωωωωωωiG

H
i

)
×

1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

=

Np∑
i,j=1

(|pi|2 − 1)(|pj |2 − 1)

(1− p̄i)(1− pj)(p̄ipj − 1)
[ωωωH

i HH
i UH×

(I − L−1(pi))
H(I − L−1(pj))UHjωωωjωωω

H
j GH

j Giωωωi] (8)

由式 (7) 和 (8), 定理 1 得证. ¤
通过定理 1 可以看到, 多变量离散系统对随机信号的跟

踪性能由以下三个因素决定: 对象非最小相位零点的位置和

右极点方向, 对象不稳定极点的位置和输入方向, 随机参考

输入信号的统计特征. 其中前两个因素是由对象的结构决定

的, 第三个因素则是跟踪随机信号时特有的影响因素. 下面

我们将针对定理 1 讨论若干特殊情况.

注 1. 考虑一致多变量离散系统跟踪性能极限问题. 设

参考输入各个通道中的布朗运动序列均值为 0, 方差相同, 即

σ1 = σ2 = · · · = σn = σ. 这时定理 1 退化为如下形式:

J∗ = σ2∆ (9)

其中

∆ =

Ns∑
i=1

|si|2 − 1

|1− si|2
+

Np∑
i,j=1

(|pi|2 − 1)(|pj |2 − 1)

(1− p̄i)(1− pj)(p̄ipj − 1)
×

[ωωωH
i HH

i (I − L−1(pi))
H(I − L−1(pj))Hjωωωjωωω

H
j GH

j Giωωωi]

各个通道内的布朗运动序列方差相同, 因此可以将布朗运动

的统计特征量 σ 从极限值表达式中剥离出来. 式 (9) 中的 ∆

是由确定的对象决定的常量, 显见 σ 的增大将恶化系统的跟

踪性能.

注 2. 考虑被控对象仅含有单个非最小相位零点和单个

不稳定极点的特殊情形. 假定该非最小相位零点为 s, 输出方

向为 ηηη, 不稳定极点为 p. 则定理 1 退化为如下形式:

J∗ =
|s|2 − 1

|s− 1|2
∣∣∣∣
1− s̄p

p− s

∣∣∣∣
2

‖Uηηη‖2 (10)

更进一步, 如果参考输入信号是一致的, 则有:

J∗ =
|s|2 − 1

|s− 1|2
∣∣∣∣
1− s̄p

p− s

∣∣∣∣
2

σ2 (11)

式 (10) 和 (11) 均揭示了零极点对消对系统跟踪性能的致命

影响.

3 两自由度跟踪系统设计

通过上述分析可知, 对于单自由度补偿器跟踪, 一旦对

象和被跟踪信号确定, 就将产生一个无法超越的跟踪性能极

限. 因此要继续提高跟踪精度, 必须增加补偿器的个数. 图 2

中的两自由度补偿器系统是一种常见的广泛用于信号跟踪的
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系统结构. 在图 2 中, Dc ∈ RH∞, [NC1 NC2 ] ∈ RH∞, 补

偿器集合可以表示为[11−12]:

K2 =
{

K : K = [K1 K2] = (X̃ −RÑ)−1[Q Ỹ −RM̃ ]

Q ∈ RH∞, R ∈ RH∞
}

(12)

图 2 两自由度多变量跟踪系统

Fig. 2 Two degree of freedom multivariable tracking system

以下给出多变量离散系统采用两自由度补偿器结构跟踪

布朗运动序列的结果.

定理 2. 图 2 中两自由度多变量离散系统的平均最小跟

踪误差为

J∗ =

Ns∑
i=1

(
|si|2 − 1

|1− si|2
n∑

j=1

σ2
j cos2 ∠(ηηηi, eeej)

)
(13)

证明. 根据式 (12) 可以将式 (1) 写为

J =

∥∥∥∥(I −N(z)Q(z))U
1

z − 1

∥∥∥∥
2

2

后面的证明方法类似于定理 1 的证明. ¤
从定理 2 可以看到, 对象的不稳定极点不再影响控制系

统的跟踪性能,这是因为相对于单自由度补偿器跟踪系统,多

出的一个自由度补偿了不稳定极点带来的负面影响.

4 结论

本文研究了线性时不变、多变量离散系统的跟踪性能极

限问题, 考虑的参考输入信号为随机信号—布朗运动序列.

结果表明, 在跟踪随机信号时, 这类系统的跟踪性能除了受

到对象非最小相位零点和不稳定极点的影响外, 还与参考输

入的统计特征有关, 当输入信号序列的标准差较大时, 跟踪

性能将变差. 特殊地, 本文研究了一致参考输入以及仅有单

个非最小相位零点和单个不稳定极点时的系统跟踪性能极限

问题, 后者的研究结果表明零极点对消将显著恶化系统跟踪

性能. 最后, 本文研究了两自由度补偿器跟踪系统的跟踪性

能极限问题, 所获得的跟踪误差极值小于采用单自由度补偿

时跟踪误差的极值, 这是由于多出的自由度补偿了系统不稳

定极点带来的负面影响.
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