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基于数据挖掘与系统理论建立摩擦模糊模型与控制补偿

王永富 1 王殿辉 2 柴天佑 3

摘 要 建立机械摩擦力模型及其相应的控制补偿策略一直是人们所关注的问题. 由于摩擦力所固有的非线性及不确定特

征, 用传统的数学建模与控制补偿方法难以达到满意的系统性能要求. 本文采用模糊建模技术逼近摩擦动力系统并将辨识结

果用在前馈补偿控制器设计中. 模糊建模过程由以下 3 个部分组成: 首先采用数据挖掘技术辨识出模糊系统的模糊规则库, 然

后利用该规则库建立模糊系统的静态模型, 最后以李雅普诺夫稳定性理论为基础进一步辨识出模糊系统的动态模型. 在控制

器设计方面, 采用了自适应模糊系统前馈补偿的比例微分 (Proportional-derivative, PD) 算法. 运用李雅普诺夫稳定性分析证

明了闭环系统跟踪误差的有界性. 数值仿真结果表明了该方法的有效性和实用性.
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Data Mining and Systems Theory Based Fuzzy Modeling and

Control Compensation for Friction
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Abstract Modeling and control compensation of friction force has been a challenging task in mechanical engineering. The

traditional way, such as mathematical modeling approache, was found quite difficult to achieve satisfactory performances

due to some immanent nonlinearity and uncertainties of the system. This paper aimed to develop fuzzy modeling techniques

to characterize the friction dynamics, which can then be employed in a feed-forward compensation controller design. The

proposed fuzzy modeling approach is three fold: extraction of fuzzy rules using data mining techniques, setup of static

model based on the fuzzy rules, and fuzzy identification of dynamic model according to Lyapunov theory. An adaptive

version of the fuzzy feed-forward compensation proportional-derivative (PD) control law was employed in the control

system. A theoretical result on estimates of error bounds for closed-loop systems was established by the well-known

Lyapunov stability theory. An numerical example was analysed in details and simulation results demonstrated its the

usefulness and effectiveness.
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摩擦是一种复杂的、非线性的、具有不确定性的

自然现象. 摩擦的存在降低了系统的性能, 特别是对
某些系统, 如机械手、数控机床、转台以及坐标测量
机而言, 摩擦对这些系统性能的提高构成了严重的
障碍. 在工程实际中为了克服摩擦给机械系统带来
的危害, 人们从控制角度提出了一些补偿方法[1−10].
总的来说, 分为以下两大类: 如果已知摩擦模型, 便
可以在控制系统中施加一个控制作用, 使之抵消每
一瞬时的摩擦力, 这样就可以消除摩擦对系统性能
的影响, 这就是基于摩擦模型的补偿. 不依赖于模型
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的补偿主要是基于高增益 PD 控制器补偿方法.
基于摩擦模型的补偿是人们对摩擦的物理过程

给出一种近似的数学模型, 通过摩擦实验数据辨识
其参数. 这种基于摩擦模型的补偿技术主要问题是:
1) 由于摩擦的内在机理还在探索与研究中, 人们提
出的多种摩擦模型没有形成统一的描述形式, 在实
际应用中很难确定哪种摩擦模型更合适; 2) 现有的
摩擦模型只是对真实摩擦过程的一种近似描述, 故
在控制补偿时很难保证控制精度; 3) 现有这些摩擦
模型从形式上看比较复杂, 很难进行控制系统的稳
定性分析. 另外, 不依赖于模型的高增益 PD 补偿的
主要问题是只能在一定程度上减小摩擦的影响且鲁

棒性与稳定性较差.
非线性系统的自适应模糊建模与控制的基本出

发点是仿人的智能以实现对复杂不确定性系统进行

有效的建模与控制, 它具有从环境自学习、适应环境
的能力. 从智能建模与控制角度出发, 研究摩擦的智
能建模与控制补偿应是提高含摩擦环节的机电系统

性能的一条值得探索的途径. 我们知道, 摩擦实验可
以产生大量的摩擦实验数据, 而这些实验数据为用
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智能建模 (神经网络或模糊系统) 提供了数据基础.
本文将采用如下思路研究摩擦的智能建模与控制补

偿问题: 1) 基于数据挖掘技术对摩擦实验数据进行
模糊规则的挖掘; 2) 基于此模糊规则库建立摩擦的
基础模糊模型 (静态模型); 3) 结合具体的对象与控
制问题, 从 Lyapunov 稳定性导出自适应参数, 建立
摩擦的自适应模糊模型 (动态模型) 并设计相应的
控制器; 4) 进行仿真实验对比分析.

1 常用摩擦模型及在补偿中的问题

对摩擦非线性环节建立准确的数学模型, 无论
是对认识摩擦现象, 还是对其进行控制补偿都是十
分重要的. 因此, 有关摩擦建模的研究一直非常活
跃, 到目前为止, 已提出的摩擦模型有几十种, 主要
分为静态摩擦模型和动态摩擦模型两大类. 其中静
态摩擦模型主要包括经典摩擦模型 (静摩擦 + 库仑
+ 粘性模型)、指数模型、Karnopp 模型等; 动态摩
擦模型主要包括 LuGre 模型、七参数模型等. 下面
简要介绍在控制补偿常用的几种模型及存在的问题:

1) 基于静摩擦 + 库仑 + 粘性模型的补偿方法
摩擦力最早是由 DaVinci 于 1519 年发现的.

Coulomb 在 1785 年提出了与速度成函数关系的摩
擦力模型,该模型在零速度时不连续. Morin于 1833
年又引入了静摩擦力的概念. 1866 年, Reynolds 进
一步引入粘滞摩擦的概念, 从而形成了至今仍广泛
使用的 “静摩擦 + 库仑摩擦＋粘滞摩擦” 的模型.
但该模型是摩擦的静态模型, 不能刻画摩擦的动态
行为 (见图 1 (a), (b) 和 (c)).

图 1 几种典型的摩擦力模型

Fig. 1 Several classical models of friction force

2) 基于指数摩擦模型的补偿方法
指数模型 (见式 (1)) 是对经典模型 (静摩擦 +

库仑 + 粘性模型) 的一种发展. 该模型虽然是静态

摩擦模型, 但它在描述摩擦现象时, 考虑了 Stribeck
效应, 指数模型对摩擦现象的描述更为精确, 因此基
于指数模型的摩擦补偿控制对于提高系统的超低速

性能和抑制稳态极限环振荡有明显的效果. 但由于
指数模型的参数空间是非线性的, 使得参数的在线
辨识较为困难, 这也是基于指数模型的摩擦补偿难
点所在 (见图 1(d)).

F =





F (v), v 6= 0
Fe, v = 0 且 |Fe| < Fs

Fssgn(Fe), 其他
(1)

3) 基于 Karnopp 摩擦模型的补偿方法
采用基于Karnopp模型 (见式 (2)) 的摩擦补偿

方法的突出优点在于对速度信号的测量精度要求不

高, 且能较好地改善系统在零速时的动态响应, 因此
在实践中深受控制系统工程师们欢迎. 该模型只考
虑了摩擦与稳恒速度的关系, 当速度发生变化时, 摩
擦会表现出滞后于速度的动特性, 该模型就不足以
刻画真实的摩擦力 (见图 1(e)).

F =





F (v), |v| > dv

Fe, |v| < dv 且 |Fe| < Fs

Fs, 其他

(2)

4) 基于 LuGre 摩擦模型的补偿方法
1995 年, Canudas 等提出了 LuGre 模型 (见式

(3)), 这是一个较为完善的动态摩擦模型, 它能较精
确地描述摩擦的动态和静态特性, 目前, 基于 LuGre
模型的摩擦补偿控制已成为理论和应用研究的一个

热点. 该方法的优点在于对摩擦环节的动态特性的
补偿效果好, 其难点是参数辨识很困难.





F = σ0z + σ1ż + σ2υ

ż = υ − |υ|z
g(υ)

σ0g(υ) = Fc + (Fs − Fc)e−| υ
υs |2

(3)

我们相信, 随着对摩擦机理的深入研究以及其
他相关学科的发展, 将会有更精确的摩擦模型被提
出. 从上面的摩擦机理模型的发展进程可以得出以
下基本结论: 1) 缺少一个比较直观的、具有明显物
理意义且能够精确描述摩擦静态、动态特性的摩擦

模型; 2)人们提出了多种摩擦模型, 但它们没有形成
统一的描述形式, 在实际应用中很难确定哪种摩擦
模型更合适; 3) 现有的摩擦模型要么过于简化, 易
于实现控制补偿但很难保证控制精度, 要么过于复
杂, 使得参数辨识很难、不易于实现控制补偿; 4) 现
有这些摩擦模型从理论上很难把控制器设计与稳定

性分析有机地结合起来.
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2 数据挖掘法建立摩擦的静态模型

在工业过程建模领域中, 对于那些非线性复杂
系统, 建立精确的数学模型非常困难. 实际应用中,
人们发现利用专家经验建立系统的模糊描述模型是

一行之有效的方法, 但模糊规则的获取是模糊建模
的成功关键. 模糊规则的获取一般有 3 种方法: 1)
专家语言产生规则; 2) 从样本数据中自动产生规则;
3) 样本数据结合专家语言产生混合规则. 近年来,
从样本数据中自动产生规则引起了人们的极大关注,
其主要原因在于简单系统可以采用专家语言产生规

则, 但是当变量增多及变量的模糊集分割过多时, 单
纯依靠专家语言知识获取模糊规则是十分困难的.
结果, 梯度下降法、最小二乘法、遗传算法、模糊聚
类和神经网络等方法相继被提出用于从样本数据中

自动产生模糊规则[11−12]. 不幸的是, 这些方法要求
不断地反复学习或是产生规则的机理过于复杂, 使
得工程难以实施.

文献 [13] 提出了从样本数据中获取模糊规则的
查表法, 此方法的优点是简单实用, 已成为该领域的
经典方法并被广泛引用, 但查表法的主要缺点是产
生的模糊规则库缺乏良好的完备性和鲁棒性. 数据
挖掘是一种基于数据库的自动信息提取技术, 近年
来已成为一个逐渐兴起的研究领域. 采用数据挖掘
方法产生的模糊规则库和查表法相比具有良好的完

备性和鲁棒性,从而提高了模糊模型的精度[14],本文
首先采用数据挖掘方法挖掘摩擦的模糊规则库, 基
于此库建立摩擦的基础模糊模型.

2.1 摩擦实验数据的采集

正电子发射型计算机断层显像 (Positron emis-
sion computed tomography, PET) 技术采用特殊
的体外测量仪器探测这些正电子核素在人体全身各

脏器的分布情况[15]. 其中做衰减扫描时棒源进给装
置如图 2 所示.

图 2 棒源进给装置

Fig. 2 Feeding device for rod source

该装置在进给时存在摩擦力以及棒源的颤抖都

将影响图像的质量. 我们将采集该装置的摩擦力数
据进行建模与控制补偿研究. 该部分的系统采集与
控制的结构简图如图 3 所示.

图 3 系统采集与控制的结构图

Fig. 3 Structure diagram of acquisition and control

在上面控制系统结构中: 主机和 PC104+ 通
过远程过程调用的 Socket 接口进行通讯连接;
PC104+ 向伺服系统传送控制指令; 通过编码器
反馈所需要的信号. 在该实验中通过文献 [1] 使用的
Breakaway 方法采集摩擦实验数据, 通过几次采集
的结果如图 4 所示.

图 4 检测的摩擦力数据

Fig. 4 Friction force data measured

2.2 摩擦模糊规则库的数据挖掘

下面给出用数据挖掘方法产生摩擦模糊规则库

的主要步骤, 这种方法的优点保证了无论是用小样
本数据还是大样本数据产生的摩擦模糊规则库都是

完备的. 另外, 这种方法保证了即使在样本数据中混
入少量坏数据, 产生的规则库仍能保证模糊模型的
性能, 即规则库具有良好的鲁棒性.
步骤 1. 摩擦的模糊变量及隶属度函数的选择.
由前面的摩擦模型可知摩擦力是速度的函数,

即摩擦力随速度的变化而变化. 故把速度作为模
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糊规则库的前提变量, 而把摩擦力做为结论变量.
如 ẋ 的模糊量可取: {NB,NS, ZR, PS, PB}, 隶
属度函数取高斯函数. 如 F 的模糊量可取: {NB,
NS,ZR, PS, PB}, 隶属度函数取三角型函数.
步骤 2. 摩擦的关系数据库转换为模糊型关系

数据库.
首先把 ẋ 和 F 的采集数据存放到普通型关系

数据库表中. 然后把 ẋ 和 F 的数据转换成隶属度函

数值存放到模糊型关系数据库表中.
在摩擦的普通型关系数据库中, 设 T =

{t1, t2, · · · , tD} 表示一个普通型关系数据库, ti 表

示 T 的第 i 个元组, A = {ẋ, F} 表示摩擦属性集,
tj[ẋ] 和 tj[F ] 分别表示属性 ẋ 和 F 在第 j 个元组

上的值.
在摩擦的模糊型关系数据库中, 设 X = {ẋ},

Y = {F} 是 A 的子集, 且 X ∩ Y = ∅. 其中, X

和 Y 分别表示单入单出摩擦模糊系统的前提变量

和结论变量所对应的属性集. 对前提属性 ẋ 在区间

[α1, β1] 上定义 N 个模糊集 Aj (j = 1, 2, · · · , N),
且 Aj 在 [α1, β1] 上是完备模糊集. 类似地, 对结
论属性 F 在 [α2, β2] 定义 N 个模糊集 Bj (j =
1, 2, · · · , N), 它们在 [α2, β2] 上也是完备模糊集. 通
过上面的定义可以得到, 前提变量 ẋ 的模糊集合为

A = {A1, · · · , AN},结论变量 F 的模糊集合为B =
{B1, · · · , BN}. 设 SA = {Ai} (i = 1, 2, · · · , N),
SB = {Bj} (j = 1, 2, · · · , N) 分别是 A, B 的子

集. 一个普通型关系数据库 T = {t1, t2, · · · , tD} 转
换为模糊型关系数据库 FTS = {µt1 , µt2 , · · · , µtD

},
S = SA ∪ SB 表示模糊属性集.

步骤 3. 计算摩擦模糊规则的支持度.
从数据挖掘的角度看, 如果一条模糊规则有实

际意义, 它必须具有足够的支持度, 它反映了样本元
组对该条规则的支持程度. 现定义支持度如下:

Support (ẋ ⇒ F ) =

D∑
k=1

[µSA
(ẋ)× µSB

(F )]

D
(4)

其中, µSA
(ẋ) 为归一化后样本元组中的第 k 个元

组中的前提变量 ẋ 在模糊集合 SA 中的隶属度,
µSB

(F ) 为第 k 个元组中的结论变量 F 在模糊集

SB 中的隶属度, D 为元组的总个数.
由上面的支持度定义可以看出, 数据挖掘

法所产生的某条模糊规则是所有空间样本数据

(t1, · · · , tD) 选举出的结果. 有理由相信数据挖掘
方法所选举出的规则比单纯用空间样本部分数据

(如查表法) 所选举出的规则更可靠、更可信. 即使
在样本数据中有个别坏数据, 也会被众多好数据进
行有效的屏蔽, 由个别坏数据选举出坏规则的现象

将在一定程度上得到抑制.
步骤 4. 创建完备的摩擦模糊规则库.
首先, 算法要保证由前提变量构成的每个模糊

子空间都能被遍历, 其次, 结论变量在模糊子空间选
用哪个模糊集, 由规则的最大支持度决定. 算法的主
要步骤如图 5 所示.

图 5 创建完备的摩擦模糊规则库流程

Fig. 5 Process of creating complete friction rules base

通过上面的遍历产生了完备的模糊规则

库. 如图 6 所示, 对于前提变量 ẋ 的某个模

糊集 {NB} 将遍历结论变量 F 的所有模糊集

{NB,NS,ZR, PS, PB}. 但结论变量 F 最终选

择哪个模糊集由最大支持度决定, 由这些规则构成
了所有模糊规则的一个子空间, 该子空间是最后选
择的模糊规则库 (由图 6 星号构成的空间).

图 6 最大支持度决定的模糊规则子空间

Fig. 6 Fuzzy rules subspace based on maximum support

2.3 建立摩擦的静态模糊模型

由上面最大支持度决定的摩擦模糊规则子空间
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构成如下模糊语句

R(j) : if ẋ is Aj then F is Bj (j = 1, · · · ,M) (5)

其中, ẋ ⊂ R 作为模糊系统的输入, 把要辨识的摩擦
力 F ⊂ R 作为模糊系统的输出, Aj 和 Bj 是模糊

集, M 表示规则的条数.
在建立了上面的摩擦模糊语句后,采用文献 [16]

提出的单值模糊化、乘积运算、加权平均反模糊化

可得到下面的摩擦静态模糊模型.

F̂ (ẋ) =

M∑
j=1

F̄ j(µAj (ẋ))

M∑
j=1

(µAj (ẋ))
(6)

其中, F̄ j 是模糊隶属度函数 µBj (F j) 取得最大值的
点, 也就是 µBj (F j) = 1 时. 若定义下面的模糊基
函数

ξj =
µAj (ẋ)

M∑
j=1

(µAj (ẋ))
(7)

式 (6) 可以改写成如下的形式

F̂ (ẋ) = θθθTξξξ(ẋ) (8)

其中, θθθ = [F̄ 1, F̄ 2, · · · , F̄ M ]T 表示该模糊系统的参
数向量, ξξξ(ẋ) = [ξ1(ẋ), ξ2(ẋ), · · · , ξM(ẋ)]T 表示模
糊基函数向量.
如果单纯从摩擦建模角度来看, 模糊系统的参

数向量 θθθ = [F̄ 1, F̄ 2, · · · , F̄ M ]T 一般取模糊隶属度
函数 µBj (F j) = 1 最大值的点. 但此时的参数向量
不是自适应的, 此时称为摩擦的静态模糊模型. 下面
将结合 Lyapunov 稳定性进一步导出参数向量的自
适应特性, 也就是摩擦的动态模糊模型, 从而用该自
适应模糊模型在线逼近摩擦力.

3 Lyapunov稳定性建立摩擦的动态模型及

控制器设计

为了便于问题的描述, 考虑文献 [2] 所用的一维
运动系统, 系统运动方程如下

mẍ = u− F (9)

其中, m 为运动体的质量; x 为运动体的输出位移;
F 为摩擦力; u 为控制力.
若式 (9) 中的摩擦力已知, 可采用基于摩擦模

型补偿的 PD 经典控制器, 也就是如下方程

u = kpe + kdė + F (10)

其中, e = xd − x, ė = ẋd − ẋ. xd 是已知的系统期

望输出位移, kp 和 kd 分别表示比例和微分系数.

把式 (10) 代入式 (9) 可得如下动态误差方程

më + kdė + kpe = mẍd (11)

上面的控制器在运动系统中得到了广泛应用, 它在
定位调节控制中取得了十分满意的性能; 在跟踪控
制中能保证跟踪误差的有界性.
式 (11) 的结果是在假设摩擦力 F 已知情况下

得到的. 对摩擦项 F 来说, 由于建立精确摩擦模型
的高难性, 得到精确算法 (10) 是不可能的. 为此, 拟
用前文的模糊系统替代方程 (10) 中的摩擦项, 可得
如下方程

u = kpe + kdė + F̂ (12)

其中, F̂ 代表前文提到的模糊系统, 把式 (12) 代入
式 (9) 可得如下动态误差方程

më + kdė + kpe = mẍd + F − F̂ (13)

因 xd是有界的、已知的参考输入,故可以把mẍd+F

看成是摩擦的广义函数, 式 (13) 等价如下方程

ë + k2ė + k1e = m−1[Fg − F̂ ] (14)

其中, k2 = m−1kd, k1 = m−1kp, Fg = mẍd +F . 下
面用模糊系统对广义摩擦项进行逼近, 定义最优参
数向量为

θθθ∗ = arg min
θθθ∈Ωθ

[sup‖F̂ − Fg‖] (15)

其中, Ωθ 表示 θθθ 的界, 那么最小逼近误差可表示如
下方程

ε = Fg − θθθ∗Tξξξ(ẋ) (16)

由式 (14) 和 (16) 知, 式 (14) 可写成

ë + k2ė + k1e = m−1[θ̃θθ
T
ξξξ(ẋ) + ε] (17)

其中, θ̃θθ = θθθ∗ − θθθ. 式 (17) 也等价如下形式

ėee = Aeee + BBBũ (18)

其中

A =

(
0 1
−k1 −k2

)
, BBB =

(
0
1

)

eee = [e, ė]T, ũ = m−1[θ̃θθ
T
ξξξ(ẋ) + ε]

下面结合 Lyapunov 稳定性把第 2 部分基于数
据挖掘形成的摩擦基础模糊模型 (静态模型) 转变
成摩擦的自适应模糊模型 (动态模型). 设正定解
P > 0 满足如下 Lyapunov 方程

ATP + PA = −Q (19)
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证明. 取 Lyapunov 函数为

V =
1
2
eeeTPeee +

m−1

2γ
tr(θ̃θθ

T
θ̃θθ) (20)

求沿式 (20) 的微分, 可推出

V̇ =
1
2
eeeTPėee +

1
2
ėeeTPeee +

m−1

γ
tr(θ̃θθ

T ˙̃
θθθ) (21)

因为
˙̃
θθθ = −θ̇θθ, 结合式 (19) 可得

V̇ =
1
2
[eeeT(PA + ATP )eee]+

m−1(θ̃θθξξξ(ẋ) + ε)BBBTP − m−1

γ
tr(θ̃θθ

T
θ̇θθ) (22)

若使 θ̇θθ = γBBBTPeeeξξξ(ẋ) 并结合式 (19), 上面方程对消
一部分后可得到

V̇ = −1
2
eeeTQeee + m−1εBBBTPeee (23)

V̇ ≤ −1
2
‖eee‖[λmin(Q)‖eee‖ − 2m−1‖ε0‖λmax(P )]

(24)
其中, ε0 是 ε 的界, 从式 (24) 可以看出其是变号函
数, 但只要方括号中的项大于零就可得 V̇ < 0, 即满
足下式

‖eee‖ >
2‖ε0‖λmax(P )

mλmin(Q)
(25)

由标准 Lyapunov 理论可知, 只要误差项大于
式 (25) 的右边项, 因 V̇ < 0 那么跟踪误差就会减
小. 这也说明跟踪误差的有界性, 即

‖eee‖ <
2‖ε0‖λmax(P )

mλmin(Q)
(26)

式 (26) 的有界性说明闭环系统的跟踪误差最终
进入某一个紧集. 由式 (26) 还可以看出, 跟踪误差
的界依赖于建模误差的界 ε0, 如果建模误差为零, 那
么将取得零跟踪误差. 所以说模糊系统对摩擦的逼
近精度对系统的精度提高是至关重要的, 故本文首
先基于数据挖掘技术建立了摩擦的静态模型, 然后
根据 Lyapunov 稳定性建立了摩擦的动态模型, 从
而提高对摩擦的逼近精度. ¤
定理 1. 若采用式 (27) 和 (28) 摩擦动态模型,

其中自适应参数由式 (27) 在线调节且控制器采用式
(29), 从上面证明可知跟踪误差必收敛到某一紧集.

θ̇θθ =





γBBBTPeeeξξξ(ẋ),若 ‖θθθ‖ < M 或

(‖θθθ‖ = M 且 γBBBTPeeeξξξ(ẋ) ≥ 0)
P [·], 若 ‖(θθθ‖ = M 且

γBBBTPeeeξξξ(̇x) < 0

(27)

F̂ = θθθTξξξ(ẋ) (28)

u = kpe + kdė + F̂ (29)

其中, P [·] 是投影算子, 正定解 P > 0 满足 Lya-
punov 方程 (19).

4 仿真实验

把文中所采用的摩擦建模与控制补偿用于如下

运动系统进行仿真实验.

mẍ = u− F (30)

1) 系统参数选择
m = 4/3, 参考信号为: xd = sin(t), ẋd =

cos(t). 选择 Q =
(

6 000 1 200

1 200 260

)
, 解 Lyapunov

方程 (19) 可得 P =
(

600 20

20 10

)
.

2) ẋ 和 F 的隶属度函数

ẋ 的模糊量取 {NB,NS, ZR, PS, PB}, 隶属
度函数取高斯函数. 5 组参数分别为: [0.1, −0.5],
[0.1, −0.25], [0.1, 0.0], [0.1, 0.25], [0.1, 0.5]. F 的

模糊量取 {NB,NS, ZR, PS, PB}, 隶属度函数取
三角型函数. 5 组参数分别为: [−30, −20, −10],
[−20, −10 0], [−10, 0, 10], [0, 10, 20], [10, 20, 30].

3) 摩擦数据的关系表建立
首先, 建立 ẋ 和 F 的 10 个样本数据采集点

t1 ∼ t10 的普通型关系表 (见表 1). 然后, 将 ẋ 和 F

的 10 个样本数据采集点的普通型关系表转换成模
糊型关系表 (见表 2).

表 1 样本数据

Table 1 Sample data

序号 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10

ẋ −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 +0.1 +0.2 +0.3 +0.4 +0.5

F −20 −18 −17 −16 −14 +14 +16 +17 +18 +20

注: 上表为节省篇幅, 实际应行列互换或转置.

4) 计算全部支持度
基于最大支持度建立模糊规则库的定义, 由表 3

的计算结果可得如下模糊规则库:
If ẋ is NB then F is NB

If ẋ is NS then F is NB

If ẋ is ZR then F is NS or PS

If ẋ is PS then F is PB

If ẋ is PB then F is PB
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表 2 模糊化的样本数据

Table 2 Fuzzified sample data

序号 ẋNB ẋNS ẋZR ẋP S ẋP B FNB FNS FZR FNS FNB

µt1 1.00 0.04 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.30

µt2 0.61 0.32 0.00 0.00 0.00 0.80 0.20 0.00 0.00 0.00

µt3 0.14 0.88 0.01 0.00 0.00 0.70 0.30 0.00 0.00 0.00

µt4 0.01 0.88 0.14 0.00 0.00 0.60 0.40 0.00 0.00 0.00

µt5 0.00 0.32 0.61 0.00 0.00 0.40 0.60 0.00 0.00 0.00

µt6 0.00 0.00 0.61 0.32 0.00 0.00 0.00 0.00 0.60 0.40

µt7 0.00 0.00 0.14 0.88 0.01 0.00 0.00 0.00 0.40 0.60

µt8 0.00 0.00 0.01 0.88 0.14 0.00 0.00 0.00 0.30 0.70

µt9 0.00 0.00 0.00 0.32 0.61 0.00 0.00 0.00 0.20 0.80

µt10 0.00 0.00 0.00 0.04 1.00 0.30 0.00 0.00 0.00 1.00

表 3 计算出的支持度

Table 3 Calculated degrees of support

Support FNB FNS FZR FP S FP B

ẋNB 0.16 0.02 0.00 0.00 0.03

ẋNS 0.16 0.09 0.00 0.00 0.00

ẋZR 0.03 0.04 0.00 0.04 0.03

ẋP S 0.00 0.00 0.00 0.09 0.16

ẋP B 0.03 0.00 0.00 0.02 0.16

5) 由模糊规则库建立静态模糊模型
图 7 左边和右边曲线分别表示第 3 条规则的结

论变量分别取 NS 或 PS 时的模糊模型. 第 3 条规
则的结论变量若取NS 和 PS 的平均将形成图 7 中
间曲线. 由摩擦的对称性可知, 图 7 中间曲线是比较
理想的模型. 在后面将用图 7 中间曲线做为摩擦的
静态模糊模型, 然后自适应在线调节参数, 这时的参
数初值为 θθθ = [−20,−20, 0, 20, 20]T.

图 7 基于规则库建立的摩擦静态模糊模型

Fig. 7 Static fuzzy models based on fuzzy rules base

6) 摩擦的动态模糊模型及控制器
由式 (27)∼ (29) 可得摩擦的动态模糊模型及控

制器. 其中, γ = 10, 其他参数如前文所示.
7) 跟踪实验结果与分析
在进行跟踪控制仿真实验中, 假设式 (30) 中

摩擦力模型为最大静摩擦力, 也就是当 ẋ 6= 0 时,
F = Fm = |20|; 当 ẋ = 0 时, F = 0. 通过Matlab
的 ode45 模块可得到以下几种情况:
情况 1. 假设系统中无摩擦力存在, 设计控制器

u = kpe + kdė. 其中, kp = 200, kd = 20, 仿真结果
如图 8 所示, 可以看出稳态误差 ess = ±0.01 内.
情况 2. 假设系统模型中存在摩擦, 设计控制器

u = kpe + kdė. 其中, kp = 200, kd = 20, 仿真结果
如图 9所示, 可以看出稳态误差在 ess = 0.1内波动.

结论 1. 前两种仿真对比说明, 在控制器设计时
应考虑系统摩擦的影响, 否则控制精度变低.

图 8 情况 1 误差的跟踪曲线

Fig. 8 Trajectory curve of error in Case 1

图 9 情况 2 误差的跟踪曲线

Fig. 9 Trajectory curve of error in Case 2

情况 3. 假设系统模型中存在摩擦, 控制器设
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计采用了摩擦的动态模糊模型, 也就是 u = kpe +
kdė + F̂ . 其中, kp = 200, kd = 20, 仿真结果如图
10 所示, 可以看出稳态误差 ess = ±0.01 内.

情况 4. 假设系统模型中存在摩擦, 控制器取高
增益 u = kpe+ kdė. 其中, kp = 2 000, kd = 200, 仿
真结果如图 11 所示, 可以看出稳态误差从 ess = 0.1
改变到 ess = 0.01 内波动.
结论 2. 基于动态模糊模型补偿的控制器有良

好的性能, 只是在短暂的动态过程不如高增益 PD.

图 10 情况 3 误差的跟踪曲线

Fig. 10 Trajectory curve of error in Case 3

图 11 情况 4 误差的跟踪曲线

Fig. 11 Trajectory curve of error in Case 4

5 结论

本文对机械系统的不确定摩擦力采用了模糊系

统进行在线逼近, 并形成了基于模糊系统前馈补偿
摩擦的 PD 控制器. 其中该模糊系统的辨识分为两
个步骤: 首先采用数据挖掘技术辨识出模糊系统的
静态模型, 然后基于 Lyapunov 稳定性进一步辨识

出模糊系统的动态模型. 理论分析和仿真实验说明
采用该控制系统不但可以获得较好的跟踪性能, 而
且具有良好的稳定性.
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