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基于自适应UKF算法的小型水下机器人导航系统

孙 尧 1 张 强 1 万 磊 2

摘 要 针对海流扰动及姿态、航向误差角引起的无法确知的导航系统模型误差, 设计了一种带模型误差的自适应无迹卡尔

曼滤波器 (Adaptive unscented Kalman filter, AUKF)用于小型水下机器人 (Small autonomous underwater vehicle, SAUV)

推位导航系统. 首先提出了小型水下机器人三维运动连续时间模型; 然后针对该模型特点, 基于极大后验估值原理推导了

AUKF 算法. 仿真结果说明该算法能够克服海流扰动及姿态和航向误差引起的模型误差. 对比经典无迹卡尔曼滤波器算法,

采用该算法的小型水下机器人推位导航系统在复杂海况下的滤波精度显著提高.
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Small Autonomous Underwater Vehicle Navigation System Based on

Adaptive UKF Algorithm
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Abstract Ocean current disturbance and attitude, heading errors can cause uncertain navigation system model error.

To solve the above problem, an adaptive unscented Kalman filter (AUKF) with model error is designed for a small

autonomous underwater vehicle′s (SAUV) dead reckoning (DR) navigation system. Firstly, three-dimensional motion

of SAUV continuous time model is designed. Then, the proposed AUKF algorithm is deduced according to maximum

a posterior (MAP) theory. Finally, simulation results show that the algorithm can overcome the model error caused

by disturbance currents and attitude, and heading errors. Compared with the conventional UKF algorithm, the filter

precision of the SAUV′s DR navigation system in complex sea state is improved a lot by adopting the proposed algorithm.

Key words Adaptive unscented Kalman filter (AUKF), small autonomous underwater vehicle (SAUV), dead reckoning

navigation system, nonlinear, maximum a posterior (MAP) estimation

根据美国海军和水下机器人行业的通行标准,
主尺度在 2∼ 3 米之间的水下机器人称为小型水
下机器人 (Small autonomous underwater vehicle,
SAUV). 由于具有体积小、机动灵活、成本低、搭
载方便等特点, SAUV 在未爆炸武器搜寻、海洋勘
查、电缆跟踪与检查、能源矿产资源探测、船体检

查等领域得到广泛应用[1−5]. 在 SAUV 执行任务的
过程中, 导航系统的精度十分重要, 如果导航系统
提供了错误的位置或姿态信息将会导致规划系统对

收集到的数据解释错误, 影响控制系统的精度甚至
会导致 SAUV 系统在执行任务的过程中突然失效.
然而实际应用中, SAUV 推位导航系统的精度却极
易受到海流扰动等海洋环境干扰因素的影响, 针对
这个问题, 文献 [6] 提出一种能够对海流进行估计
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的二维导航定位算法, 在 SAUV 执行水面任务的情
况下, 取得了令人满意的结果. 然而该算法由于受
到系统能观性条件的制约而无法应用于 SAUV 的
三维导航定位. 文献 [7] 提出的模糊扩展卡尔曼滤
波器 (Fuzzy extended Kalman filter, FEKF) 虽然
可以实现 SAUV 的三维导航定位, 但是却在克服
海流扰动方面无能为力, 而且就扩展卡尔曼滤波器
(Extended Kalman filter, EKF) 而言, 也存在非线
性一阶线性化近似精度偏低和需要计算非线性雅

可比矩阵的局限性. 无迹卡尔曼滤波器 (Unscented
Kalman filter, UKF)基于 Julier等[8−9] 提出的UT
(Unscented transformation) 变换, 采用一组精选
的 Sigma 点经过非线性系统的映射传递随机量的
统计特性, 而后利用加权统计线性回归 (Weighted
statistical linear regression, WSLR)[10−12] 估计随

机状态变量的均值和协方差, 计算量与 EKF 同阶,
非线性函数统计量 (均值和方差) 的精度至少可以达
到 2 阶, 如果采用特殊的采样策略可以达到更高的
精度[13]. 但经典 UKF 算法的设计往往基于精确的
非线性系统模型, 在 SAUV 的导航定位中, 因受海
流扰动和传感器精度低等多方面因素的影响, 满足
这个要求无疑是困难的, 由此引起的模型误差会使
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UKF 的滤波精度下降, 甚至发散, 导致整个 SAUV
系统瘫痪.

解决上述问题的一个办法是设计一种能够克

服模型误差的自适应无迹卡尔曼滤波器 (Adaptive
unscented Kalman filter, AUKF), 使得 SAUV 导
航系统在滤波计算的同时, 能够利用先验统计特性
和观测量对模型误差进行实时修正. 文中设计的带
模型误差的 AUKF 算法可以在系统模型不准确的
情况下依然保持极高的稳定性和收敛性, 且算法简
单易于实现. 仿真结果表明, 尽管存在模型误差, 基
于该算法的 SAUV 导航系统不但滤波收敛性极好,
而且三维定位精度较高.

1 SAUV三维推位导航系统动态模型

SAUV 三维推位导航系统传感器包括 1 个深
度计, 1 个三维 Doppler 测速声纳, 3 个 MEMS
(Micro electro mechanical system, MEMS) 陀螺
仪, 3 个 MEMS 加速度计和 3 个磁强计. 其中, 深
度计可以提供 SAUV 的深度信息, Doppler 测速声
纳提供艇体系下三维速度信息; 而陀螺仪、加速度和
磁强计各自相互垂直安装, 构成姿态航向参考系统
(Attitude and heading reference system, AHRS),
提供 SAUV 的姿态和沿艇体系 b 的三维加速度信

息. 根据惯性导航相关理论, 采用北东地导航坐标
系描述 SAUV 三维推位导航系统动态模型. 与之
对应的笛卡尔坐标系各轴定义为 x 轴指北, y 轴指

东, z 轴指向地心. 同时定义 SAUV 的横滚轴为
xb, 纵摇轴为 yb, 偏航轴为 zb, 构成右手笛卡尔艇
体坐标系 b. SAUV 在导航系下的位置矢量为 PPP =
[ px(t) py(t) pz(t) ]T; 在艇体系 b 下的速度矢量

为 VVV = [ vxb(t) vyb(t) vzb(t) ]T, 加速度矢量为

AAA = [ axb(t) ayb(t) azb(t) ]T. 定义 SAUV 的横
滚角为 γ, 纵摇角为 θ, 航向角为 ψ, 经欧拉角计算得
到艇体系 b 到水平面坐标系 h 的姿态矩阵

Ch
b =




cos θ sin θ sin γ sin θ cos γ

0 cos γ − sin γ

− sin θ cos θ sin γ cos θ cos γ


 (1)

选取位置矢量 PPP , 速度矢量 VVV , 加速度矢量 AAA

和航向角 ψ 作为 SAUV 运动连续时间模型的状态
矢量, 该模型由式 (2) 和式 (3) 确定.

ẊXX(t) = F (XXX(t)) + GΛ̄̄Λ̄Λ(t) + WWW (t) (2)

YYY (t) = HXXX(t) + VVV (t) (3)

式中

XXX(t) = [ px(t), py(t), pz(t), vxb(t), vyb(t),
vzb(t), axb(t), ayb(t), azb(t), ψ(t) ]T

G =




06×4

A3×4

Ψ1×4




A3×4 =




αxb 0 0 0
0 αyb 0 0
0 0 αzb 0




Ψ1×4 =
[

0 0 0 αψ

]

YYY (t) =
[

pz(t), vxb(t), vyb(t), vzb(t),

axb(t), ayb(t), azb(t), ψ(t)
]T

H =
[

08×2 I8×8

]

其中, αxb, αyb, αzb 为加速度相关时间常数; αψ 为

航向角相关时间常数; Λ̄ΛΛ(t) 为机动加速度和航向角
均值; WWW (t) 和 VVV (t) 是互不相关的过程噪声和观测
噪声, 均为高斯白噪声.
函数 F (XXX(t)) 由如下所示的运动学函数集确

定.

ṗx(t) = (cos ψ · Ch
b11 + sin ψ · Ch

b21)vxb +

(cos ψ · Ch
b12 + sin ψ · Ch

b22)vyb +

(cos ψ · Ch
b13 + sin ψ · Ch

b23)vzb

(4)

ṗy(t) = (− sinψ · Ch
b11 + cos ψ · Ch

b21)vxb +

(− sinψ · Ch
b12 + cos ψ · Ch

b22)vyb +

(− sinψ · Ch
b13 + cos ψ · Ch

b23)vzb

(5)

ṗz(t) = Ch
b31vxb + Ch

b32vyb + Ch
b33vzb (6)

v̇xb(t) = axb(t) (7)

v̇yb(t) = ayb(t) (8)

v̇zb(t) = azb(t) (9)

ȧxb(t) =− αxbaxb (10)

ȧyb(t) =− αybayb (11)

ȧzb(t) =− αzbazb (12)

ψ̇(t) =− αψψ (13)

注 1. 较目前文献中常用的 SAUV 三维运动连
续时间模型[14] 而言, 该模型具有以下特点:

1) 在计算位置矢量时将 SAUV 的横滚角考虑
进去, 避免了因 SAUV 的微小横滚而引起的模型误
差;

2) 将纵摇角 θ 及其角速率从模型中分离出来,
交由导航系统的姿态解算模块单独处理, 从而可以
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专门针对 SAUV 的姿态角设计滤波程序[15], 减少了
推位导航算法的负担;

3) 在系统模型中引入艇体系 b 下的加速度信

息, 使得推位导航系统能够为 SAUV 的控制模块提
供除姿态相关信息以外的 SAUV 的全部动态信息;

4) 动态方程中直接采用艇体系 b 下的速度矢量

和加速度矢量, 使得导航系统提供的速度和加速度
信息可以被 SAUV 的控制模块直接利用, 而不必进
行姿态转换. 同时由于不必进行姿态变换, 满足了观
测方程式 (3) 中的观测噪声不相关的假设, 给套用
加性白噪声UKF 滤波公式带来了方便, 有助于减小
计算量, 提高滤波系统稳定性[16].

2 SAUV三维导航系统模型误差分析

一般而言, 很难掌握准确的海流扰动统计模型,
并且 SAUV采用的AHRS系统的动态精度较低, 一
般为 2◦ (1σ). 上述因素均会导致 SAUV 导航系统
模型式 (2) 和 (3) 存在大量的不确定性, 产生模型失
配问题. 为解决这一问题, 在设计 SAUV 导航系统
UKF 算法时应当考虑由上述因素引起的模型误差.

2.1 系统模型误差问题的转化

基于上述分析, 不失一般性, 考虑如下带模型误
差的非线性离散系统数学模型:

XXX(k + 1) = f [XXX(k)] + ∆f [XXX(k)] + WWW (k) (14)

ZZZ(k) = h [XXX(k)] + ∆h[XXX(k)] + VVV (k) (15)

式中, XXX(k) 和ZZZ(k) 分别是 k 时刻系统的 n 维状态

向量和m维量测向量; WWW (k)和VVV (k)分别是 n维过

程演化噪声和 m 维量测噪声; f [·] 和 h[·] 分别为非
线性系统函数和量测函数; ∆f [XXX(k)] 和 ∆h[XXX(k)]
为模型误差.

假设 1. 过程噪声WWW (k) 和量测噪声 VVV (k) 是
相互独立的零均值高斯白噪声, 具有协方差矩阵:

cov(WWW (k)) = Q(k)

cov(VVV (k)) = R(k)

假设 2.

ηηη(k) = ∆f [XXX(k)] + WWW (k) (16)

ξξξ(k) = ∆h[XXX(k)] + VVV (k) (17)

称 ηηη(k) 为虚拟过程噪声, ξξξ(k) 为虚拟量测噪声[17].
则式 (14) 和 (15) 可写为

XXX(k + 1) = f [XXX(k)] + ηηη(k) (18)

ZZZ(k) = h [XXX(k)] + ξξξ(k) (19)

这样, 对带未知模型误差的非线性系统式 (14) 和
(15) 的滤波问题便转化为对带虚拟噪声的非线性系
统式 (18) 和 (19) 的自适应滤波问题, 进而又可以归
结为对虚拟噪声 ηηη(k) 和 ξξξ(k) 统计值的估计问题.
注 2. 对假设 1 的说明:
根据卡尔曼滤波器理论, 准确的滤波模型与

真实系统之间的误差可以为相互独立的零均值高

斯白噪声. 式 (14) 和 (15) 已经单独考虑了模型
误差 ∆f [XXX(k)] 和 ∆h[XXX(k)], 并且对于本文提出的
SAUV滤波模型式 (2)和 (3)而言,前者对应 SAUV
运动方程, 而后者对应 SAUV 的导航传感器方程,
因此它们对应的离散方程的过程噪声WWW (k) 与量测
噪声 VVV (k) 之间满足相互独立的条件, 假设 1 成立.

2.2 虚拟噪声的统计特性分析

考虑式 (16) 和 (17), 显然, 由于同时含有状态
向量XXX(k), 虚拟噪声 ηηη(k) 和 ξξξ(k) 是相关的. 以下
对它们的数字特征进行分析.
定理 1. 给定XXX(k) 时, ηηη(k) 的条件概率密度函

数 p(ηηη(k)|XXX(k)) 是以 ∆f [XXX(k)] 为均值, 形状与过
程噪声WWW (k) 相同的一个概率密度函数.
证明.

p(ηηη(k)|XXX(k)) =
∫

Rn

p(ηηη(k),WWW (k)|XXX(k))dWWW (k)

(20)
又

p(ηηη(k),WWW (k)|XXX(k)) =

p(WWW (k))p(ηηη(k)|WWW (k),XXX(k))
(21)

定义 p(WWW (k)) = pw(∗), 又由式 (16) 可知, 在XXX(k)
已知的条件下, ηηη(k) 与WWW (k) 正相关, 所以

p(ηηη(k)|XXX(k)) =
∫

Rn

pw(WWW (k))dWWW (k) (22)

对状态方程式 (16) 两边求导, 根据WWW (k) 的独立
性和在XXX(k) 已知的条件下, ηηη(k) 与WWW (k) 正相关
性, 得到给定 XXX(k) 时, ηηη(k) 的条件概率密度函数
p(ηηη(k)|XXX(k)) 的表达式为

p(ηηη(k)|XXX(k)) =∫

Rn

δ(ηηη(k)−∆f [XXX(k)])pw(ηηη(k))dηηη(k)
(23)

由 Dirac delta 函数的抽样性质有

p(ηηη(k)|XXX(k)) = pw(ηηη(k)−∆f [XXX(k)]) (24)

¤
根据定理 1 计算得到已知 XXX(k) 时, 虚拟状态

噪声 ηηη(k) 的均值 ÊEEη 为
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ÊEEη = E(ηηη(k)|XXX(k)) =∫

Rn

ηηη(k)pw(ηηη(k)−∆f [XXX(k)])dηηη(k), k ∈ N

(25)

协方差为

P (ηηη(k)|XXX(k)) =∫

Rn

(ηηη(k)− ÊEEη)(ηηη(k)− ÊEEη)T×

pw(ηηη(k)−∆f [XXX(k)])dηηη(k), k ∈ N

(26)

同理可证明定理 2. ¤
定理 2. 给定XXX(k) 时, ξξξ(k) 的条件概率密度函

数 p(ξξξ(k)|XXX(k)) 是以 ∆h[XXX(k)] 为均值, 形状与测
量噪声 VVV (k) 相同的一个概率密度函数.

根据定理 2 计算得到已知 XXX(k) 时, 虚拟观测
噪声 ξξξ(k) 的均值 ÊEEξ 为

ÊEEξ = E(ξξξ(k)|XXX(k)) =∫

Rm

ξξξ(k)pv(ξξξ(k)−∆h[XXX(k)])dξξξ(k), k ∈ N

(27)

协方差为

P (ξξξ(k)|XXX(k)) =∫

Rm

(ξξξ(k)− ÊEEξ)(ξξξ(k)− ÊEEξ)T×

pv(ξξξ(k)−∆h[XXX(k)])dξξξ(k), k ∈ N

(28)

然而, 一般情况下仅能得到状态向量 XXX(k) 的
估计值, 因此虚拟噪声 ηηη(k) 和 µµµ(k) 的均值和协方
差均是时变的. 显然在实际应用中, 模型误差的不可
知性导致无法建立虚拟噪声的模型, 因此在假设所
建模型较为准确的前提下, 认为模型误差 ∆f [XXX(k)]
和∆h[XXX(k)]均相对较小,虚拟噪声 ηηη(k)和µµµ(k)都
被近似为均值和方差未知的相互独立的白噪声.

3 带有输入项和非零均值噪声的 UKF算法

实现

观察 SAUV 三维水下运动连续时间模型, 其与
经典的 UKF 滤波模型相比, 有以下两点不同:

1) 该非线性动态方程的输入项为状态向量
XXX(t) 中的部分变量 (这里为艇体系 b 下的加速度

信息和航向信息);
2) 由 SAUV 三维导航系统模型误差分析可知,

在考虑模型误差的前提下, 过程噪声和量测噪声的
均值非零.
综上, 应对 UKF 递推公式做出相应变动.

结合 SAUV 三维水下运动连续时间模型, 不失
一般性, 考虑如下非线性离散系统:

XXX(k + 1) = f [XXX(k)] + BX̄XXSUB(k) + µµµ(k) (29)

ZZZ(k + 1) = h [XXX(k + 1)] + ηηη(k + 1) (30)

式中, X̄XXSUB(k) 是由从状态向量XXX(k) 中抽取的部
分状态变量构成的 r 维输入向量; B 为 n × r 维控

制矩阵; µµµ(k), ηηη(k) 分别是均值为 qqq 和 ppp, 方差分别
与WWW (k), VVV (k) 相同的白噪声, 可表示为

µµµ(k) = qqq + WWW (k) (31)

ηηη(k) = ppp + VVV (k) (32)

其他符号的定义与式 (14) 和 (15) 完全相同.
将式 (31) 和 (32) 带入式 (29) 和 (30) 中, 有

XXX(k + 1) = f [XXX(k)] + BX̄XXSUB(k) + qqq + WWW (k)
(33)

ZZZ(k + 1) = h [XXX(k + 1)] + ppp + VVV (k + 1) (34)

基于式 (33) 和 (34) 的非线性系统 UKF 滤波
算法如下:
步骤 1. Sigma 点采样
采取某种采样策略得到时刻 k 状态XXX(k) 估计

的 Sigma 点集 {χχχi}, i = 0, 1, · · · , L.
步骤 2. 预测方程
Sigma 点集 {χχχi} 经过非线性状态方程传播后,

得到 χχχi(k + 1|k), 由 χχχi(k + 1|k) 计算可得状态向量
XXX(k) 的一步预测估计 X̂XX(k + 1|k) 和一步误差协方
差阵预测估计 P (k + 1|k).

χχχi(k + 1|k) = f(χχχi(k|k)) + BX̄XXSUB(k) + qqq (35)

X̂XX(k + 1|k) =
L∑

i=0

ωm
i χχχi(k + 1|k) (36)

P (k + 1|k) =
L∑

i=0

ωc
i

[
χχχi(k + 1|k)− X̂XX(k + 1|k)

]
×

[
χχχi(k + 1|k)− X̂XX(k + 1|k)

]T

+ Q

(37)

式中, ωm
i (i = 0, 1, · · · , L) 为求一阶统计特性时的

权系数; ωc
i (i = 0, 1, · · · , L) 为求二阶统计特性时

的权系数.
χχχi(k + 1|k) 通过非线性量测方程 h [·] + ppp 传播

为 ZZZi(k + 1|k), 由 ZZZi(k + 1|k) 可得观测向量 ZZZ(k)
的预测值 ẐZZ(k + 1|k), 观测向量误差 Z̃ZZ(k + 1|k) 的
协方差阵 PZ̃ZZZ̃ZZ 的一步预测值, 和其与状态变量预测
误差 X̃XX(k + 1|k) 的协方差阵 PX̃XXZ̃ZZ 的一步预测值.
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ZZZi(k + 1|k) = h(χχχi(k + 1|k)) + ppp (38)

ẐZZ(k + 1|k) =
L∑

i=0

ωm
i ZZZi(k + 1|k) (39)

PZ̃ZZZ̃ZZ =
L∑

i=0

ωc
i

[
ZZZi(k + 1|k)− ẐZZ(k + 1|k)

]
×

[
ZZZi(k + 1|k)− ẐZZ(k + 1|k)

]T

+ R (40)

PX̃XXZ̃ZZ =
L∑

i=0

ωc
i

[
χχχi(k + 1|k)− X̂XX(k + 1|k)

]
×

[
ZiZiZi(k + 1|k)− ẐZZ(k + 1|k)

]T

(41)

步骤 3. 获得新的量测值ZZZ(k + 1), 进行滤波更
新

εεε(k + 1) = ZZZ(k + 1)− ẐZZ(k + 1|k) (42)

X̂XX(k + 1|k + 1) = X̂XX(k + 1|k) + Kkεεε(k + 1) (43)

Kk = PX̃XXZ̃ZZP−1

Z̃ZZZ̃ZZ
(44)

P (k + 1|k + 1) = P (k + 1|k)−KkPZ̃ZZZ̃ZZKT
k (45)

步骤 4. 从状态向量 X̂XX(k + 1|k + 1) 提取与
X̄XXSUB(k + 1) 对应的状态变量.

4 带模型误差的自适应UKF算法

通过对 SAUV 导航系统模型误差的分析, 得到
如下结论: 在假设所建模型较为准确的前提下, 系统
的模型误差可以转化为均值和方差都服从均匀分布

的相互独立的高斯白噪声. 因此可以通过设计时变
噪声统计值估计器, 得到如式 (33) 和式 (34) 所示系
统的带有模型误差的 AUKF 算法.

4.1 算法设计

定理 3. 均值和方差相互独立且服从均匀分布
的高斯白噪声的次优MAP 估值器公式为

q̂qq(k) =
1
k

k∑
j=1

{
X̂XX(j|j)−

L∑
i=0

ωm
i

[
f [χχχi(j − 1|j − 1)] + BX̄XXSUB(j − 1)

]
}

(46)

p̂pp(k) =
1
k

k∑
j=1

[
ZZZ(j)−

L∑
i=0

ωm
i h(χχχi(j|j − 1))

]

(47)

Q̂(k) =
1
k

k∑
j=1

[
Kjεεε(j)εεεT(j)KT

j + P (j|j) −

L∑
i=0

ωc
i

[
χχχi(j|j − 1)− X̂XX(j|j − 1)

]
×

[
χχχi(j|j − 1)− X̂XX(j|j − 1)

]T
]

(48)

R̂(k) =
1
k

k∑
j=1

[
εεε(j)εεεT(j) −

L∑
i=0

ωc
i

[
ZZZi(j|j − 1)− ẐZZ(j|j − 1)

]
×

[
ZZZi(j|j − 1)− ẐZZ(j|j − 1)

]T
]

(49)

证明.
设 0 到 k 时刻状态向量序列为 X∗(k):

X∗(k) = [ XXX(0) XXX(1) · · · XXX(k) ]

1 到 k 时刻观测向量序列为 Z∗(k):

Z∗(k)= [ ZZZ(1) ZZZ(2) · · · ZZZ(k) ]

根据概率密度函数的贝叶斯公式有

p(X∗(k), qqq, Q,ppp,R|Z∗(k)) =
p(Z∗(k)|X∗(k), qqq, Q,ppp,R)p(X∗(k), qqq, Q,ppp,R)

p(Z∗(k))
(50)

显然, 概率密度函数 p(Z∗(k)) 与最优化无关, 因此,
设指标函数

J = p(Z∗(k)|X∗(k), qqq, Q,ppp,R)×
p(X∗(k), qqq, Q,ppp,R) =

p(Z∗(k)|X∗(k), qqq, Q,ppp,R)×
p(X∗(k)|qqq, Q,ppp,R)p(qqq)p(Q)p(ppp)p(R) (51)

又, 概率密度函数 p(qqq), p(Q), p(ppp) 和 p(R) 均为常
值也与最优化无关, 因此指标函数可以简化为

J = p(Z∗(k)|X∗(k), qqq, Q,ppp,R)×
p(X∗(k), qqq, Q,ppp,R) =

p(Z∗(k)|X∗(k), qqq, Q,ppp,R)×
p(X∗(k)|qqq, Q,ppp,R) (52)

无论线性或非线性系统, 当精确已知高斯系统
状态后验均值和协方差时, 滤波输出残差序列是高
斯白噪声序列[18], 所以
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p(X∗(k)|qqq, Q,ppp,R) =

p(XXX(0))
k∏

j=1

p(XXX(j)|XXX(j − 1), qqq, Q) =

C1 |P (0)|− 1
2 |Q|− k

2 ×

exp
{
−1

2

[∥∥∥XXX(0)− X̂XX(0)
∥∥∥

2

P (0)−1
+

k∑
i=1

∥∥∥XXX(i)− X̂XX(i)
∥∥∥

2

Q−1

]}
(53)

同理,

p(Z∗(k)|X∗(k), qqq, Q,ppp,R) =
k∏

j=1

p(ZZZ(j)|XXX(j), ppp,R) =

C2 |R|−
k
2 exp

{
−1

2

k∑
i=1

∥∥∥ZZZ(i)− ẐZZ(i)
∥∥∥

2

R−1

}

(54)

其中, C1 = (2π)
n(k+1)

2 , n 为状态向量维数; C2 =
(2π)mk

2 , m 为观测向量维数; ‖U‖2

VVV = UTVVV U 为二

次型; |A| 为矩阵 A 的行列式. 将式 (53) 和式 (54)
代入式 (52), 得

J = C |Q|− k
2 |R|− k

2 ×

exp

{
−1

2

[
k∑

i=1

∥∥∥XXX(i)− X̂XX(i)
∥∥∥

2

Q−1
−

1
2

k∑
i=1

∥∥∥ZZZ(i)− ẐZZ(i)
∥∥∥

2

R−1

]}
(55)

其中

C =C1C2 |P (0)|− 1
2 exp

(
−1

2

∥∥∥XXX(0)−X̂XX(0)
∥∥∥

2

P (0)−1

)

为常数. 两边取对数有:

lnJ =− k

2
ln |Q| − k

2
ln |R| −

1
2

k∑
i=1

∥∥∥XXX(i)− X̂XX(i)
∥∥∥

2

Q−1
−

1
2

k∑
i=1

∥∥∥ZZZ(i)− ẐZZ(i)
∥∥∥

2

R−1
+ lnC (56)

由于 J 与 lnJ 的凹凸性相同, 因此

max(J) = max(lnJ) (57)

设各时刻均值 X̂XX(i) 和 ẐZZ(i) 均由平滑估计值计算得
到, 并结合式 (35), (36) 以及式 (38), (39), 利用矩
阵求导运算法则, 式 (56) 两边分别对 qqq, ppp, Q 和 R

求导. 则根据极大后验估计 (Maximum a posterior,
MAP) 理论, 令

∂ lnJ

∂Q
= 0 (58)

∂ lnJ

∂R
= 0 (59)

∂ lnJ

∂ppp
= 0 (60)

∂ lnJ

∂qqq
= 0 (61)

得噪声统计值极大后验估计器为

q̂qq(k) =
1
k

k∑
j=1

{
X̂XX(j|k)−

L∑
i=0

ωm
i

[
f [χχχi(j − 1|k)] + BX̄XXSUB(j|k)

]
}

(62)

p̂pp(k) =
1
k

k∑
j=1

[
ZZZ(j)−

L∑
i=0

ωm
i h(χχχi(j|k))

]
(63)

Q̂(k) =
1
k

k∑
j=1

[
X̂XX(j|k)− X̂XX(j − 1|k)

]
×

[
X̂XX(j|k)− X̂XX(j − 1|k)

]T

(64)

R̂(k) =
1
k

k∑
j=1

[
ZZZ(j)− ẐZZ(j|k)

] [
ZZZ(j)− ẐZZ(j|k)

]T

(65)

以滤波估计值代替平滑估计值, 得

q̂qq(k) =
1
k

k∑
j=1

{
X̂XX(j|j)−

L∑
i=0

ωm
i

[
f [χχχi(j − 1|j − 1)] + BX̄XXSUB(j − 1)

]
}

(66)

p̂pp(k) =
1
k

k∑
j=1

[
ZZZ(j)−

L∑
i=0

ωm
i h(χχχi(j|j − 1))

]

(67)
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Q̂(k) =
1
k

k∑
j=1

[
X̂XX(j|j)− X̂XX(j|j − 1)

]
×

[
X̂XX(j|j)− X̂XX(j|j − 1)

]T

(68)

R̂(k) =
1
k

k∑
j=1

[
ZZZ(j)− ẐZZ(j|j − 1)

]
×

[
ZZZ(j)− ẐZZ(j|j − 1)

]T

(69)

对式 (68), 应用式 (43), 有

Q̂(k) =
1
k

k∑
j=1

Kjεεε(j)εεε(j)TKT
j (70)

注意到

E
[
εεε(j)εεε(j)T

]
= PZ̃ZZZ̃ZZ (71)

并考虑式 (45) 和式 (37), 得到过程噪声方差的
MAP 估值器为

Q̂(k) =
1
k

k∑
j=1

{
Kjεεε(j)εεεT(j)KT

j + P (j|j)−

L∑
i=0

ωc
i

[
χχχi(j|j − 1)− X̂XX(j|j − 1)

]
×

[
χχχi(j|j − 1)− X̂XX(j|j − 1)

]T
}

(72)

同理, 对式 (69), 应用式 (42), 有

R̂(k) =
1
k

k∑
j=1

εεε(j)εεεT(j) (73)

根据式 (40) 并注意到式 (71), 得到观测噪声方差的
MAP 估值器为

R̂(k) =
1
k

k∑
j=1

{
εεε(j)εεεT(j) −

L∑
i=0

ωc
i

[
ZZZi(j|j − 1)− ẐZZ(j|j − 1)

]
×

[
ZZZi(j|j − 1)− ẐZZ(j|j − 1)

]T
}

(74)

¤
注 3. 对于次优MAP 估值器估计精度的说明.

由式 (35)∼ (45), 根据 Sigma 点的选择条件函数,

有

E[q̂qq(k)] =
1
k

k∑
j=1

KkE[εεε(j)] + qqq (75)

E[p̂pp(k)] =
1
k

k∑
j=1

E[εεε(j)] + ppp (76)

由于经 UT 变换后, 非线性量测函数 h [·] 统计
量的估计精度至少达到二阶, 因此 h [·] 的均值估计
误差 (新息序列 εεε(j), j ∈ [1, k] 的期望值) 精度至少
为二阶, 因此次优 MAP 估值器对于虚拟噪声均值
的估计精度高于二阶.
对式 (68) 和式 (69) 左右两边分别求期望:

E
[
Q̂(k)

]
=

1
k

k∑
j=1

E
{[

X̂XX(j|j)− X̂XX(j|j − 1)
]
×

[
X̂XX(j|j)− X̂XX(j|j − 1)

]T
}

(77)

E
[
R̂(k)

]
=

1
k

k∑
j=1

E
{[

ZZZ(j)− ẐZZ(j|j − 1)
]
×

[
ZZZ(j)− ẐZZ(j|j − 1)

]T
}

(78)

对式 (77) 应用式 (43), 有

E
[
Q̂(k)

]
=

1
k

k∑
j=1

E
[
Kjεεε(j)εεε(j)TKT

j

]
=

1
k

k∑
j=1

[
KjE

[
εεε(j)εεε(j)T

]
KT

j

]
=

1
k

k∑
j=1

[
KjPZ̃ZZZ̃ZZKT

j

]
(79)

考虑式 (45) 和式 (37), 得:

E
[
Q̂(k)

]
=

1
k

k∑
j=1

[P (j|j − 1)− P (j|j)] =

Q +
1
k

k∑
j=1

{
L∑

i=0

ωc
i

[
χχχi(j|j − 1)− X̂XX(j|j − 1)

]
×

[
χχχi(j|j − 1)− X̂XX(j|j − 1)

]T

− P (j|j)
}

(80)

同理, 对式 (78) 应用式 (42), 有

E
[
R̂(k)

]
=

1
k

k∑
j=1

E
[
εεε(j)εεεT(j)

]
=

1
k

k∑
j=1

PZ̃ZZZ̃ZZ

(81)
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根据式 (40), 有

E
[
R̂(k)

]
= R +

1
k

k∑
j=1

{
L∑

i=0

ωc
i

[
ZZZi(j|j − 1)− ẐZZ(j|j − 1)

]
×

[
ZZZi(j|j − 1)− ẐZZ(j|j − 1)

]T
}

(82)

综上, 由于 UT 变换可使非线性系统函数 f [·]
和量测函数 h [·] 统计量的估计精度均至少达到二
阶, 由式 (80) 和式 (82), 过程噪声方差 Q̂(k) 和观测
噪声方差 R̂(k) 的估计精度也均可达到二阶以上.

4.2 算法改进

由式 (46)∼ (49) 可见, 对虚拟噪声均值和方差
的估计是对全部时间点上值的算数平均, 这不但增
加了计算时间, 而且耗费存储空间. 又由于虚拟噪声
本身为时变噪声, 根据统计学原理, 对于其统计量的
估计应该强调新近值的作用, 因此采用渐消指数加
权对次优MAP 估值器进行改进.

假设加权系数 {βi} 满足: βi = βi−1b 且∑k

i=1 βi = 1, 其中 0 < b < 1 为遗忘因子.
根据等比数列求和公式并注意到权系数的约束

条件, 得到权系数与时间 {βi} 相关的一般表达式为



βi = d(k)bi−1, i = 1, · · · , k

d(k) =
1− b

1− bk

(83)

以虚拟状态噪声均值MAP 估计器为例, 设

∆∆∆(j|j) = X̂XX(j|j)−
L∑

i=0

ωm
i

{
f [χχχi(j − 1|j − 1)] + BX̄XXSUB(j − 1)

}

(84)

即

q̂qq(k) =
1
k

k∑
j=1

∆∆∆(j|j) (85)

式 (83) 与式 (85) 相乘, 有

q̂qq(k) =
k∑

j=1

d(k)bk−j∆∆∆(j|j) = d(k)
k∑

j=1

bk−j∆∆∆(j|j)

(86)
得到递推公式:

q̂qq(k + 1) = d(k + 1)
k+1∑
j=1

bk+1−j∆∆∆(j|j) =

d(k + 1)∆∆∆(k + 1|k + 1) + [1− d(k + 1)] q̂qq(k)
(87)

将式 (84) 代入式 (87), 得:

q̂qq(k) = [1− d(k)] q̂qq(k − 1)+

d(k)
{
X̂XX(k|k)−

L∑
i=0

ωm
i [f [χχχi(k − 1|k − 1)] +

BX̄XXSUB(k − 1)
]}

(88)

同理, 得到其他统计量的渐消指数次优 MAP 估值
器为

p̂pp(k) = [1− d(k)] p̂pp(k − 1)+

d(k)[ZZZ(k)−
L∑

i=0

ωm
i h(χχχi(k|k − 1))] (89)

Q̂(k) = [1− d(k)]Q̂(k − 1)+

d(k)
{

Kkεεε(k)εεεT(k)KT
k + P (k|k)−

L∑
i=0

[
ωc

iχχχi(k|k − 1)− X̂XX(k|k − 1)
]×

[
χχχi(k|k − 1)− X̂XX(k|k − 1)

]T
}

(90)

R̂(k) = [1− d(k)] R̂(k − 1)+

d(k)
{
εεε(k)εεεT(k)−

L∑
i=0

ωc
i

[
ZZZi(k|k − 1)− ẐZZ(k|k − 1)

]×
[
ZZZi(k|k − 1)− ẐZZ(k|k − 1)

]T}
(91)

综上, 采用与第 3 节和第 4 节相同的符号定义,
得到带模型误差的自适应 UKF 滤波算法如下:
步骤 1. 各矢量初始化
步骤 2. Sigma 点采样
采取某种采样策略得到 k 时刻状态估计的

Sigma 点集 {χχχi}, i = 0, · · · , L.
步骤 3. 预测方程

γγγi(k|k − 1) = f(χχχi(k − 1|k − 1))+

BX̄XXSUB(k − 1) (92)

χχχi(k|k − 1) = γγγi(k|k − 1) + q̂qq(k − 1) (93)

X̂XX(k|k − 1) =
L∑

i=0

ωm
i χχχi(k|k − 1) (94)

Θ(k|k −1) =
L∑

i=0

ωc
i

[
χχχi(k|k −1)−X̂XX(k|k −1)

]
×

[
χχχi(k|k − 1)− X̂XX(k|k − 1)

]T

(95)

P (k|k − 1) = Θ(k|k − 1) + Q̂(k − 1) (96)
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ζiζiζi(k|k − 1) = h(χχχi(k|k − 1)) (97)

ZZZi(k|k − 1) = ζζζi(k|k − 1) + p̂pp(k − 1) (98)

ẐZZ(k|k − 1) =
L∑

i=0

ωm
i ZZZi(k|k − 1) (99)

ΓZ̃ZZZ̃ZZ =
L∑

i=0

ωc
i

[
ZZZi(k|k − 1)− ẐZZ(k|k − 1)

]
×

[
ZZZi(k|k − 1)− ẐZZ(k|k − 1)

]T

(100)

PZ̃ZZZ̃ZZ = ΓZ̃ZZZ̃ZZ + R̂(k − 1) (101)

PX̃XXZ̃ZZ =
L∑

i=0

ωc
i

[
χχχi(k|k − 1)− X̂XX(k|k − 1)

]
×

[
ZZZi(k|k − 1)− ẐZZ(k|k − 1)

]T

(102)

步骤 4. 滤波更新

εεε(k) = ZZZ(k)− ẐZZ(k|k − 1) (103)

X̂XX(k|k) = X̂XX(k|k − 1) + Kkεεε(k) (104)

q̂qq(k) = [1− d(k)] q̂qq(k − 1)+

d(k)

[
X̂XX(k|k)−

L∑
i=0

ωm
i γγγi(k|k − 1)

]

(105)

p̂pp(k) = [1− d(k)] p̂pp(k − 1)+

d(k)

[
ZZZ(k)−

L∑
i=0

ωm
i ζζζi(k|k − 1)

]

(106)

R̂(k) = [1− d(k)] R̂(k − 1)+

d(k)
[
εεε(k)εεεT(k)− ΓZ̃ZZZ̃ZZ

]
(107)

Kk = PX̃XXZ̃ZZP−1

Z̃ZZZ̃ZZ
(108)

P (k|k) = P (k|k − 1)−KkPZ̃ZZZ̃ZZKT
k (109)

Q̂(k) = [1− d(k)] Q̂(k − 1)+

d(k)[Kkεεε(k)εεεT(k)KT
k +

P (k|k)−Θ(k|k − 1)] (110)

步骤 5. 从状态向量 X̂XX(k|k) 提取与 X̄XXSUB(k)
对应的状态变量.

5 算法性能检验

如前所述, 仿真实验中 SAUV 采用的导航设
备包括 1 个 AHRS 系统, 1 个深度计和 1 个三维
Doppler 测速声纳. AHRS 系统的动态精度为 2◦

(1σ), AHRS 中传感器的性能参数如表 1 所示, 深度

计精度为满量程的 3h, 三维 Doppler 测速声纳测
速精度为 1%.

表 1 AHRS 器件性能参数

Table 1 AHRS device performance parameters

陀螺仪 加速度计 磁强计

零偏稳定性 1 deg/s 0.02m/s2 0.5mGauss
(1σ)

随机游走 0.1 deg/(s ·Hz
1
2 ) 0.02m/(s2·Hz

1
2 ) 0.5mGauss (1σ)

虽然在真实海况下 SAUV 受到的海洋环境干
扰较为复杂, 包括诸如海流、壁面效应、海水浓度、
温度的影响等, 但是 SAUV 在水下做三维空间运动
受到的环境干扰力主要是海流, 因此仿真实验中仅
考虑海流的影响. 设 SAUV 的工作环境为三维笛卡
尔坐标系下的离散栅格空间. 采用北东地导航坐标
系, z 轴指向海底, 表示深度, z = 0 表示海平面. 由
于海流主要是水平运动, z 轴方向的流速可以忽略

不计, 并假定其水平速度沿深度均匀分布. 因此首先
SAUV 的工作环境按深度分层, 每层为一个二维平
面, 再将二维平面空间进行栅格化处理, 每个栅格的
大小为边长 8m 的正方形, 每个栅格内海流扰动可
以近似看作是相同的. 海流扰动场用南北流向、东
西蜿蜒的流函数生成. 并且通过增强扰动强度, 实现
对真实海况的模拟, 检验算法性能. 式 (111) 为流函
数的数学表达式. 显然海流的流速场是一个向量场,
其在时间 t 沿北向和东向的速度分量 UN(x, y, t),
UE(x, y, t)和加速度分量AN(x, y, t), AE(x, y, t)分
别如式 (112)∼ (115) 所示, 生成的某一深度的模拟
海流扰动场如图 1 所示.

图 1 模拟海流扰动场二维剖面图

Fig. 1 Simulation of ocean current disturbance

field (2D profile)

Ψc(x, y, t) =

1− tanh

[
y −Bc(t) cos(λ(x− ct))

(
1 + λ2Bc(t)2 sin2(λ(x− ct))

) 1
2

]

(111)
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式中, Bc(t) = 1.2 + 0.3 cos (0.4t + π/2); c = 0.12;
λ = 0.84.

UN(x, y, t) =
∂Ψc

∂x
(112)

UE(x, y, t) =− ∂Ψc

∂y
(113)

AN(x, y, t) =
δUN(x, y, t)

δt
(114)

AE(x, y, t) =
δUE(x, y, t)

δt
(115)

图 2所示为 SAUV以A点为起点, G点为终点

的模拟运动轨迹. 其中 SAUV 在 AB 段做 0.2m/s2

的匀加速运动, 在 BC 段以 4 节的速度匀速下潜至
30m 深度, 在 CD 段以 −0.2m/s2

的加速度匀减速

至 2 节后在 DE 段匀速巡航后匀速上浮至水面, 并
在 FG 段以 −0.1m/s2

的加速度达到静止状态. 需
要说明的是, 根据 SAUV 水动力特性, 其运动过程
中横摇很小, 一般只有纵倾和转向两种姿态变化, 因
此仿真实验只设计了 SAUV 的纵倾和转向仿真. 结
合上述 SAUV 各段运动方式、海流的速度及加速度
方程, 代入 SAUV 的运动学方程, 可求解出叠加入
海流扰动的 SAUV 的运动加速度和速度值, 详细方
法参见文献 [19].

图 2 SAUV 模拟运动轨迹

Fig. 2 SAUV trajectory simulation

仿真环境下, SAUV 水平运动阶段沿艇体系 b

的横滚轴 xb 和纵摇轴 yb 方向的导航传感器将受到

海流干扰. 在 SAUV 下潜和上浮阶段, 由于纵倾角
的改变, 海流干扰将同时投影到艇体系 xb, yb 和 zb

三个轴向上, 导致三个方向上的导航传感器都会受
到海流的影响. 同时每个阶段 AHRS 都存在测姿误
差, 以上因素都会使 SAUV 滤波模型产生误差, 引
起 SUAV 导航系统的模型失配.

根据仿真海况, 设式 (10)∼ (13) 中的反相关时
间分别为: αxb = 1, αyb = 1, αzb = 1, αψ = 0.1. 图
3∼ 5 所示为分别采用经典 UKF 滤波算法和带模型
误差的AUKF滤波算法对深度计、三维Doppler测
速声纳和 AHRS 输出的 SAUV 水平姿态角和航向
角数据融合后的位置、速度、加速度均方根误差.

(a) 北向定位均方根误差

(a) Root mean square error of north position

(b) 东向定位均方根误差

(b) Root mean square error of east position

(c) 深度均方根误差

(c) Root mean square error of depth

图 3 三维定位均方根误差

Fig. 3 Root mean square errors of 3D positioning

由图 3可见,由于深度计的校正作用, SAUV导
航系统采用经典 UKF 滤波算法 (实线所示) 与带
模型误差的 AUKF 滤波算法 (点划线所示), 在深度
误差方面能够保持基本相同水平, 即深度定位受海
流扰动和航向、姿态误差角的影响很小, 其误差大
小主要受深度传感器的精度制约. 然而在东向和北
向定位精度方面, 由于带模型误差的 AUKF 滤波算
法 (点划线所示) 能够有效克服由海流扰动和航向、
姿态误差角引起的模型误差, 其定位精度优于经典
UKF 滤波算法 (实线所示).
图 4 和图 5 说明采用带模型误差的 AUKF 滤

波算法 (点划线所示) 的 SAUV 导航系统能够为
控制系统提供更为准确的速度和加速度信息, 使得
SAUV 控制系统的控制精度更高. 图 5 中加速度误
差的跳变是在 SAUV艇体对阶跃加速度信号响应的
过渡阶段出现的信号跳变现象.
综上所述, 仿真实验结果说明了文中设计的

AUKF 滤波算法能够有效解决 SAUV 导航系统存
在的模型误差问题.
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(a) xb 轴速度均方根误差

(a) Root mean square error of velocity along xb

(b) yb 轴速度均方根误差

(b) Root mean square error of velocity along yb

(c) zb 轴速度均方根误差

(c) Root mean square error of velocity along zb

图 4 艇体系下速度均方根误差

Fig. 4 Root mean square errors of velocity in body frame

(a) xb 轴加速度均方根误差

(a) Root mean square error of acceleration along xb

(b) yb 轴加速度均方根误差

(b) Root mean square error of acceleration along yb

(c) zb 轴加速度均方根误差

(c) Root mean square error of acceleration along zb

图 5 艇体系下加速度均方根误差

Fig. 5 Root mean square errors of acceleration in

body frame

6 结论

虽然经典 UKF 滤波算法精度高于 EKF, 但经
典 UKF 算法的设计往往基于精确的非线性系统模
型. 在 SAUV 的导航定位中, 由于传感器精度低和

工作环境受海流扰动等海洋环境干扰因素的制约,
满足这个要求无疑是困难的, 而模型误差往往会使
经典 UKF 的滤波精度下降, 甚至发散, 导致整个
SAUV 系统瘫痪. 针对上述问题, 基于极大后验估
计原理和指数加权, 设计了一种带模型误差的自适
应 UKF 滤波算法, 该算法基于虚拟噪声的思想, 在
进行滤波计算的同时, 利用次优 MAP 估值器对虚
拟噪声的统计量进行实时估计, 解决了 SAUV 导
航系统的模型失配问题. 文中设计的 SAUV 导航系
统算法具有以下特点: 采用加性白噪声非线性系统
滤波模型, 简化了 UKF 滤波算法; 使用虚拟噪声
次优 MAP 估值器克服模型误差, 算法复杂度适中;
相比现有算法, 其提供的速度和加速度信息可以被
SAUV 的控制模块直接使用.
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