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一类随机混杂系统的鲁棒方差控制

伍友利 1 方洋旺 1 王洪强 1 刘文杰 1

摘 要 对一类结构参数不完全已知的Markov跳变参数系统,研究使

得闭环系统的稳态状态方差小于某个给定的上界, 同时满足一定 H∞ 性
能的状态反馈鲁棒方差控制器设计问题. 运用线性矩阵不等式 (Linear

matrix inequality, LMI) 方法, 对系统进行了方差分析, 给出并证明了

控制器存在的条件, 进而用一组线性矩阵不等式的可行解给出了控制器

的一个参数化表示. 通过建立一个具有 LMI 约束的凸优化问题, 给出了

最小方差鲁棒控制器的设计方法. 最后仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract The design of a state feedback robust variance con-

troller is considered, which guarantees the closed-loop steady-

state variance to be less than a given upper bound and con-

cerns some H∞ performance for a class of Markov jump systems

whose mode is not available completely. Based on linear ma-

trix inequality (LMI) method, system variance is analyzed and

the existence conditions of such controllers are proposed and

proved. A parameterized representation of a set of desired con-

trollers is characterized in terms of the feasible solutions to the

LMI system. The problem of designing the minimum variance

robust controller is formulated as a convex problem with LMI

constrains. Finally, the simulation results show the effectiveness

of the method proposed in this paper.
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erant control systems (FTCS), Markov jump system, multiplica-

tive noise

容错控制系统 (Fault tolerant control systems, FTCS)

的目标是保证系统在发生故障的情形下仍能完成给定任务.

关于 FTCS 的设计问题, 有两类基本的设计方法: 1) 被动容

错设计,将一个或多个元件的故障情形看作模型不确定性,采

用鲁棒控制设计方法,保证系统具有一定的鲁棒性能,不重构

控制器; 2) 主动容错设计, 根据自动故障检测和识别 (Fault

detection and identification, FDI) 结果, 针对具体的故障模

式, 实时重构控制器[1]. 虽然系统重构与故障的检测和识别

是相互联系的, 但故障的检测与识别和控制器的设计通常是

分开进行的. 在控制器重构时, 通常假设故障检测和识别过
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程具有理想的效果 (无延迟、无虚警、无漏警等). Mariton[2]

建立数学模型, 在同一框架下考虑故障检测与识别和控制器

的重构问题. Mariton 指出, 即使很小的检测延迟和很低的虚

警概率作用于重构闭环控制系统时, 也不能保证系统稳定运

行. 因此, 在进行控制器重构设计时, 考虑故障检测和识别固

有的不完备性具有重要的意义.

Mariton 所提出的模型属于一类Markov 跳变线性系统

(Markov jump linear systems, MJLS) 模型. 关于MJLS 的

研究取得了一系列重要的成果, 包括稳定性、均方控制、鲁棒

控制、滤波及其在相关领域的重要应用等[3−5]. Mariton 提

出的模型包括两类随机过程: 一类表示系统元件的故障状态,

另一类表示故障自动检测和识别结果作用于控制器重构的

过程. 关于这类容错系统模型的稳定性、参数不确定性、检

测错误、检测延迟、执行器饱和控制和 H∞ 性能分析分别由
Aberkane[6], Mahmoud[7−8] 和 Shi[9] 等进行了研究. Samir

等[10] 运用参数依赖 Lyapunov 函数研究了该类系统的稳定

性和输出反馈控制问题, 给出了具有更少保守性的均方指数

稳定性条件.

另一方面, 在实际工程应用中, 一类控制问题的性能指

标常常直观地表现为系统状态稳态方差的上界形式. 以此为

背景而形成的约束方差控制问题得到了国内外学者的广泛

关注, 取得了一些重要的研究成果[11−13]. Wang 等[14] 讨论

了具有乘性噪声和方差约束的随机系统的鲁棒 H∞ 控制问
题, Majura 等[15] 研究了模糊系统的最优控制问题. 王子栋

等[16−17] 研究了不确定容错系统的方差约束控制问题, 进行

了方差分析, 并提出了控制器的设计方法, 但其研究的模型

只考虑了系统输入可能出现故障的情形. 关于由MJLS 描述

的主动容错系统、具有方差约束的鲁棒控制问题的研究, 目

前尚未见到.

本文首先建立了一类具有乘性噪声和参数不确定性的

MJLS 描述的主动容错系统模型. 然后采用线性矩阵不等式

(Linear matrix inequality, LMI) 方法, 对该系统进行方差分

析, 并研究了其鲁棒状态反馈控制器的设计问题. 要求控制

器同时满足如下三个条件: 1) 闭环系统随机均方稳定; 2) 状

态稳态误差具有给定上界约束; 3) 在噪声作用下, 系统满足

H∞ 性能指标. 最后通过建立一个具有 LMI 约束的凸优化问

题, 给出最优鲁棒方差控制器的设计方法.

1 问题描述

在给定概率空间 (Ω, F, P ) 中, 考虑如下具有乘性噪声

和参数不确定性的离散动态系统:





xxxk+1 = (A(rk) + ∆Ak(rk) + AM (rk)ξξξk)xxxk +

B(rk)uuuk(rk, ηk,xxxk) + G(rk)wwwk

zzzk = (C(rk) + ∆Ck(rk))xxxk +

D(rk)uuuk(rk, ηk,xxxk) + L(rk)wwwk

(1)

式中, xxxk ∈ Rn 为系统状态, uuuk ∈ Rp 为控制输入, zzzk ∈ Rr

为控制输出. 过程噪声 wwwk 为零均值高斯白噪声, 其强度为

R > 0. 随机乘性噪声 ξξξk 为零均值高斯白噪声, 其强度为

1. {rk, k ≥ 0} 表示系统完好或者多个可能出现的故障状态,

{ηk, k ≥ 0} 为对系统故障的自动检测和辨识过程[18]. 假设

rk 和 ηk 都是离散时间Markov 过程[19], 分别在有限集 ` =

{1, 2, · · · , ν} 和 ℘ = {1, 2, · · · , µ} 中取值. 系统的结构描述

依赖于系统的结构状态 rk, 而系统输入则由控制器根据系统

对故障的自动检测和辨识结果 ηk 给出.
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对于故障过程 rk, 其一步转移概率为

αil = Pr{rk+1 = l|rk = i}, i, l ∈ ` (2)

式中, αil ≥ 0, 且
∑ν

l=1 αil = 1.

ηk 为故障过程 rk 的条件 Markov 过程, 其一步条件转

移概率为

qj
il = Pr{ηk+1 = l|ηk = i, rk = j}, i, l ∈ ℘ (3)

式中, qj
il ≥ 0, 且

∑µ
l=1 qj

il = 1.

容许不确定参数满足匹配性条件为
[

∆Ak(rk) ∆Ck(rk)
]

= [H1(rk) H2(rk)] Fk(rk)M(rk)

(4)

式中, 实矩阵 Fk(rk) 表示参数不确定性, 满足

FT
k (rk)Fk(rk) ≤ I, rk ∈ ` (5)

假设对于系统 (1), 反馈控制律具有如下形式:

uuuk(rk, ηk,xxxk) = K(rk, ηk)xxxk (6)

则系统 (1) 可以写为如下形式:

{
xxxk+1 = (Ā(rk, ηk) + AM (rk)ξξξk)xxxk + G(rk)wwwk

zzzk = C̄(rk, ηk)xxxk + L(rk)wwwk

(7)

式中,

Ā(rk, ηk) = A(rk) + B(rk)K(rk, ηk) + H1(rk)Fk(rk)M(rk)

C̄(rk, ηk) = C(rk) + D(rk)K(rk, ηk) + H2(rk)Fk(rk)M(rk)

对 rk = i ∈ `, ηk = j ∈ ℘, 记 [·](rk) = [·]i, [·](rk, ηk) = [·]ij .
注 1. 本文所采用的模型不仅能够描述系统组件、传感

器或执行器发生故障的情形, 还能描述 FDI 出现虚警和检测

延迟等情形, 文献 [16−17] 所研究的模型可以看作本文的一

种特例, 显然本文所讨论的模型更复杂、更具有一般性.

定义 1. 对于每一个 i ∈ `, j ∈ ℘, 定义系统 (1) 的协方

差矩阵为

Q̂k(i, j) = E[xxxk(i, j)xxxk(i, j)T] =

E[xxxk(rk, ηk)xxxk(rk, ηk)T|rk = i, ηk = j]

则

Q̂k(rk, ηk) = E[xxxk(rk, ηk)xxxk(rk, ηk)T] =

v∑
i=1

µ∑
j=1

E[xxxk(i, j)xxxk(i, j)T|rk = i, ηk = j] ×

P{ηk = j|rk = i}P{rk = i}

记 Q̂ij = limk→∞ E[xxxk(i, j)xxxk(i, j)T] = limk→∞ Q̂k(i, j).

如果系统 (1) 鲁棒随机稳定, 则系统状态的稳态协方差存在

Q̂(rk, ηk) = lim
k→∞

Q̂k(rk, ηk) =

v∑
i=1

µ∑
j=1

Q̂ijP{ηk = j|rk = i}P{rk = i}

本文的目标是关于系统 (1), 设计形如式 (6) 的状态反馈

控制器, 对于所有的容许不确定性, 同时满足如下三个条件:

1) 系统 (1) 是鲁棒随机均方稳定的;

2) 对于给定标量 γ > 0, 初始状态 x0 = 0 和所有的非零

wk, 控制输出 zk 满足:

N∑

k=0

E[‖zzzk‖2] ≤ γ2
N∑

k=0

E[‖wwwk‖2] (8)

3) 对于所有的 i ∈ `, j ∈ ℘, s = 1, · · · , n, 系统状态稳态

方差满足如下约束:

V ar[xxxk,s(i, j)] = lim
k→∞

E[xxxk,s(i, j)xxx
T
k,s(i, j)] =

[Q̂ij ]ss < σ2
ij(s) (9)

式中, xxxk(i, j) = [ xk,1(i, j) · · · xk,n(i, j) ]T, 给定标量

σ2
ij(s) > 0 (i ∈ `, j ∈ ℘, s = 1, · · · , n) 为由实际问题所要求

的可接受方差上界.

以上问题称为乘性不确定容错系统的鲁棒方差控制问

题.

2 鲁棒方差HHH∞ 控制

本节讨论不确定性容错系统的多目标 (稳定性、H∞ 性
能和方差约束) 控制问题.

2.1 稳定性分析

为了便于问题的求解, 本文将采用线性矩阵不等式描述

主要结果. 对一组对称正定矩阵 {Qij , i ∈ `, j ∈ ℘}, 记

Q̄ij =

v∑

h=1

αhj

µ∑

l=1

qj
ilQlh = ΩijΨΩT

ij (10)

式中

Ωij =

[√
α1iq

j
i1I · · ·

√
α1iq

j
iµI · · ·

√
ανiq

j
i1I · · ·

√
ανiq

j
iµI

]

(11)

Ψ = diag{Q11, · · · , Qµ1, · · · , Q1ν , · · · , Qµν} (12)

定理 1. 具有乘性噪声和参数不确定性容错系统 (7), 当

wwwk ≡ 0 时, 如下命题等价:

1) 系统 (7) 是鲁棒随机稳定的;

2) 存在一组对称正定矩阵 {Qij , i ∈ `, j ∈ ℘}, 满足



−Qij QijĀ
T
ijΩij QijA

T
MiΩij

ΩT
ijĀijQij −Ψ 0

ΩT
ijAMiQij 0 −Ψ


 < 0 (13)

式中, Ωij 和 Ψ 分别由式 (11) 和 (12) 给出.

3) 存在一组对称正定矩阵 {Pij , i ∈ `, j ∈ ℘}, 满足



−Pij ĀijPijΩij AMiPijΩij

ΩT
ijPijĀ

T
ij −Γ 0

ΩT
ijPijA

T
Mi 0 −Γ


 < 0 (14)

式中, Γ = diag{P11, · · · , Pµ1, · · · , P1ν , · · · , Pµν}.
证明. 定义状态相关矩阵Mk(rk, ηk) 为

Mk(rk, ηk) = E[xxxk(rk, ηk)xxxT
k (rk, ηk)]

则对 i ∈ `, j ∈ ℘, Mk(i, j) 满足如下方程
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Mk+1(i, j) = ĀijM̄k(i, j)ĀT
ij + AMiM̄k(i, j)AT

Mi

M0(r0, η0) = E[xxx0(r0, η0)xxx0(r0, η0)
T] (15)

式中

M̄k+1(i, j) =

v∑

h=1

αhj

µ∑

l=1

qj
ilMk(l, h) = ΩijΨmΩT

ij (16)

其中

Ψm =

diag{Mk(1, 1), · · · , Mk(µ, 1), · · · , Mk(1, v), · · · , Mk(µ, v)}
首先证明 (1) ⇔ (2). 令 Yij = Q−1

ij , i ∈ `, j ∈ ℘. 将式

(13) 分别左乘和右乘矩阵 diag{Yij , I, I}, 有



−Yij ĀT
ijΩij AT

MiΩij

ΩT
i Āij −Σ 0

ΩT
i AMi 0 −Σ


 < 0 (17)

式中

Σ = diag{Y −1
11 , · · · , Y −1

µ1 , · · · , Y −1
1v , · · · , Y −1

µv } (18)

应用 Schur 补引理[19], 由式 (17) 可知存在标量, 使得下式成

立:

ĀT
ijΩijΣ

−1ΩT
ijĀij + AT

MiΩijΣ
−1ΩT

ijAMi − Yij + δI < 0

(19)

取 Lyapunov 函数为

Vk(Mk(rk, ηk), rk, ηk) = Mk(rk, ηk)Y (rk, ηk)

则对 i ∈ `, j ∈ ℘, 有

Vk+1(Mk+1(i, j), i, j) =

(ĀijM̄k(i, j)ĀT
ij + AMiM̄k(i, j)AT

Mi)Yij =

Mk(i, j)(ĀijΩijΣ
−1ΩT

ijĀ
T
ij + AMiΩijΣ

−1ΩT
ijA

T
Mi) <

Mk(i, j)Yij = Vk(Mk(i, j), i, j)

从而有式 (20) 成立 (见本页下方).

所以, 有 0 < α < 1.

E{Vk+1(Mk+1(rk+1), rk+1, ηk+1)|xxxk, rk, ηk} <

αVk(Mk(rk), rk, ηk)

对上式由 0 到 k 进行迭代, 有

E{Vk(Mk(rk), rk, ηk)|xxx0, r0, η0} <

αkV0(M0(r0), r0, η0) (21)

从而,

E

{
N∑

k=0

Vk(Mk(rk), rk, ηk)|xxx0, r0, η0

}
<

(1 + α + · · ·+ αN )V0(M0(r0), r0, η0) <

1

1− α
V0(M0(r0), r0, η0)

由上式, 有

E

{
N∑

k=0

‖xxxk(x0, r0, η0)‖2|x0, r0, η0

}
<

min
rk∈S

λmin(Y (rk, ηk))

1− α
V0(M0(r0), r0, η0)

记

Ñ(x0, r0, η0) =

min
rk∈S

λmin(Y (rk, ηk))

1− α
V0(M0(r0), r0, η0)

有

lim
N→∞

E

{
N∑

k=0

‖xxxk(x0, r0, η0)‖2|xxx0, r0

}
≤ Ñ(xxx0, r0, η0)

(22)

所以系统 (1) 是随机均方稳定的.

注意到 A 与 AT 的谱半径相等, 与文献 [2] 类似即可得

到 (2)⇔ (3) 的证明. ¤
2.2 HHH∞ 性能

本节针对式 (8)的定义,分析不确定容错系统 (1)的H∞
性能.

定理 2. 给定标量 γ > 0, 称不确定容错系统 (7) 是鲁棒

随机稳定的, 且具有 H∞ 衰减度 γ, 如果存在一组对称正定

矩阵 {Qij , i ∈ `, j ∈ ℘}, 使得如下矩阵不等式成立



−Qij 0 QijĀ
T
ijΩij QijA

T
MiΩij QijC̄

T
ij

0 −γ2I GT
i Ωij 0 LT

i

ΩT
ijĀijQij ΩT

ijGi −Ψ 0 0

ΩT
ijAMiQij 0 0 −Ψ 0

C̄ijQij Li 0 0 −I




< 0 (23)

式中, Ωij 和 Ψ 分别由式 (11) 和 (12) 给出.

证明. 令 Pij = Q−1
ij , i ∈ `, j ∈ ℘. 对式 (23) 左乘和右

乘 diag{Pij , I, I, I, I}, 有如下不等式成立:

E{Vk+1(Mk+1(rk+1, ηk+1), rk+1, ηk+1)|xxxk, rk, ηk} − Vk(Mk(rk, ηk), rk, ηk)

Vk(Mk(rk, ηk), rk, ηk)
=

E{Vk+1(Mk+1(rk+1, ηk+1), rk+1, ηk+1)|xxxk, rk, ηk}
Vk(Mk(rk, ηk), rk, ηk)

− 1 =

α− 1 < − min
rk∈S

(
λmin(Σ)

λmin(Y (rk, ηk))

)
(20)
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


−Pij 0 ĀT
ijΩij AT

MiΩij C̄T
ij

0 −γ2I GT
i Ωij 0 LT

i

ΩT
ijĀij ΩT

ijGi −Γ 0 0

ΩT
ijAMi 0 0 −Γ 0

C̄ij Li 0 0 −I




< 0 (24)

式中, Γ = diag{P−1
11 , · · · , P−1

µ1 , · · · , P−1
1ν , · · · , P−1

µν }. 由引理
2, 式 (24) 等价于

[
ĀT

ijΩijΓ
−1ΩT

ijĀij + AT
MiΩijΓ

−1ΩT
ijAMi − Pij + C̄T

ijC̄ij

GT
i ΩijΓ

−1ΩT
ijĀij + LT

i C̄ij

AT
KiΩijΓ

−1ΩT
ijGi + C̄T

ijLi

GT
i ΩijΓ

−1ΩT
ijGi + LT

i Li − γ2I

]
< 0

与文献 [9] 的证明方法相似, 容易证明当式 (23) 成立时, 对

任意的 wk 6= 0, 有

N∑

k=0

E[‖zzzk‖2] ≤ γ2
N∑

k=0

E[‖wwwk‖2]

成立. ¤
2.3 方差分析

由定义 1, 当系统 (1) 随机均方稳定时, 对于任意的 i ∈
`, j ∈ ℘, 稳态状态协方差矩阵 Q̂ij 满足下式:

ĀijΩijΨ̂ΩT
ijĀ

T
ij + AMiΩijΨ̂ΩrmT

ij AT
Mi − Q̂ij + GiRGT

i = 0

(25)

式中, Ωij 由式 (11)给出, Ψ̂ = diag{Q̂11, · · · , Q̂µ1, · · · , Q̂1ν ,

· · · , Q̂µν}.
定理 3. 系统 (1) 是鲁棒随机稳定的, 且有 Q̂ij ≤ Qij ,

如果存在一组对称正定矩阵Qij , i ∈ `, j ∈ ℘, 使得如下 LMI

成立:


−Qij ĀijQijΩij AMiQijΩij GiQij

ΩT
ijQijĀ

T
ij −Ψ 0 0

ΩT
ijQijA

T
Mi 0 −Ψ 0

QijG
T
i 0 0 −R−1




< 0

(26)

式中 Ωij 和 Ψ 分别由式 (11) 和 (12) 给出.

证明. 由 Schur 补引理, 式 (26) 等价于

ĀijΩijΨΩT
ijĀ

T
ij + AMiΩijΨΩT

ijA
T
Mi −Qij + GiRGT

i < 0

(27)

显然, 由定理 1, 系统 (1) 是鲁棒随机稳定的.

由式 (27) 减去式 (25), 有

ĀijΩij(Ψ− Ψ̂)ΩT
ijĀ

T
ij + AMiΩij(Ψ− Ψ̂)ΩT

ijA
T
Mi−

(Qij − Q̂ij) < 0

所以有

Qij − Q̂ij ≥ 0

¤
2.4 鲁棒状态反馈控制器设计

本节针对具有方差约束和不确定性的离散容错系统, 设

计满足条件 1)∼ 3) 的状态反馈鲁棒控制器.

定理 4. 给定 γ > 0, σ2
ij(s) (i ∈ `, j ∈ ℘, s = 1, · · · , n),

如果存在一组正定对称矩阵 Qij , 实矩阵 Yij 和正数 εij , ςij ,

使得矩阵不等式 (28)∼ (30) 有解, 则存在形如式 (6) 的反馈

控制器使得对所有的容许不确定性, 条件 1)∼ 3) 满足, 且控

制器增益为: Kij = YijQ
−1
ij .

在式 (28)∼ (30) 中, [Qij ]ss 为矩阵 Qij 对角线上的元

素, 其中 Ωij 和 Ψ 分别由式 (11) 和 (12) 给出.

证明. 考虑不确定性条件 (4) 和 (5), 由引理 1, 引理 2 及

定理 1∼ 3, 即可得到本定理的证明. ¤
注 2. 当 ξξξk ≡ 0 且无方差约束时, 关于鲁棒控制器的

设计方法, 文献 [9] 给出了控制器的代数形式, 而本文利用线

性矩阵不等式方法给出了控制器的线性矩阵不等式描述. 文

献 [9] 在求解控制器时需要手动调整 εij 的值, 需要一定的经

验, 并且受到人为因素的影响. 而采用线性矩阵不等式描述

时, 可以利用 Matlab LMI 工具箱求解, 将 Qij , Yij 作为矩

阵变量, εij 和 ςij 作为常值变量进行求解. 并且, LMI 方法

还可以方便地用来设计具有某些特定性能的控制器.

注 3. 由不等式 (28)∼ (30) 所描述的线性矩阵不等式,

可由Matlab LMI 工具箱求解, 注意在求解时, 式 (30) 应采

用如下矩阵不等式描述:




−Qij 0 (QijA
T
i + Y T

ij BT
i )Ωij QijA

T
MiΩij QijC

T
i + Y T

ij DT
i QijM

T
i

0 −γ2I GT
i Ωij 0 LT

i 0

ΩT
ij(AiQij + BiYij) ΩT

ijGi εijΩ
T
ijH1iH

T
1iΩij −Ψ 0 0 0

ΩT
ijAMiQij 0 0 εijΩ

T
ijH2iH

T
2iΩij −Ψ 0 0

CiQij + DiYij Li 0 0 −I 0

MiQij 0 0 0 0 −εijI




< 0

(28)


−Qij (AiQij + BiYij)Ωij AMiQijΩij GiQij QijM
T
i

ΩT
ij(QijA

T
i + Y T

ij BT
i ) ςijΩ

T
ijH1iH

T
1iΩij −Ψ 0 0 0

ΩT
ijQijA

T
Mi 0 −Ψ 0 0

QijG
T
i 0 0 −R−1 0

MiQij 0 0 0 −ςijI




< 0

(29)

[Qij ]ss < σ2
ij(s)

(30)
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[
1 0 0 · · · 0

]
Qij

[
1 0 0 · · · 0

]T

< σ2
ij(1)

[
0 1 0 · · · 0

]
Qij

[
0 1 0 · · · 0

]T

< σ2
ij(2)

...
...

...[
0 0 0 · · · 1

]
Qij

[
0 0 0 · · · 1

]T

< σ2
ij(n)

2.5 最小方差鲁棒HHH∞ 控制器设计

不等式 (28)∼ (30) 是关于矩阵变量 Qij , Yij 以及常值

变量 εij 和 ςij 的线性矩阵不等式,所有满足式 (28)∼ (30)的

Qij , Yij , εij 和 ςij 构成一个凸集, 可以应用有关 LMI 的现

成软件方便地判断该集是否非空并求得一个特解. 同时, 定

理 4 给出了系统 (1) 的所有满足条件 1)∼ 3) 的控制器的一

个刻画, 利用这个性质可以设计满足一些特定要求的控制器.

特别地, 使得方差最小的鲁棒方差控制器往往更能符合实际

应用的要求. 下面的定理给出了最小方差鲁棒 H∞ 控制器的
设计方法.

定理 5. 给定 γ > 0 和一组权系数 βij(s), i ∈ `, j ∈ ℘,

(s = 1, · · · , n,
∑v

i=1

∑µ
j=1

∑n
s=1 βij(s) = 1), 若以下优化问

题

min
Qij ,Yij ,εij ,ςij

v∑
i=1

µ∑
j=1

n∑
s=1

βij(s)σ
2
ij(s)

s.t. (27) ∼ (29)

(31)

有解, 则 uuuk = YijQ
−1
ij xk 是系统的一个最小方差鲁棒H∞ 控

制器.

注 3. 容易看出定理 5 中的优化问题是一个凸优化问

题, 可以保证达到全局最优解, 并且该问题是一个具有线性

矩阵不等式约束的凸优化问题. 因此可以应用 Matlab 软件

的 LMI 工具包中的 mincx 命令求解.

3 仿真实例

对于模型 (1), 考虑如下两模态情形. 其中模态 1 表示系

统正常工作状态, 模态 2 表示系统第二个执行器通道故障.

1) 模态 1 (r(k) = 1 ):

A(1) =

[
−2 1

−1 2

]
, B(1) =

[
1 0

0 1

]

AM (1) =

[
0.5 0.8

1 0

]
, G(1) =

[
0.5 0.3

0 0.1

]

LLL(1) =
[

0.1 0.1
]
, CCC(1) =

[
0 0.5

]

DDD(1) =
[

0.6 0.2
]
, MMM(1) =

[
0.3 0

]

HHH1(1) =
[

0.1 0.2
]
, HHH2(1) =

[
0.1 0.1

]

Fk(1) = sin(0.5k)

2) 模态 2 (r(k) = 2 ):

A(2) =

[
2 0.5

0 1

]
, B(2) =

[
1 0

0 0

]

AM (2) =

[
0.6 0.5

0 −1

]
, G(2) =

[
0 0.2

0.1 0

]

LLL(2) =
[
−0.1 −0.1

]
, CCC(2) =

[
0.5 0.1

]

DDD(2) =
[

0 −0.2
]
, MMM(2) =

[
0.1 0.3

]

HHH1(2) =
[

0.1 0.1
]T

, HHH2(2) =
[

0.1 −0.1
]T

Fk(2) = cos(0.5k), R = 1

结构转移概率矩阵为:

ν = 2,

[
α11 α12

α21 α22

]
=

[
0.1 0.9

0.05 0.95

]

µ = 2,

[
q1
11 q1

12

q1
21 q1

22

]
=

[
0.2 0.8

0.2 0.8

]

[
q2
11 q2

12

q2
21 q2

22

]
=

[
0.1 0.9

0.15 0.85

]

令 γ = 3, σ2
11(s) = σ2

12(s) = σ2
21(s) = 1, σ2

22(s) = 2,

s = 1, 2, 3, 由Matlab LMI 工具箱求解式 (27)∼ (29), 得:

Q11 =

[
0.4782 −0.1156

−0.1156 0.8199

]

Q12 =

[
0.4979 −0.1580

−0.1580 0.9220

]

Q21 =

[
0.3280 −0.0106

−0.0106 0.0387

]

Q22 =

[
0.7228 −0.0311

−0.0311 0.1215

]

Y11 =

[
0.5316 −0.9265

0.6849 −1.7164

]

Y12 =

[
0.5732 −1.0869

0.7717 −1.9600

]

Y21 =

[
−0.3459 0.0040

−0.0030 −0.0024

]

Y22 =

[
−0.7873 0.0072

−0.0078 −0.0015

]

ε11 = 5.0817, ε12 = 3.9740, ε21 = 0.1819

ε22 = 0.5869, ς11 = 15.0078, ς12 = 17.2734

ς21 = 0.2431, ς22 = 0.8195

则由定理 4, 反馈控制增益为:

K11 =

[
0.8681 −1.0076

−0.9560 −1.9708

]
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K12 =

[
0.8219 −1.0380

0.9258 −1.9672

]

K21 =

[
−1.0605 −0.1867

−0.0114 −0.0643

]

K22 =

[
0.4132 −8.8388

−0.3787 −16.0328

]

图 1 为仿真曲线, 图 2 中实线为系统的模态, 虚线为系

统结构和检测结果. 由图 1 可以看出本文所设计的控制器使

得系统稳态性能满足条件 1)∼ 3).

图 1 状态响应曲线

Fig. 1 The state response curves

图 2 系统模态及其检测和辨识结果

Fig. 2 The FDI results of mode

4 结论

本文针对采用具有Markov 跳变参数的离散动态系统建

模的不确定容错系统, 利用 LMI 方法, 研究了其鲁棒随机均

方稳定的充要条件, 提出并证明了具有方差约束的鲁棒控制

器存在条件, 并给出了其鲁棒方差控制器设计方法. 与采用

代数方法描述的控制器设计方法相比, 本文所设计的控制器

求解方便, 可以采用 Matlab LMI 工具箱直接求解. 并且利

用 LMI 方法给出了系统 (1) 所有满足条件 1)∼ 3) 的控制器

的一个刻画. 据此, 通过建立一个由一组线性矩阵不等式约

束的凸优化问题, 本文给出了更能符合工程实际要求的最小

方差鲁棒控制器的设计方法.
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