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基于线性投影结构的非负矩阵分解

李 乐 1, 2, 3 章毓晋 1, 2

摘 要 非负矩阵分解 (Non-negative matrix factorization, NMF) 是一个近年来非常流行的非负数据处理方法, 它常用于

维数约减、特征提取和数据挖掘等. NMF 定义中采用的数学模型基于非线性投影结构构造, 这决定了 NMF 降维需借助计算

量很大的迭代操作来实现. 此外, 由此模型提取的 NMF 特征常不稀疏, 这与 NMF 的设计期望相差甚远. 为一并解决上述两

个问题, 本文提出了一个新的模型— 基于线性投影结构的 NMF (Linear projection-based NMF, LPBNMF), 并构造了一个

单调的 LPBNMF 算法. 从数学的角度看, LPBNMF 可理解为实现 NMF 的一种特殊方式. LPBNMF 降维通过线性变换来

完成, 它所采用的数学模型的自身结构特点决定了由其得到的特征一定非常稀疏. 大量的比较实验表明, LPBNMF 的降维效

率显著高于 NMF, LPBNMF 特征明显比 NMF 特征更稀疏和局部化. 最后, 基于 AR 人脸数据库的实验揭示, LPBNMF 特

征比 NMF、LDA 以及 PCA 等特征更适合于用最近邻分类法处理有遮挡人脸识别问题.
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Abstract Non-negative matrix factorization (NMF) is a newly popular method for non-negative dimensionality reduc-

tion, feature extraction, data mining, etc. The mathematical model in NMF definition is based on nonlinear projection,

therefore dimension reduction by NMF is implemented by iterative updates which lead to high computational load. Ad-

ditionally, NMF features extracted by this model are usually not very sparse, and this fails to meet the expectation of

designing NMF. To simultaneously resolve the above two problems, this paper proposes a new model, linear projection-

based NMF (LPBNMF), and designs an monotonic algorithm for it. From mathematical point of view, LPBNMF is a

special mode for implementing NMF, which linearly implements dimension reduction. The high sparseness of LPBNMF

features is assured by the inherent characteristics of its mathematic model. The comparison experiments validate that

dimension reduction by LPBNMF is much more efficient than that by NMF, and that LPBNMF features are much more

sparse and localized than NMF ones. Finally, experiments based on AR face database indicate that LPBNMF features

are more suitable for nearest neighbor classification-based occluded face recognition than NMF, LDA, and PCA ones.

Key words Non-negative matrix factorization (NMF), linear projection-based NMF (LPBNMF), feature extraction,

data representation, efficiency of dimensionality reduction, sparse feature, occluded face recognition

非负矩阵分解 (Non-negative matrix factori-
zation, NMF)[1] 由 Lee 和 Seung 于 1999 年在
Nature 上提出, 它使分解后的所有分量均为非负
值 (寻求纯加性的描述). NMF 的心理学和生理学
构造依据是对整体的感知由对组成整体的部分的感

知构成 (感知是纯加性的生理机能)[2−4], 这也符合
直观的理解: 整体是由部分组成的[1], 因此它在某种
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意义上抓住了智能化数据描述的本质.
Lee 和 Seung 提出 NMF 时, 在泊松产生模

型的假设下用最大似然估计的思路构造了第一个

NMF 算法[1]. 随后, Lee 和 Seung 采用类似于 EM
(Expectation maximization) 算法中使用的优化策
略对广义 Kullback-Leibler 散度和欧几里德距离的
平方 (它们用来度量被处理数据和 NMF 结果间的
差异, 本文后面提到的被优化函数也均作此用) 分
别做交替优化得到了两个迄今最为经典和使用最广

的单调算法[5]. Wild 等考虑了利用球面 K 均值聚
类作为上述基于欧几里德距离平方算法的初始化步

骤, 这样做的好处是能使算法效率有所提高, 但这
以收敛到相对不好的局部解为代价[6]. Cichocki 等
构造了利用指数梯度下降原则交替优化对偶的广义

Kullback-Leibler 散度的算法[7]. Heiler 等考虑了欧
几里德距离平方的展开形式, 把对 NMF 的优化求
解归结为一组交替进行的经典凸二次规划问题, 构
造了单调下降的算法[8]. Cichocki 等利用了欧几里
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德距离平方的局部凸特性, 构造了以 “先求得无非负
约束下的解析解 (定点算法的特点), 再通过做非线
性投影满足非负性要求” 的方式完成交替优化的算
法[7], 此算法速度较快但可能发生震荡. 陈卫刚等构
造了用可行方向法和模拟退火法结合来交替优化欧

几里德距离平方的算法[9], 它 (理论) 复杂度较高, 因
为可行方向法中的一维搜索步骤以及模拟退火法都

比较耗时. Li 等构造了利用抛物线原理交替优化欧
几里德距离平方的单调定点算法, 此算法中的每次
操作都使此刻对应优化问题的目标函数仅由这一次

操作达到最小值, 因此效率远远超过其他算法[10].
以上的 NMF 算法均是基于单一目标函数构造

的, 还有另一类 NMF 算法, 它们是基于一组目标函
数 (目标函数族) 构造的, 这包括 Compass 基于 β

散度的算法[11]、Cichocki 和 Zdunek 等基于 α 散度

的算法[12−13] 以及Dhillon 等基于 Bregman 散度和
对偶 Bregman 散度的算法[14]. 这类算法的共同特
点是: 依目标函数族中的参数或自由设定函数的不
同, 它们与一系列潜在产生式模型 (对应不同的概率
分布假设) 下的似然函数一一对应, 因此它们的适用
范围更广 (特别是对于盲分离问题[12]), 但与此同时,
这些参数和自由设定函数的选择也对使用者提出了

较高的要求.
有关上述算法的更细致研究评述以及 NMF 算

法研究的其他成果可参见综述文章《非负矩阵分解

算法综述》[15].
目前, NMF 已应用到文本分析[1] 与聚类[16]、

数字水印[17−18]、人脸检测[19] 与识别[20]、图像检

索[21−22]、图像复原[23]、语言建模[24−25]、声源分

类[26]、音乐信号分析[27] 与乐器识别[28]、盲信号分

离[12]、网络安全[29]、基因及细胞分析[30−31] 等方面

的研究中.
NMF 定义中采用的数学模型基于非线性投影

结构构造, 这决定了 NMF 降维需借助计算量较大
的迭代操作来实现, 因此, 其处理高维数据 (常见于
计算机视觉、图像工程和机器学习等研究中) 时常
遇到效率瓶颈. 此外, 由此模型提取的 NMF 特征
常不稀疏, 这与 NMF 的设计期望 (提取稀疏和局部
化的特征[1]) 相差甚远. 目前的研究结果显示, NMF
还只是一个数据依赖的稀疏特征提取方法, 这限制
了其应用范围, 增加了应用难度.
为一并解决以上两个问题, 本文提出了一个

新的模型 — 基于线性投影结构的 NMF (Linear
projection-based NMF, LPBNMF), 构造了一个单
调的 LPBNMF 算法. 从数学的角度看, LPBNMF
是实现 NMF 的一种特殊方式.

本文以下各节安排为: 第 1 节介绍 NMF, 结
合示例指出其存在的问题; 第 2 节定义 LPBNMF,

分析 LPBNMF 的性质; 第 3 节构造 LPBNMF 算
法, 证明此算法的稳定性和收敛性; 第 4 节分析
LPBNMF 的一个相关 (相关指两方法同以线性变
换实现降维)方法—投影非负矩阵分解 (Projective
NMF, P-NMF),分析 LPBNMF与 P-NMF在构造
目的、模型、算法以及算法特性上的本质区别, 指出
LPBNMF 相比 P-NMF 的优越性; 第 5 节用大量
的比较实验验证 LPBNMF 比 NMF 降维效率高且
特征稀疏, 揭示基于 LPBNMF 的方法较常用方法
更适于解决有遮挡人脸识别问题; 第 6 节总结全文.

1 NMF及其存在的问题

对一个M 维的正随机向量vvv进行N 次观测,记
这些观测为 vvvj, j = 1, 2, · · · , N , 取 V = [VVV ·1,VVV ·2,
· · · , VVV ·N , ], 其中, VVV ·j = vvvj, j = 1, 2, · · · , N .
定义 1. NMF 是通过解

min
0≤W,H

fV (W,H) (1)

(fV (W,H) 刻画 V 与WH 间差异性) 来求得非负
的M × L 维基矩阵W 和非负的 L × N 维系数矩

阵 H, 使[1, 8]

V ≈ WH (2)

研究结果显示, 所有可使用的 fV 均不是

(W,H) 的凸函数, 所以对于计算机视觉、模式识
别以及图像工程等研究领域中所处理的大规模问

题, 求解 NMF 的全局最优解并不现实[1, 5, 8], 当前
的全部算法均是通过交替地优化W 和 H 得到相应

NMF 问题的一个局部解.
W 蕴含了 NMF 学习结果的全部内容, 因为W

定了之后依据 fV (W,H), H 也就定了. 这里, H 和

W 间不是 “H 等于 V 向W 做线性投影的结果” 的
关系, 而是 “H 等于

min
0≤H

fV (W,H) (3)

的结果” 的关系, 这表明 NMF 定义中采用的模型是
基于非线性投影结构构造的.
式 (3)也蕴含了在NMF训练完成后 (即得到式

(3) 的解W 后) 进行 NMF 降维的优化模型

min
0≤hhhj

fvvvj
(W,hhhj), j > N (4)

其中, vvvj, j > N 是随机向量 vvv 的一个新观测 (非训
练用观测), hhhj 是它的 NMF 投影系数 (降维结果).
无论 fvvv 为何种距离度量或散度, 解式 (4) 均需要用
迭代的方式来完成, 所以 NMF 降维计算量很大, 这
使其处理高维数据时常面临效率瓶颈. 举例来说, 取
fvvv 为欧几里德距离的平方, 此时 NMF 优化问题为
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min
0≤W,H

‖V −WH‖2
F (5)

Lee 和 Seung 基于辅助函数法提出可通过交替
地执行

H ← H ⊗ (WTV )® (WTWH) (6)

W ← W ⊗ (V HT)® (WHHT) (7)

(⊗ 和 ® 分别代表 Hardmard 乘和除) 直到收敛来
解式 (5)[5] (这个算法非常常用, 实现简单, 效率尚
可, 已被公认为基准算法, 本文的全部 NMF 实验均
借助此算法完成, 本文要说明的 NMF 缺陷是 NMF
模型造成的, 与某个具体算法无关). 由此算法学习
出W 后 (执行式 (6) 是为了辅助式 (7) 求W ), 对于
随机向量 vvv 的一个新观测 vvvj, j > N 的 NMF 降维
是解

min
0≤hhhj

‖vvvj −Whhhj‖2
F (8)

这通过执行

hhhj ← hhhj ⊗ (WTvvvj)® (WTWhhhj) (9)

直到收敛来实现 (式 (9) 等价于式 (6), 是式 (6) 的
向量表达形式). 用 ORL 库[32] 中的 200 幅图像 (任
取每人的 5 幅图) 进行 NMF 训练, 表 1 记录了利用
这时的 NMF 训练结果把 ORL 库里某幅非训练用
图像 (原始维数是 10 324) 降到 5 个不同维度的计算
耗时 (降维耗时基于配置为 Pentium 3.06 G CPU,
1.5G 内存的 PC 记录). 用 NMF 做应用研究时, 一
次实验中常需对成百上千幅这样的图像完成降维,
表 1 揭示的降维效率显然无法令人满意.

表 1 NMF 降维耗时示例

Table 1 Exhibitions for computational load of

dimensionality reduction by NMF

降到 k 维时的计算耗时 (s)

被处理 k = 40 k = 80 k = 120 k = 160 k = 160

图像 2.7124 12.6781 18.5714 29.3181 49.3811

Lee 和 Seung 提出 NMF 时, 利用基于MIT 人
脸数据库的实验结果说明通过 NMF 可以学习出稀
疏和局部化的特征, 但他们未在理论上对此予以证
明[1]. Donoho 等定义了可分离因子联结族 (Sepa-
rable factorial articulation family, SFAF), 证明了
如被处理数据集是一个 SFAF, 对其进行 NMF 可以
得到稀疏和局部化的特征[33]. 除此之外, 目前尚无
其他理论研究结论. 但 SFAF 是非常理想化的, 实际
数据集几乎不可能满足其定义. 因此, 推断用 NMF
处理实际数据集所得特征可能不稀疏, 这被图 1 所
示基于 ORL 和 AR 数据库[34] 的实验结果所支持.
所以, NMF 还只是一种数据依赖的稀疏特征提取方
法, 这制约了其应用范围, 增加了应用它的难度.

2 LPBNMF及其性质

为一并解决以上两个问题, 本节提出一个新
的模型 — 基于线性投影结构的 NMF (Linear
projection-based NMF, LPBNMF).

定义 2. LPBNMF 通过解

min
0≤Q,W

‖V −WQV ‖2
F (10)

来求得非负的M × L 维基矩阵W 和非负 L×M

(a) 基于 ORL 库的全部 400 幅图

(a) Based on all 400 images of ORL

database

(b) 基于 AR 库中 118 人的每人 8 幅无遮挡和无表情变化图

(b) Based on 118 objects′ 944 images (8 images of each object)

without occlusions and expressional variations in AR database

图 1 NMF 特征 (L = 100)

Fig. 1 NMF features (L = 100)
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维变换矩阵 Q, 使

V ≈ WQV (11)

从数学的角度看, LPBNMF 是进行 NMF 的一
种特殊方式, LPBNMF 定义与取 fV 为欧几里德距

离平方且取

H = QV (12)

时的 NMF 定义完全一致.
对于正随机向量 vvv 的一个观测 vvvj 的 LPBNMF

降维通过

hhhj = Qvvvj (13)

完成, 所以其效率要远高于 NMF 降维.
具体说, LPBNMF 降维的计算量为ML 次乘

运算和 L(M − 1) 次加运算, 而式 (9) 表示的 NMF
降维计算量 (其中, 计量WTWhhhi 的计算量时, 计量
的是先算 Whhhi、再算 WT(Whhhi) 的计算量, 这样做
比按顺序计算WTWhhhi 的运算量低)为 k(3M +1)L
次乘运算、k(3ML−2L−M)次加运算以及KL次

除运算 (k是迭代的步数). 显然,式 (9)表示的NMF
降维中, 一步迭代的计算量已远超过 LPBNMF 降
维的全部计算量.
通过交替优化W 和Q 解式 (10) 时, 当固定W

求Q, Q有趋向于其无约束最优解 (WTW )−1WT的

趋势,这是因为: ‖V −WQV ‖2
F 是Q的凸函数 (之后

的引理 4 对此有证明), Q 越趋向于 (WTW )−1WT,
‖V −WQV ‖2

F 越小. 同理, 当固定 Q 求W , W 同

样也有趋向于其无约束最优解 QT(QQT)−1 的趋势.
因为 (WTW )−1WT 和 QT(QQT)−1 在一般情况下

并不是非负的, ∀W > 0, ∀Q > 0, 只有W 和 Q 正

交, 才能保证 (WTW )−1WT 和 QT(QQT)−1 非负.
也就是说, 在非负的约束下, W 和 Q 越趋向于正交,
它们越可以优化到 QT(QQT)−1 和 (WTW )−1WT.
那么, 在对式 (10) 中问题的交替优化求解过程中,
W 和 Q 总是呈现出正交化的趋势, 从而使 Q 趋向

于 (WTW )−1WT, 使W 趋向于 QT(QQT)−1, 最终
使 ‖V − WQV ‖2

F 尽可能小. 事实上可以认为, 式
(10) 的优化模型中有一潜在罚项来约束W 和 Q 趋

向正交. 正因为此, 用以往任何 NMF 算法几乎不可
能得到 LPBNMF 解.

在非负的约束下, 正交即意味着稀疏. 因为对于
一组非负正交向量, 每一元素位置上只能有一个向
量的元素为非零值, 例如, 假定 A 是一个 10 × 5 的
非负正交阵, 则 A 的一个可能形式是

A=




a1 a2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a3 a4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a5 a6 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a7 a8 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 a9 a10




T

(14)

式中, a1, a2, · · · , a10 ∈ R+.
W 的列代表 NMF 特征, 所以 LPBNMF 特征

一定是非常稀疏的, 且 L 越大, W 列的稀疏性越强

(L 越大, 每列中零元素越多).
由 LPBNMF 的目标函数 (式 (10)) 知, LPB-

NMF 是追求表示性的. 由 vvvj ≈
∑L

i=1 WWW ·i[Qvvvj]i 以
及W 列的稀疏性和趋于正交性知, ∀ i ∈ {1, 2, · · · ,
L}, vvvj 中与WWW ·i 非零元素对应的位置基本只由WWW ·i
和 [Qvvvj]i 来表示. 那么, LPBNMF 特征 (WWW ·i, ∀ i

∈ {1, 2, · · · , L}) 中非零元素应主要分布于被处理
数据 vvvj 的某一局部区域 (局部区域的元素间有较强
的相关性, 变化相对会较平滑) 上. 否则, 很难做到
∀ i ∈ {1, 2, · · · , L}, ∀ j ∈ 1, 2, · · · , N , WWW ·i[Qvvvj]i 中
的非零元素能很好地逼近 vvvj 中对应位置的元素. 举
例来说, 如用 LPBNMF 去描述人脸, 则 LPBNMF
特征应是分别刻画如眼、鼻、嘴、面部、额头等局

部区域的, 假若 LPBNMF 特征WWW ·i 同时刻画了眼
睛和面部, 则无论如何, 很难做到 ∀ j ∈ 1, 2, · · · , N ,
WWW ·i[Qvvvj]i 都能很好地描述被处理人脸图像的眼睛
和面部. 因为不同人脸图像这两部分间的差异程度
不一样 (比如说, 不同人的肤色不同, 面部的反光度
不同, 所以眼睛和面部的灰度差异就不同). 综上所
述, LPBNMF 特征不但应是稀疏的, 而且应是局部
化的.

3 LPBNMF算法

基于式 (10) 的优化模型可构造如下 2 个定理,
它们是构造 LPBNMF 算法的基础.
定理 1. ∀ i ∈ {1, 2, · · · , L}, 记

Eab = [QV V TQT]ab(1− δaiδib)

∀ a, b ∈ {1, 2, · · · , L} (15)

固定 Q 和 {WWW ·1,WWW ·2, · · · ,WWW ·L}/WWW ·i, 并保证
‖[QV ]i·‖1 > 0, 在 WWW ·i ≥ ε (ε 是一个很小的正
数) 的约束下, 式 (10) 中的目标函数在

WWW ·i = max{ [V V TQT]·i −WEEE·i
[QV V TQT]ii

, ε} (16)

(max{·, ε} 使向量或矩阵中小于 ε 的元素等于 ε, 大
于 ε 的元素保持不变) 处达到最小值.
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此定理的证明可参见文献 [10] 中对定理 1 的证
明 (只需用 QV 替代其中的 H 即可).
定义 3. 如果 G(hhh,ggg) ≥ F (hhh), 当且仅当 ggg = hhh

时有 G(ggg,hhh) = F (hhh), 则 G(ggg,hhh) 称为 F (hhh) 的辅助
函数[5].

引理 1. 如果 G(ggg,hhh) 为 F (hhh) 的辅助函数, 且
ggg 固定后, G(ggg,hhh) 是 hhh 的严格凸函数, 则依照

hhht+1 = arg min
hhh

G(hhh,hhht) (17)

更新 hhh 可使 F (hhh) 严格单调下降 (hhht 和 hhht+1 分别为

hhh 的当前值和更新后的值).
证明. F (hhht+1) ≤ G(hhht+1,hhht) < G(hhht,hhht) =

F (hhht). ¤
定理 2. 当 V > 0, 固定W > 0, 如果 Q 的当

前值 ≥ ε, 则在 Q ≥ ε 的约束下, 通过

Q ← max{Q⊗
√

WTV V T ®WTWQV V T, ε}
(18)

可使式 (10) 中的目标函数值下降.
证明. 因为

‖V−WQV ‖2
F =

tr{(V −WQV )(V −WQV )T} =

tr{V V T − 2WQV V T + WQV V TQTWT} =

tr{V V T − 2QTWTV V T + WTWQV V TQT}
(19)

固定W , Q 的目标函数可简化为

F (Q) =

tr{−2QTWTV V T + WTWQV V TQT} =

− 2
L∑

i=1

M∑
j=1

Qij[WTV V T]ij+

L∑
i=1

M∑
j=1

Qij

L∑
k=1

M∑
l=1

[WTW ]ikQkl[V V T]lj

(20)

仿照文献 [35] 中的设计思路, 构造

Z(Q,P ) =
L∑

i=1

M∑
j=1

G(Qij) =

− 2
L∑

i=1

M∑
j=1

[WTV V T]ijPij(1 + log
Qij

Pij

)+

L∑
i=1

M∑
j=1

Q2
ij

Pij

L∑
k=1

M∑
l=1

[WTW ]ikPkl[V V T]lj

(21)

显然, Z(Q,Q) = F (Q). ∀ i, j, 取 xij = Qij/Pij, 根
据不等式 x ≥ 1 + log(x)[36], 有

Qij ≥ Pij(1 + log
Qij

Pij

) (22)

此外, 按文献 [35] 中的分析, 当 P > 0 时, 有

L∑
i=1

M∑
j=1

Q2
ij

Pij

L∑
k=1

M∑
l=1

[WTW ]ikPkl[V V T]lj−

L∑
i=1

M∑
j=1

Qij

L∑
k=1

M∑
l=1

[WTW ]ikQkl[V V T]lj =

1
2

L∑
i=1

M∑
j=1

Q2
ij

Pij

L∑
k=1

M∑
l=1

[WTW ]ikPkl[V V T]lj+

1
2

L∑
k=1

M∑
l=1

Q2
kl

Pkl

L∑
k=i

M∑
j=1

[WTW ]kiPij[V V T]jl−

L∑
i=1

M∑
j=1

Qij

L∑
k=1

M∑
l=1

[WTW ]ikQkl[V V T]lj =

L∑
i=1

M∑
j=1

L∑
k=1

M∑
l=1

1
2
x2

ijPij[WTW ]ikPkl[V V T]lj+

L∑
i=1

M∑
j=1

L∑
k=1

M∑
l=1

1
2
x2

klPkl[WTW ]kiPij[V V T]jl−

L∑
i=1

M∑
j=1

L∑
k=1

M∑
l=1

xijxklPij[WTW ]ikPkl[V V T]lj =

L∑
i=1

M∑
j=1

L∑
k=1

M∑
l=1

Pij[WTW ]ikPkl[V V T]lj×

(
1
2
x2

ij +
1
2
x2

kl − xijxkl

)
≥ 0 (23)

所以, Z(Q,P ) ≥ F (Q). 那么, Z(Q,P ) 是 F (Q) 的
辅助函数.
固定 P > 0, 因为 V > 0 且 W > 0,

Z(Q,P )是Q的严格凸函数. 因为G(Q11), G(Q21),
· · · , G(QL1), G(Q12), G(Q22), · · · , G(QL2),
· · · , G(Q1M), G(Q2M), · · · , G(QLM) 间无关联,
Z(Q,P ) 在满足
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[
∂Z(Q,P )

∂Q

]

ij

=
[
∂G(Qij)

∂Qij

]
=

− 2[WTV V T]ij
Pij

Qij

+ 2
Qij

Pij

[WTWPV V T]ij = 0

∀ i ∈ {1, 2, · · · , L}, j ∈ {1, 2, · · · ,M} (24)

的点处达到无约束下最小值, 易知此点为

P ⊗
√

WTV V T ®WTWPV V T (25)

∀ i ∈ {1, 2, · · · , L}, j ∈ {1, 2, · · · ,M}, G(Qij) 在
Qij > 0 时是单调增函数. 所以在 Q ≥ ε 的约束下,
Z(Q,P ) 在

max{P ⊗
√

WTV V T ®WTWPV V T, ε} (26)

处达到最小值. 取 P 为Q 的当前值, 则式 (26) 就是
式 (18) 的右半部分. 根据引理 1 知, 依据式 (18) 更
新 Q, 可使 (10) 式中的目标函数值下降. ¤

给W 和Q 均取定大于 ε 的初值, 对WWW ·1, WWW ·2,
· · · , WWW ·L 和 Q 分别根据定理 1 和定理 2 做交替优
化, 可使式 (10) 中的目标函数值严格单调下降. 上
述操作可表述为如下所示的 LPBNMF 算法.

LPBNMF算法

输输输入入入. V > 0, L

输输输出出出. W, Q

步骤 1. 随机初始化W (0) ≥ ε 和 Q(0) ≥ ε, k ← 0

步骤 2. 重复如下操作直到 (‖V −W (k)Q(k)V ‖F−‖V
− W (k + 1)Q(k + 1)V ‖F)/‖V ‖F < 终止条件

步骤 3.

D(k) = Q(k)V V TQ(k)T, F (k) = V [V TQT(k)]

步骤 4. i 从 1 到 L 执行

步骤 5. Eab(k) = Dab(1 − δaiδib), ∀ a, b ∈ {1, 2, · · · ,
L}

步骤 6. WWW ·i(k + 1) ← max{{FFF ·i − [WWW ·1(k + 1), · · · ,
WWW ·i−1(k + 1),WWW ·i(k), · · · ,WWW ·L(k)]EEE·i(k)}/Dii(k), ε}

步骤 7.

Q(k + 1) ← max{Q(k) ⊗
√

W (k + 1)TV V T ®W (k + 1)TW (k + 1)Q(k)V V T, ε}

步骤 8. k ← k + 1.

值得指出, 定理 1 和定理 2 中分别取约束条件
W ≥ ε 和 Q ≥ ε, 而不是W ≥ 0 和 Q ≥ 0, 不但避
免了在 LPBNMF 算法的步骤 6 和步骤 7 中出现数
学上无定义情况 (除以 “0”) 的可能性, 而且几乎不
影响算法的下降速度 (因为 ε 取一个足够小的正数).
为证明 LPBNMF 算法的稳定性和收敛性, 需

如下 4 个引理.

引理 2. ∀A ∈ RM×L, ‖A‖Abs-sum =∑M

i=1

∑L

j=1 |Aij| 是 A 的范数.
证明. ∀A ∈ RM×L, ∀C ∈ RL×N

‖AC‖Abs-sum =
∥∥∥∥∥

[
L∑

i=1

AAA·iCi1,

L∑
i=1

AAA·iCi2, · · · ,

L∑
i=1

AAA·iCiN

]∥∥∥∥∥
Abs-sum

=
N∑

j=1

‖
L∑

i=1

AAA·iCij‖1 ≤
N∑

j=1

L∑
i=1

‖AAA·i‖1|Cij| =

L∑
i=1

‖AAA·i‖1‖CCCi·‖1 ≤
L∑

i=1

‖AAA·i‖1

L∑
i=1

‖CCCi·‖1 =

(根据 Holder 不等式可得)

‖A‖Abs-sum‖C‖Abs-sum (相合性) (27)

∀A,B ∈ RM×L, ∀α ∈ R, ‖A‖Abs-sum ≥ 0 (非
负性), ‖αA‖Abs-sum = |α|‖A‖Abs-sum (齐次性) 和
‖A + B‖Abs-sum ≤ ‖A‖Abs-sum + ‖B‖Abs-sum (三角
不等式) 是显然成立的. ¤
引理 3. 依 LPBNMF 算法规则, 序列 {(W (k),

Q(k))} 中存在收敛子列.
证明. ‖W (k)Q(k)V ‖Abs-sum =

∑L

i=1‖WWW ·i(kl)‖1×
‖[Q(kl)V ]i·‖1 ≥ Mε‖Q(k)V ‖Abs-sum. 如果 {Q(k)}
无界, 因 V > 0, 则 {‖W (k)Q(k) × V ‖Abs-sum} 无
界. 因为 ‖W (k)Q(k)V ‖Abs-sum − ‖V ‖Abs-sum ≤
‖V −W (k)Q(k)V ‖Abs-sum,所以 {‖V − W (k)Q(k)·
V ‖Abs-sum} 无界. 依 LPBNMF 算法规则, {‖V−
W (k)Q(k)V ‖F} 单调下降且有下界, 所以它有界.
根据引理 2, ‖ · ‖Abs-sum 是范数, 在有限维空间中,
它与 ‖ · ‖F 等价, 所以 ‖V − W (k)Q(k)V ‖Abs-sum

有界, 这与假设 {Q(k)} 无界导出的结论相悖, 所以
{Q(k)} 有界.

‖W (kl)Q(kl)V ‖Abs-sum ≥ ‖W (kl)‖Abs-sumNε,
同理, {W (k)} 有界. 所以, {(W (k), Q(k))} 中存在
收敛子列. ¤
需指出, LPBNMF 算法中规定 Q ≥ ε, 而不是

Q ≥ 0 (定理 2中取约束条件Q ≥ ε,而不是Q ≥ 0),
与W ≥ ε 约束一起为 {(W (k), Q(k))} 有界性的证
明提供了便利. 这不但几乎不影响算法的收敛速度
(因 ε 设定为一个足够小的正数), 而且为从数学上保
证算法的稳定性 (定理 3) 创造了基础.

引理 4. ‖V −WQV ‖2
F 是 (W,Q) 的连续函数.

证明.

lim
∆W→0,∆Q→0

‖V − (W + ∆W )(Q + ∆Q)V ‖2
F −
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‖V −WQV ‖2
F =

lim
∆W→0,∆Q→0

tr{[V − (W + ∆W )(Q + ∆Q)V ] ×

[V − (W + ∆W )(Q + ∆Q)V ]T −
(V −WQV )(V −WQV )T} =

lim
∆W→0,∆Q→0

tr{2(−V + WQV ) ×

(∆WQV + W∆QV + ∆W∆QV )T +

(∆WQV + W∆QV + ∆W∆QV ) ×
(∆WQV + W∆QV + ∆W∆QV )T} = 0

(28)

依多元函数连续性定义[37], 命题得证. ¤
引理 5. 取 V > 0, ∀ i ∈ {1, 2, · · · , L}, 当固定

Q > 0和 {WWW ·1,WWW ·2, · · · ,WWW ·L}/WWW ·i, ‖V −WQV ‖2
F

是WWW ·i 的严格凸函数; ∀ j ∈ {1, 2, · · · , L}, 当固定
W > 0 和 {QQQ·1,QQQ·2, · · · ,QQQ·L}/QQQ·i, W 列满秩, ‖V
− WQV ‖2

F 是QQQ·i 的严格凸函数.
证明. 因为

‖V −WQV ‖2
F =

tr{V V T − 2WQV V T + WQV V TQTWT} =

tr{V V T} − 2
M∑

d=1

WWW d·[QV V T]·d +

M∑
d=1

WWW d·QV V TQTWWWT
d· =

tr{V V T − 2
M∑

d=1

L∑
h=1

Wdh[QV V T]hd +

M∑
d=1

L∑
k=1

L∑
l=1

Wdk[QV V TQT]klWdl} (29)

∀ i ∈ {1, 2, · · · , L}, 固定 Q > 0 和 {WWW ·1,WWW ·2, · · · ,
WWW ·L}/WWW ·i, WWW ·i 的目标函数简化为

f(WWW ·i) = WWWT
·i{[QV V TQT]iiI}WWW ·i + 2

M∑
d=1

Wdi ×

(
L∑

k=1,k 6=i

Wdk[QV V TQT]ki − [QV V T]id

)
(30)

因为 V > 0 且 Q > 0, [QV V TQT]iiI 是正定的.
f(WWW ·i) 是二次函数, [QV V TQT]iiI 是 f(WWW ·i) 的

Hesse矩阵, 根据文献 [38]中定理 1.4.16, f(WWW ·i)是
WWW ·i 的严格凸函数.

由式 (19) 继续推导, 有

‖V −WQV ‖2
F =

tr{V V T − 2QTWTV V T + V V TQTWTWQ} =

tr{V V T} − 2tr{V V TWQ} +

tr








[V V T]11 [V V T]12 · · · [V V T]1M

[V V T]21 [V V T]22 · · · [V V T]2M

...
...

. . .
...

[V V T]M1 [V V T]M2 · · · [V V T]MM







QQQT
·1W

TWQQQ·1 QQQT
·1W

TWQQQ·2 · · · QQQT
·1W

TWQQQ·M

QQQT
·2W

TWQQQ·1 QQQT
·2W

TWQQQ·2 · · · QQQT
·2W

TWQQQ·M

...
...

. . .
...

QQQT
·MWTWQQQ·1 QQQT

·MWTWQQQ·2 · · · QQQT
·MWTWQQQ·M








= tr{V V T} − 2
M∑

d=1

[V V TW ]d·QQQ·d +

M∑
c=1

M∑
d=1

[V V T]cdQQQ
T
·dW

TWQQQ·c, ∀ j ∈ {1, 2, · · · , L}
(31)

固定 W 和 {QQQ·1,QQQ·2, · · · ,QQQ·L}/QQQ·j, QQQ·j 的目标函
数简化为

f(QQQ·j) = [V V T]jjQQQ
T
·jW

TWQQQ·j − 2([V V TWWW ]j· −
M∑

d=1,d6=j

[V V T]jdQQQ
T
·dW

TW )QQQ·j (32)

因为 V > 0 且W > 0 列满秩, [V V T]jjW
TW 是正

定的. f(QQQ·j) 是二次函数, [V V T]jjW
TW 是 f(QQQ·j)

的 Hesse 矩阵, 根据文献 [38] 中定理 1.4.16, f(QQQ·j)
是QQQ·j 的严格凸函数. ¤
定理 3 (LPBNMF 算法的稳定性定理). 依

据 LPBNMF 算法规则, ∀ b ∈ Z+, ‖(W (k + b), Q(k
+ b))− (W (k), Q(k))‖ → 0 (Z+ 为正整数集).
证明. 假设 ‖(W (k + 1), Q(k + 1)) − (W (k),

Q(k))‖ → 0 不成立, 则存在 {(W (k), Q(k))} 的
子列 {(W (kl), Q(kl))}, 使 ‖(W (kl + 1), Q(kl + 1))
− (W (kl), Q(kl))‖ > δ > 0. 根据引理 3, 存在
{(W (kl), Q(kl))} 的收敛子列 {(W (klh), Q(klh))}.
显然, ‖(W (klh +1), Q(klh +1))−(W (klh), Q(klh))‖
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> δ > 0.
记 {(W (klh), Q(klh))} → (W̄ , Q̄), 根据引理

4, ‖V − WQV ‖2
F 是 (W,Q) 的连续函数, {‖V −

W (klh)Q(klh)V ‖2
F} → ‖V − W̄ Q̄V ‖2

F. 依 LPB-
NMF 算法的迭代规则, {‖V −W (k)Q(k)V ‖2

F} 是
收敛的, 它一定与 {‖V − W (klh)Q(klh)V ‖2

F} 收敛
到同一点.

根 据 LPBNMF 算 法 规 则, {(WWW ·1(klh +
1), WWW ·2(klh), · · · ,WWW ·L(klh), Q(klh))} 可以认为是
{(W (k), Q(k))} 的子列, 所以 {‖V − [{(WWW ·1(klh +
1), WWW ·2(klh), · · · ,WWW ·L(klh)]Q(klh)V ‖2

F} → ‖V −
W̄ Q̄V ‖2

F.
根据引理 3, {WWW ·1(klh + 1)} 中含有收敛子列,

任取其中收敛的子列 {WWW ·1(klhq
+ 1)}. 根据引理

5, 固定WWW ·2, · · · ,WWW ·L 和 Q > 0 后, ‖V −WQV ‖2
F

关于 WWW ·1 是严格凸的, 又因为 {(WWW ·2(klhq
), · · · ,

WWW ·L(klhq
), Q(klhq

))} → (W̄WW ·2, · · · , W̄WW ·L, Q̄),
所 以 {(WWW ·1(klhq

+ 1),WWW ·2(klhq
), · · · ,WWW ·L(klhq

),
Q(klhq

))} → (W̄WW ·1, W̄WW ·2, · · · , W̄WW ·L, Q̄), 那 么

{WWW ·1(klhq
+ 1)} → W̄WW ·1. 因为收敛子列 {WWW ·1(klhq

+ 1)}为任取的,所以 {WWW ·1(klh +1)} → W̄WW ·1. 那么,
{(WWW ·1(klh + 1),WWW ·2(klh), · · · ,WWW ·L(klh), Q(klh))}
→ (W̄WW ·1, W̄WW ·2, · · · , W̄WW ·L, Q̄).

同 理, {(WWW ·1(klh + 1),WWW ·2(klh + 1), · · · ,
WWW ·L(klh), Q(klh))} → (W̄WW ·1, W̄WW ·2, · · · , W̄WW ·L, Q̄). 依
此继续, 显然有 {W (klh + 1), Q(klh)} → (W̄ , Q̄).

W 是 LPBNMF 的基, 列满秩. 同理, {W (klh

+ 1), Q(klh + 1)} → (W̄ , Q̄). 所以, ‖(W (klh + 1),
Q(klh + 1)) − (W (klh), Q(klh))‖ → 0, 这与假设
‖(W (klh +1), Q(klh +1))− (W (klh), Q(klh))‖ → 0
不成立推出的结论相悖, 所以 ‖(W (k + 1), Q(k +
1))− (W (k), Q(k))‖ → 0.

‖(W (k + 2), Q(k + 2)) − (W (k), Q(k))‖ ≤
‖(W (k + 2), Q(k + 2))− (W (k + 1), Q(k + 1))‖+
‖(W (k + 1), Q(k + 1)) − (W (k), Q(k))‖ → 0. 根
据数学归纳法, ∀ b ∈ Z+, ‖(W (k + b), Q(k + b)) −
(W (k), Q(k))‖ → 0. ¤

根据定理 3, ∀ ε1 > 0, ∀ b ∈ Z+, ∃M(ε1, b) ∈
Z+, ‖(W (k + b), Q(k + b)) − (W (k), Q(k))‖ < ε1,
只要 k > M(ε1, b); 或者 ∀M ∈ Z+, ∀ b ∈ Z+,
∃ε2(M, b) > 0, ‖(W (k + b), Q(k + b)) − (W (k),
Q(k))‖ < ε2(M, b), 只要 k > M . 也就是说, 经过足
够步的迭代后, 再做 b 步迭代, LPBNMF 算法的输
出不会被显著地改变; 或者说, 经过一定步数的迭代
后, 再做 b 步迭代导致的 LPBNMF 算法输出变化
可被控制在一定范围内.

定理 4 (LPBNMF 算法的收敛性定理). 取

V > 0, 定义解集合 Ω = {minε≤W,ε≤Q ‖V −
WQV ‖2

F的稳定点}, LPBNMF 算法关于 Ω 收敛.
证明. 根据引理 3, {(W (k), Q(k))} 中存在收

敛子列 {(W (kl), Q(kl))}, 令 {(W (kl), Q(kl))} →
(W̄ , Q̄). 根据引理 5, 固定 ∀ i, {WWW ·1,WWW ·2, · · · ,
WWW ·L}/WWW ·i 和 Q > 0 后, ‖V − WQV ‖2

F 关于WWW ·i
是凸的, 且 LPBNMF 算法单调下降, 所以 ∀WWW ·i
≥ ε, ‖V − W̄ Q̄V ‖2

F ≤ ‖V − [W̄WW ·1, · · · , W̄WW ·i−1,WWW ·i,
W̄WW ·i+1, · · · , W̄WW ·L]QV ‖2

F. 那么,

∀WWW ·i ≥ ε,

[
∂(‖V −WQV ‖2

F)
∂WWW ·i

|(W,Q)=(W̄ ,Q̄)

]T

×

(WWW ·i − W̄WW ·i) ≥ 0, ∀ i ∈ {1, 2, · · · , L} (33)

因为此时从 W̄WW ·i 点出发在 {WWW ·i|WWW ·i ≥ ε} 区域内找
不到下降方向. 同理,

∀QQQ·j ≥ 0,

[
∂(‖V −WQV ‖2

F)
∂QQQ·j

|(W,Q)=(W̄ ,Q̄)

]T

×

(QQQ·j − Q̄QQ·j) ≥ 0, ∀ i ∈ {1, 2, · · · ,M} (34)

式 (33) 和 (34) 合在一起构成了 (W̄ , Q̄)
为 minε≤W,ε≤Q ‖V − WQV ‖2

F 的稳定点的充分

条件[39]. 定义解集合 Ω = {minε<W,ε<Q ‖V −
WQV ‖2

F的稳定点}. {(W (kl), Q(kl))}为任取的,所
以 {(W (k), Q(k))}的所有极限点均在Ω中, 根据算
法收敛的定义[38,40], LPBNMF 算法关于 Ω 收敛.

¤

4 相关方法讨论和分析

截断奇异值分解 (Truncated singular value de-
composition, tSVD) 是一种由 SVD 重建结合负分
量归零处理来实现对数据非负重建描述的方法, 由
其重建的数据矩阵的秩重建前不能确定 (只能重
建后再判断) 和描述准确性差是它的两个主要缺
点[41]. 为构造无上述缺陷的非负投影 (重建) 方
法, Yuan 等提出了投影 NMF (Projective NMF,
P-NMF)[41]. P-NMF 也是通过线性变换实现降维,
这是它与 LPBNMF 相关的地方, 但比较前面对 P-
NMF 设计目的的介绍和第 2 节对 LPBNMF 设计
目的的说明可知, 这两种方法的设计目的迥异, 除此
之外, 它们在模型、算法设计方式以及算法性质上也
存在明显差异, 以下具体讨论.

定义 4. 对于M × N 维数据矩阵 V , P-NMF
通过解 (‖ · ‖ 代表矩阵范数或散度)[41]

min
0≤W

‖V −WWTV ‖ (35)
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求得非负的M × L 维矩阵W , 使得

V ≈ WWTV (36)

比较定义 2 和定义 4 可知, LPBNMF 和 P-
NMF 使用的数据表示模型不同. Yuan 等称数据重
建 V̂ = PV 时使用的矩阵 P 为投影矩阵, 并称其
采用的投影矩阵 P = WWT 是对称式的[41]; 然而,
LPBNMF采用的投影矩阵 P = WQ是非对称式的

(沿用 Yuan 等使用的术语). 应指出, 投影矩阵构造
上的不同决定了 LPBNMF 模型性质比 P-NMF 模
型性质好, 这是因为: 一方面, 在优化中, LPBNMF
每次处理的优化问题 (优化 W 或 Q 中的一个) 比
P-NMF处理的优化问题 (优化W 但它以WWT 的

形式出现在目标函数中) 简单, 这有利于 (像定理 1
和定理 2 那样) 利用模型性质构造简单实用的专门
算法; 另一方面, LPBNMF 的优化问题具有局部凸
性质 (见引理 5), 局部凸特性利于算法性质的分析和
证明 (见定理 3 和定理 4), 然而, 无论取 ‖ · ‖ 为哪
种形式的范数或散度, P-NMF 优化模型均不具有局
部凸特性 (举例来说, 当选取最常用的欧几里德距离
平方来度量 V 与 WWTV 间的差异, 即取 ‖ · ‖ 为
‖ · ‖2

F, ‖V −WWTV ‖2
F 是W 的四次函数, 它显然

不是局部凸的).
Yuan 等按迭代步长自适应选取的梯度下降原

则构造了两个 P-NMF 算法[41], 这两个算法的迭代
特性相同, 所以下边重点介绍和分析其中的一个—
取 ‖ · ‖ 为欧几里德距离平方时的 P-NMF 算法.

取 ‖ · ‖ 为欧几里德距离平方时, P-NMF 的优
化模型为

min
0≤W

1
2
‖V −WWTV ‖2

F (37)

采用常规的梯度法可得W 的优化规则

Wij ← Wij − ηij

∂ 1
2
‖V −WWTV ‖2

F

∂Wij

∂ 1
2
‖V −WWTV ‖2

F

∂Wij

= −2[V V TW ]ij +

[WWTV V TW ]ij + [V TWWTW ]ij, ∀ i, j (38)

为使每步迭代后的 W 值均非负, Yuan 等提出了
按[41]

ηij =
Wij

[WWTV V TW ]ij + [V TWWTW ]ij
, ∀ i, j

(39)

取迭代步长, 将式 (39) 带入式 (38) 可得W 的优化

规则 (注意文献 [41] 的推导中丢掉了式 (40) 中的系

数 “2”)

Wij ← 2Wij[V V TW ]ij
[WWTV V TW ]ij + [V TWWTW ]ij

, ∀ i, j

(40)

比较定理 1、定理 2 以及式 (40) 的构造过程可
知, LPBNMF 算法和 P-NMF 算法的构造方式本质
不同. P-NMF 算法设计迭代步长表达式 (式 (39))
的目的是为了得到乘性更新迭代规则 (式 (40)), 它
可保证每步迭代结果均非负. 但众所周知, 使用梯
度下降法时, 迭代步长的选取是非常关键的, 步长
选取不好会造成算法震荡, 所以按上述方式给迭代
步长设定一个固定的表达式 (也就是说, 当迭代初
值给定, 每步迭代的步长也就固定了) 是无法保证
P-NMF 算法单调下降的, 此时算法的稳定性和收敛
性更是无法保证 (文献 [41] 中未对 P-NMF 算法的
这两个性质进行讨论). 图 2 记录了取 L = 80 时, 用
P-NMF 算法处理 ORL 库 400 幅图像的迭代曲线,
它显示此时算法是剧烈震荡的, 这与上述分析是一
致的. LPBNMF 算法对WWW ·1,WWW ·2, · · · ,WWW ·L 和 Q

分别根据定理 1 和定理 2 做交替优化, 定理 1 和定
理 2 的性质在理论上保证了 LPBNMF 算法一定单
调下降, 这如图 3 中记录的取 L = 80 时 LPBNMF
算法处理 ORL 库 400 幅图像的迭代曲线所示. 此
外, 根据 LPBNMF目标函数的局部凸特性 (引理 5)
及连续性 (引理 3)、LPBNMF 算法的有界性 (引理
2) 和单调性, LPBNMF 算法的稳定性 (定理 3) 和
收敛性 (定理 4) 在数学上可证明.
综上所述, P-NMF 和 LPBNMF 均采用了线性

变换来实现数据降维, 但它们的设计出发点不同, 它
们基于的数学模型也不同, LPBNMF 模型的性质比
P-NMF 模型好. LPBNMF 算法和 P-NMF 算法的
构造方式本质不同, P-NMF 算法不具单调性、稳定
性和收敛性, 实用性不好, 而 LPBNMF 算法单调、
稳定、收敛, 便于实际应用.

5 实验

本节用比较实验直观地验证 LPBNMF 的性能,
实验涉及降维效率、特征稀疏性以及在有遮挡人脸

识别中的应用等三个方面.

5.1 降维效率

LPBNMF 比 NMF 的降维效率高是显然的, 此
处利用实验说明 LPBNMF 降维较 NMF 降维的效
率提高程度. 用 ORL 库中的 200 幅图像 (每人任取
的 5 幅图) 分别进行 NMF 和 LPBNMF 训练, 表 2
(见第 33 页) 记录了利用这时的 NMF 和 LPBNMF
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图 2 P-NMF 算法处理 ORL 库 400 幅图像的迭代曲线 (L = 80)

Fig. 2 The iterative curve of processing all 400 images of ORL database by P-NMF algorithm (L = 80)

图 3 LPBNMF 算法处理 ORL 库 400 幅图像的迭代曲线 (L = 80)

Fig. 3 The iterative curve of processing all 400 images of ORL database by LPBNMF algorithm (L = 80)

训练结果将 ORL 库中 10 幅非训练用图像降到 10
个不同维度的计算耗时 (降维耗时基于配置为 Pen-
tium 3.06G CPU, 1.5 G 内存的 PC 记录).
观察表 2 最后一行的 “平均效率提升” 知: 此

时 LPBNMF 的平均降维效率至少比 NMF 高 145
倍, 保留维数越多, 两者间效率差异越大. 降维效率
提升倍数基本随保留维数的增加而显著增加, 当保
留 200维时, LPBNMF平均降维效率较NMF提升
可达 2 967 倍.

5.2 特征稀疏性

图 4 和图 5 分别基于 ORL 库的全部 400 幅图
和 AR 数据库 118 人的每人 8 幅图 (每人 8 幅无遮
挡、无表情变化图, 其中正面光照下 2 幅, 其他光照
条件下 6 幅) 记录了取 L 为 64、100 和 144 时做
LPBNMF和NMF得到的特征图像.图 4和图 5均
显示, 无论 L 取值大小, NMF 特征都是非常全局化
的, 而 LPBNMF 特征都是非常稀疏和局部化的, 这
验证了第 2 节的理论分析结论.
为定量分析 LPBNMF 和 NMF 特征的稀疏性,

可引入稀疏度的定义. 单个特征的稀疏度用

sparseness(WWW ·i) =

√
M − ‖WWW ·i‖1

‖WWW ·i‖2√
M − 1

, ∀WWW ·i ∈ RM

(41)
来度量[42]. 如果WWW ·i 中仅有一个元素非零 (最稀疏
的情况), 则 sparseness(WWW ·i) 为 1; 如果WWW ·i 中所
有元素的值均相等 (最不稀疏/最平滑的情况), 则
sparseness(WWW ·i) 为 0. 全部特征的稀疏度用

sparsenessW =

{
L∑

i=1

sparseness(WWW ·i)
}

L
(42)

来度量. 图 4 和图 5 的图题中给出了不同 L 取值

下的 LPBNMF 和 NMF 特征 (全部特征) 的稀疏
度, 由其可从定量角度再次验证 LPBNMF 特征远
比 NMF 特征稀疏. 此外, 观察不同 L 取值下 LPB-
NMF 特征稀疏度易知, 随 L 取值增大, LPBNMF
特征稀疏度也伴随提高, 这验证了第 2 节的理论分
析结论.
图 6 和图 7 分别基于 ORL 库的全部 400 幅图

和 AR 数据库 118 人的每人 8 幅图 (每人 8 幅无遮
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表 2 LPBNMF 与 NMF 的降维效率比较

Table 2 Comparison of computational loads of dimensionality reduction between LPBNMF and NMF

被处理
方法

降到 k 维时的计算耗时 (s)

图像 k = 20 k = 40 k = 60 k = 80 k = 100 k = 120 k = 140 k = 160 k = 180 k = 200

LPBNMF 0.005 0.0068 0.0072 0.0075 0.0085 0.0119 0.0125 0.0136 0.0148 0.017

NMF 0.8904 2.7124 7.9432 12.6781 14.2605 18.5714 25.7311 29.3181 39.5891 49.3811

LPBNMF 0.0057 0.0065 0.0066 0.0079 0.0083 0.012 0.0133 0.0135 0.0147 0.0158

NMF 1.0201 2.8617 7.9911 11.8712 13.872 18.2179 23.6676 30.6902 38.0799 43.9134

LPBNMF 0.0056 0.0071 0.0073 0.0078 0.0086 0.0121 0.0132 0.0138 0.0137 0.0159

NMF 0.7034 2.4151 6.0356 9.1215 11.1235 15.1315 22.2251 30.4177 33.7389 45.2733

LPBNMF 0.008 0.0064 0.007 0.0072 0.0086 0.0117 0.0133 0.0135 0.0131 0.0156

NMF 0.8415 2.3334 7.5893 9.7237 12.7782 17.9596 24.8947 35.1049 33.6579 48.2156

LPBNMF 0.0057 0.0067 0.007 0.0074 0.0087 0.0113 0.0127 0.0133 0.0139 0.0161

NMF 0.8222 2.3532 7.9201 9.788 13.9182 17.6892 26.4126 34.2119 39.4444 49.6071

LPBNMF 0.0056 0.0067 0.007 0.007 0.0087 0.0116 0.0128 0.0132 0.0116 0.0158

NMF 0.8019 2.5696 7.1564 10.8508 11.6862 16.3642 26.1722 32.2577 40.1346 51.5443

LPBNMF 0.0056 0.0064 0.0064 0.0068 0.0087 0.0116 0.013 0.0134 0.0142 0.0157

NMF 0.8488 2.809 7.294 12.4735 12.1533 21.6051 29.4304 29.9614 39.3462 48.5454

LPBNMF 0.0056 0.0067 0.0067 0.0069 0.0088 0.0115 0.0126 0.0133 0.0143 0.0155

NMF 0.8745 2.5462 8.6122 13.2749 11.3076 16.3672 24.551 28.7593 35.2532 45.3644

LPBNMF 0.0056 0.0065 0.007 0.0071 0.0088 0.0115 0.0126 0.0134 0.0144 0.0156

NMF 0.6875 2.6951 5.0178 8.505 10.7513 21.1786 21.2424 25.5285 37.2458 41.6976

LPBNMF 0.0056 0.0065 0.0073 0.0078 0.0088 0.0116 0.0123 0.0132 0.0149 0.0157

NMF 0.9712 3.6955 5.4385 9.6921 12.5069 19.0481 25.8863 37.0015 41.6306 48.3634

平均降 LPBNMF 0.0058 0.0066 0.0069 0.0073 0.0087 0.0117 0.0128 0.0134 0.014 0.0159

维耗时 NMF 0.8461 2.6991 7.0684 10.7979 12.5348 18.2311 22.3801 31.3251 37.8121 47.1906

平均效率提升（倍） 145 408 1 023 1 478 1 428 1 555 1 747 2 336 2 700 2 967

挡、无表情变化图, 其中正面光照下 2 幅, 其他光
照条件下 6 幅) 记录了取 L 为 64、100 和 144 时
LPBNMF 特征和 NMF 特征正交性随迭代步数增
加的变化情况.

{WWW ·1,WWW ·2, · · · ,WWW ·L} 的正交性用
L∑

i=1

L∑
j=1

[WTW ]ij − tr{WTW}

tr{WTW} (43)

来度量. 式 (43) 基于这样的思路构造: 如果 {WWW ·1,
WWW ·2, · · · ,WWW ·L} 是正交的, 则WTW 的非对角元素

均为 0; 那么, 当 {WWW ·1,WWW ·2, · · · ,WWW ·L} 不是严格正
交的, 则WTW 的非对角元素和占对角元素和的比

例越小, {WWW ·1,WWW ·2, · · · ,WWW ·L} 越趋向于正交. 第 2
节讨论了 LPBNMF 特征远比 NMF 特征稀疏和局
部化的原因在于: 做 LPBNMF时W 有趋向正交的

趋势, 而做 NMF 时无这种趋势, 图 6 和图 7 对此予
以了验证.
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(a) LPBNMF, L = 64, 稀疏度为 0.8379

(a) LPBNMF, L = 64, sparseness

degree is 0.8379

(b) LPBNMF, L = 100, 稀疏度为 0.8750

(b) LPBNMF, L = 100, sparseness

degree is 0.8750

(c) LPBNMF, L = 144, 稀疏度为 0.9042

(c) LPBNMF, L = 144, sparseness

degree is 0.9042

(d) NMF, L = 64, 稀疏度为 0.4023
(d) NMF, L = 64, sparseness

degree is 0.4023

(e) NMF, L = 100, 稀疏度为 0.4535
(e) NMF, L = 100, sparseness

degree is 0.4535

(f) NMF, L = 144, 稀疏度为 0.4519
(f) NMF, L = 144, sparseness

degree is 0.4519

图 4 LPBNMF 和 NMF 的特征稀疏性比较 (基于 ORL 库的全部 400 幅图)

Fig. 4 Comparison of the sparseness of features between LPBNMF and NMF

(based on all 400 images of ORL database)

(a) LPBNMF, L = 64, 稀疏度为 0.8563

(a) LPBNMF, L = 64, sparseness

degree is 0.8563

(b) LPBNMF, L = 100, 稀疏度为 0.8860

(b) LPBNMF, L = 100, sparseness

degree is 0.8860

(c) LPBNMF, L = 144, 稀疏度为 0.9098

(c) LPBNMF, L = 144, sparseness

degree is 0.9098

(d) NMF, L = 64, 稀疏度为 0.4778
(d) NMF, L = 64, sparseness

degree is 0.4778

(e) NMF, L = 100, 稀疏度为 0.5014
(e) NMF, L = 100, sparseness

degree is 0.5014

(f) NMF, L = 144, 稀疏度为 0.5214
(f) NMF, L = 144, sparseness

degree is 0.521

图 5 LPBNMF 和 NMF 的特征稀疏性比较 (基于 AR 库中 118 人的每人 8 幅无遮挡和表情变化图)

Fig. 5 Comparison of the sparseness of features between LPBNMF and NMF (based on 118 objects′ 944 images

(8 images of each object) without occlusions and expressional variations in AR database)
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(a) L = 64 (b) L = 100 (c) L = 144

图 6 迭代过程中 LPBNMF 和 NMF 特征正交性的变化规律 (基于 ORL 库的全部 400 幅图)

Fig. 6 Orthogonal degree of features in the iterative implementation of LPBNMF and NMF

(based on all 400 images of ORL database)

(a) L = 64 (b) L = 100 (c) L = 144

图 7 迭代过程中 LPBNMF 和 NMF 特征正交性的变化规律 (基于 AR 库 118 人每人 8 幅无遮挡和表情变化图)

Fig. 7 Orthogonal degree of features in the iterative implementation of LPBNMF and NMF (based on 118 objects′ 944

images (8 images of each object) without occlusions and expressional variations in AR database)

图 8 AR 数据库人脸图像示例

Fig. 8 Examples of face images in AR database
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5.3 有遮挡人脸识别

利用稀疏和局部化的特征可以有效抑制由遮挡

给特征提取造成的不利影响, 因为这时部分遮挡只
会影响有限的特征投影系数值. 那么, 可推知 LPB-
NMF 特征将非常适合于处理有遮挡人脸识别问题,
本小节利用基于 AR 数据库的实验对此进行验证.

AR 数据库中包含 76 名男性和 60 名女性的人
脸数据, 其中 118 人含有如图 8 所示的 26 幅图像.
图 8 中图像分上下两组, 它们在摄取时间上间隔为
两周, 每组中从左到右 13 幅图像的摄取特征分别为
正常表情+正常光照、微笑+正常光照、生气+正
常光照、震惊 + 正常光照、正常表情 + 右侧强光、
正常表情 + 左侧强光、正常表情 + 左右侧强光、眼
部遮挡 + 正常光照、眼部遮挡 + 右侧强光、眼部遮
挡 + 左侧强光、嘴部遮挡 + 正常光照、嘴部遮挡 +
右侧强光以及嘴部遮挡 + 左侧强光.
本小节利用这 118 人的图像进行了实验. 这

118 人中, 每人两组眼部被遮挡图像共 118 × 6 幅
作为一组测试图像, 每人两组嘴部被遮挡图像共 118
× 6 幅作为另一组测试图像. 因每人的眼部或嘴部
被遮挡的 6 幅图像中均蕴含左右侧的光照变化以及
拍摄时间变化, 为突出测试遮挡情况下的人脸识别
性能, 减弱光照变化和拍摄时间变化给识别造成的
影响, 所以使训练集也包含这两种变化因素. 那么,
这 118 人的每人两组正常表情 + 正常光照、正常表
情 + 右侧强光和正常表情 + 左侧强光图像共 118
× 6 幅作为训练图像.
为进一步减弱光照变化给识别造成的影响, 对

全部训练图和测试图进行分块光照和对比度补偿,
分块光照和对比度补偿这样进行: 1) 将人脸图像等
分为 9 块; 2) 设定被补偿后图像的均值 em 和标准

差 estd; 3) 逐块求原图像块的均值m 和标准差 std;
4) 逐块依照 Ik

ij ← em + (Ik
ij −m)× estd/std 逐个

象素调整灰度值, 得到进行补偿后的图像 (用 Ik
ij 表

示人脸图像的第 k 块的第 i 行第 j 列的位置的像素

值, k ∈ {1, 2, · · · , 9}). 采用分块光照和对比度补偿,
而不采用对整幅图像的光照和对比度补偿 (或直方
图均衡化), 是为了避免遮挡物与未被遮挡人脸间的
灰度剧烈差异给 “削弱光照变化” 预处理带来的负
面影响.
为通过对比的方式直观说明 LPBNMF 特征

在处理有遮挡人脸识别问题上的性能, NMF 特
征、LDA (Fisherface) 特征[43] 以及 PCA (Eigen-
face) 特征[44] 在这里作为 LPBNMF 特征的对比对
象.
人脸识别时的特征投影系数匹配采用最近邻法,

考虑 6 个分类器: 基于城市距离的最近邻分类器
(简记为 L1)[45]、基于欧几里德距离的最近邻分类器

(简记为 L2)[45]、基于夹角角度的最近邻分类器 (简
记为 θ)[45] 以及标准化了的 L1、L2 和 θ, 分别记为
NL1、NL2 和 Nθ. 上述标准化的最近邻匹配指, 在
常规最近邻匹配前先将特征投影系数各维均基于 2-
范数做归一化处理的最近邻匹配. 例如, 假设 {hj,
j = 1, 2, · · · , N} 为训练图像的特征投影系数, 归一
化训练图像特征投影系数 {Nhj, j = 1, 2, · · · , N}
按

Nhij ← hij√
N∑

j=1

h2
ij

, ∀ i, j (44)

求取, 对于某测试图像的特征投影系数 htest , 其归
一化结果 Nhtest 为

Nhtest
i ← htest

i√
N∑

j=1

h2
ij

, ∀ i (45)

基于上述的实验设置, 图 9 和图 10 分别给出
了 LPBNMF、NMF、LDA (Fisherface) 和 PCA
(Eigenface) 匹配最优近邻分类器时的眼部遮挡人
脸识别性能和嘴部遮挡人脸识别性能. 基于 LPB-
NMF、NMF 和 PCA 的实验依保留维数为 20, 25,
· · · , 200 共做 37 组; 根据 LDA 自身的特点, 最大
保留维数为训练样本类数减 1[41], 即 117 维, 基于
LDA 的实验依保留维数为 21, 24, · · · , 117 共做 33
组. 图 9 中, 为突出不同方法最优识别性能间的差异
(避免因显示的范围过大而使不同方法最优识别性能
间的差异在图上不好辨识), 只显示识别率高于 60%
的实验结果. 图 9 和图 10 显示, 无论遮挡出现在眼
部还是在嘴部, 基于 LPBNMF 的识别效果均远好
于基于 NMF、LDA 以及 PCA 的识别效果. 具体来
说, 眼部遮挡时, 基于 LPBNMF 方法的最优识别率
至少比其他方法的最优识别率高 4 个百分点; 嘴部
遮挡时, 基于 LPBNMF 方法的最优识别率至少比
其他方法的最优识别率高 7个百分点. 图 8显示, 实
验图像的嘴部遮挡范围要远大于眼部遮挡范围, 因
此图 7 和图 8 的实验结果还说明: 一方面, 无论对
哪一种方法来说, 都是遮挡越严重识别起来越难; 另
一方面, 遮挡越厉害, 基于 LPBNMF 的方法较其他
方法的优越性越突出 (最优识别率间的差异越大).

6 结论

降维效率低和特征的稀疏性差是用 NMF 做数
据处理时常遇到的两个问题, 这限制了 NMF 的应
用范围, 制约了 NMF 应用研究的发展. 为一并解决
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图 9 LPBNMF、NMF、LDA 和 PCA 匹配最优近邻分类器时的眼部遮挡人脸识别性能

Fig. 9 The best nearest neighbor classification-based recognition of faces with an occlusion in eyes while

using LPBNMF, NMF, LDA and PCA

图 10 LPBNMF、NMF、LDA 和 PCA 匹配最优近邻分类器时的嘴部遮挡人脸识别性能

Fig. 10 The best nearest neighbor classification-based recognition of faces with an occlusion in mouth while

using LPBNMF, NMF, LDA, and PCA

这两个问题, 本文提出了一个新的模型 — LPB-
NMF, 构造了一个单调的 LPBNMF 算法, 证明了
此算法的稳定性和收敛性.
理论分析和实验结果均显示: 1) LPBNMF 的

降维效率远高于 NMF; 2) LPBNMF 特征明显比
NMF 特征更稀疏和局部化; 3) LPBNMF 特征比
NMF 特征、LDA 特征以及 PCA 特征更适合于用
最近邻分类法处理有遮挡人脸识别问题.
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