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基于加权函数选择的伺服

系统性能优化设计方法

姚 郁 1 傅绍文 1, 2 贺风华 1 王晓晨 1

摘 要 为了尽可能提高伺服系统的性能, 提出一种基于加权函数选

择的性能优化设计方法. 首先, 给出性能优化设计问题的描述; 其次, 给

出了线性矩阵不等式 (Linear matrix inequality, LMI) 形式的优化指

标; 再次, 提出一种基于加权函数选择的系统性能优化设计迭代算法; 最

后, 利用 Bode 积分关系分析了算法的收敛性. 所提出的系统性能优化

设计算法易于迭代计算, 仿真实例验证了算法的有效性.
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Abstract In order to get servo system′s better performance,

an optimization approach to system performance based on

weight function selection is proposed. Firstly, the performance

optimization design problem is described. Secondly, perfor-

mance optimization design′s linear matrix inequality (LMI) in-

dex is presented. Thirdly, an iterative algorithm based on weight

function selection is proposed. Finally, the algorithm′s conver-

gence is analyzed based on Bode integral. The proposed per-

formance optimization design method is easy to compute and a

simulation result is given to verify the proposed method′s vali-

dation.

Key words Performance weight function, performance opti-

mization, Bode integral, linear matrix inequality (LMI)

加权函数选择是 H∞ 控制方法在实际应用中成功与否
的关键. 其中, 性能加权函数既表征了对伺服系统的指标要

求, 同时也表征了系统所能达到性能的高低. 因此, 可以在

设计伺服系统之前按照任务指标要求选取性能加权函数, 然

后通过改进控制方法或调整被控对象特性使得控制器设计有

解. 另外一种情况是, 在控制方法选定或被控对象给定情况

下, 通过调整性能加权函数得到不同的控制器, 进而不断提

高伺服系统性能.

对于第一种情况, 主要是通过定性分析的方法选择性能

加权函数. 姚郁等[1] 在飞行仿真转台混合灵敏度设计中, 给

出了加权函数选择的基本原则: 为了减小伺服系统跟踪误差

和干扰对系统输出的影响, 性能加权函数的直流增益应大于

要求的误差和干扰抑制比例系数, 而对于高频范围则无此要
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求. 类似地, 吴旭东等[2] 指出在 H∞ 混合灵敏度设计中性能
加权函数应选取一阶低通滤波器形式, 并且滤波器带宽为系

统要求的干扰抑制频宽. 王曦等[3] 则将系统时域内的指标

要求, 如上升时间以及超调量等, 转化为频域指标, 进而得到

表征该要求的性能加权函数. 此外, 为了进一步细化性能加

权函数选择的步骤, Ortega 等[4] 限定性能加权函数为带有 3

个变参的一阶传递函数, 并根据具体的指标要求对这 3 个参

数进行相应调整.

对于第二种情况, 目的是得到使系统性能尽可能提高的

加权函数以及相应的控制器. 在具有一定带宽要求的情况下,

伺服系统所能达到的性能是有限的[5−6],因此,可通过选择性

能加权函数对系统性能进行优化设计, 以最大限度挖掘系统

潜能. 王广雄等[7] 指出系统的性能极限是由系统带宽决定的,

达到性能极限依赖于有效的设计方法, 并给出了性能加权函

数选取的初步原则. 剑桥大学的 Lanzon 与 Glover 则开辟了

一种新的研究思路, Lanzon[8] 指出, 为了达到伺服系统的性

能极限,需要将性能加权函数作为设计参数进行设计,在文献

[9−11] 中, 为了解决H∞ 回路成形设计中基于加权函数选择
的系统性能优化设计问题, Lanzon给出一种类似于DK迭代

的性能加权函数选择算法, 这种方法在给定频段上选取若干

频率点, 在每个频率点上求解相应的线性矩阵不等式 (Linear

matrix inequality, LMI), 得到使系统性能接近极限的性能加

权函数, 由于采用逐个频率点计算的方法, 计算量非常大. 类

似的处理思路, Lanzon[12−13] 又讨论了 µ 综合控制中性能加

权函数选择算法, 首先给定某对角传递函数矩阵作为性能加

权函数的优化方向, 然后通过尤拉参数化方法将控制器动态

以线性分式变换 (Linear fractional transformations, LFT)

的形式分离出来, 最后在关心的频段上选取若干个频率点,

在每个频率点上求解 LMI, 得到接近系统性能极限的性能加

权函数, 由于要求在所有频率点上控制器的未知矩阵变量相

同, 使得问题可解性难度增大, 并且随着选择频率点的增多,

同样存在计算量大的问题. 为了避免在多个频率点的计算问

题, Lanzon 等[14−15] 提出在时域内通过状态空间方法计算

使系统性能接近极限的性能加权函数,为了使问题可解,算法

中引入了一个矩阵乘积可交换的条件, 一般情况下较难满足,

并且当问题维数较大时, 计算量很大. 此外, 为了简化性能加

权函数优化问题的求解, Asgharian 等[16] 与曾丽兰等[17] 则

采用数值优化方法讨论了系统性能优化设计问题.

综上所述, 为了尽可能提高伺服系统的性能, 可将性能

加权函数作为设计参数对系统性能进行优化设计, 但现有方

法要求满足较为苛刻的条件, 计算过程过于繁琐, 并且缺少

算法收敛性的分析, 难于满足实际应用的需要. 因此, 本文提

出一种新的、易于计算的并且算法收敛性有所保证的系统性

能优化设计算法.

1 系统性能优化设计问题描述

H∞ 控制经常将设计问题归纳为混合灵敏度问题, 如

图 1 所示. 其中, G(s) 为被控对象, K(s) 为闭环系统控制

器, We(s) 是性能加权函数, 在控制器设计过程中可以调整,

WT (s) 是系统不确定性加权函数, 在控制器设计过程中是固

定不变的. 混合灵敏度问题中用灵敏度函数 S 和补灵敏度函

数 T 分别表示对系统的要求或约束, 具体来说就是求解如下

H∞ 优化问题

min
Kstabilizing

∥∥∥∥∥
WeS

WT T

∥∥∥∥∥
∞
≤ 1
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其中, S = (1 + GK)−1, T = GK(1 + GK)−1.

图 1 混合灵敏度问题

Fig. 1 Mixed sensitivity problem

反馈设计中, 动态性能与稳定裕度本质上是矛盾的, 因

此必须在不同设计指标中进行折衷, 由 Bode 提出的灵敏度

积分关系表示了这种约束. 由 Bode 积分关系可知, 对于极

点个数多于零点个数的开环稳定系统, 灵敏度函数的对数幅

值在所有频率上的积分等于 0. 因此, 当存在带宽约束时, 在

一定频率范围内所期望的灵敏度衰减必然与另一些频率上灵

敏度增大进行折衷.

根据小增益定理, 系统鲁棒稳定性要求为

‖WT T‖∞ ≤ 1 (1)

不确定性一般在高频段 [ωH ,∞] 影响较大, 即 ‖WT (jω)‖ À
1, ω > ωH . 此时, 由式 (1) 可知 ‖GK‖∞ ¿ 1, 即

ln ‖S(jω)‖ ≈ 0, ω > ωH

因此, 当系统无右半平面极点时, 可得 Bode 积分关系为

∫ ωH

0

ln ‖S(jω)‖dω ≈ 0 (2)

在使用 H∞ 控制方法求解相应的优化问题后, 如下等价

关系成立

∥∥∥∥∥
WeS

WT T

∥∥∥∥∥
∞

= γ ⇔
∥∥∥∥∥

1
γ
WeS

1
γ
WT T

∥∥∥∥∥
∞

= 1

此时, 系统达到的性能为We/γ, 而不确定性加权函数等

价于WT /γ. 可见, 若 H∞ 优化结果使得 γ < 1, 系统的不确

定性界等价变大, 即系统的允许带宽变小, 如图 2 所示, 其中,

S1 与 S2 分别是对应于不确定性加权函数WT 与WT /γ 的

灵敏度函数.

图 2 系统带宽约束

Fig. 2 System′s frequency band restriction

由于系统鲁棒稳定性要求 γ ≤ 1, 因此, 当H∞ 控制的优
化结果为 γ = 1 时, 系统的允许带宽最大, 即在不确定性界

WT 所表示的系统带宽约束下, 要达到更好的性能, 要求闭环

系统 H∞ 范数 γ = 1. 因此, 在 H∞ 控制方法的基础上以及
γ = 1 的约束下, 可通过选择性能加权函数We 来优化系统

的性能.

对于低频干扰抑制以及降低系统灵敏度的要求, 一般情

况下只需选用形式简单的性能加权函数, 因此, 本文研究一

阶形式的性能加权函数, 其具体结构选择为

We =
cs + (b + ac)

s + a
(3)

其中, a > 0, b > 0, c > 0.

可以看出, 式 (3) 所示的加权函数具有低通特性, 其第一

个转折频率为 ω1 = a, 低频增益KD = (b + ac)/a, 第二个转

折频率为 ω2 = (b + ac)/c, 高频增益为KF = c. 从提高系统

性能的角度, 一般有如下要求:

1) 低频增益 KD 表征了干扰抑制水平以及跟踪误差指

标, 应尽可能大;

2) ω1 表征了对干扰以及跟踪误差抑制的带宽, 应尽可

能大;

3) 高频增益 KF 反映了系统灵敏度函数峰值的大小, 应

尽可能大.

即要求 (b + ac)/a, a, c 取值尽可能大, 其直观描述如图

3 所示.

图 3 期望的性能加权函数

Fig. 3 Desired performance weight function

一般情况下, 要求 We 高频增益小于 1, 即 c < 1, 由于

We 低频增益KD 一般较大, 即 (b + ac)/a À 1, 此时, 对We

的要求可简化为: b/a、a、c 取值应尽可能大, 且 c < 1.

至此, 基于加权函数选择的系统性能优化设计问题可描

述为: 找到一个如式 (3) 所示的加权函数We(s), 使得闭环系

统的 H∞ 范数 γ → 1, 且We(s) 中的参数 b/a、a、c 取值尽

可能大.

2 LMI形式优化指标

由于期望 b/a、a、c 取值尽可能大, 系统性能优化设计指

标可描述为: γ → 1, 且





min λ1

λ1b > a

λ1 > 0

,





min λ2

λ2a > 1

λ2 > 0

,





min λ3

λ3c > 1

λ3 > 0

为了将所求问题转化为 LMI 形式, 引入具有保守性的约

束 λ1 = λ2 = λ3, 并进行归一化处理. 给定 b/a、a 及 c 的

期望值分别为 k0、a0 及 c0, 由于 b/a > 1/λ1, 可认为 λ1 表
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示 b/a 取值的倒数, 而 k0 为 b/a 期望达到的最大值, 利用

λ1b > a ⇔ λ1k0b > k0a, 令 λ
′
1 = λ1k0, 则

max

(
b

a

)
⇔





min λ
′
1

λ
′
1b > k0a

λ
′
1 > 0

k0a > b

同理有

max (a) ⇔





min λ
′
2

λ
′
2a > a0

λ
′
2 > 0

a0 > a

, max (c) ⇔





min λ
′
3

λ
′
3c > c0

λ
′
3 > 0

c0 > c

令 λ
′
1 = λ

′
2 = λ

′
3 = λ, 则系统性能优化设计 LMI 形式指标

可表示为





min λ

λ > 0, λb > k0a, λa > a0, λc > c0

k0a > b, a0 > a, c0 > c

3 基于加权函数选择的迭代算法

在图 1 中, 各传递函数的状态空间描述为

We :

{
ẋe = −axe + be

z1 = xe + ce

WT :

{
ẋ t = Atx t + B ty

z2 = C tx t + Dty

G :

{
ẋg = Agxg + Bgu

y = C gxg

其中, 被控对象 G 中 Dg = 0 是使用 LMI 方法求解 H∞ 控
制问题的要求, 若 Dg 6= 0, 可在控制量 u 处加一个严格真的

低通滤波器.

系统广义被控对象输入为 r、u, 输出为 z1、z2 及 e, 令 x

= [xT
e xT

t xT
g ]T, zzz = [z1 z2]

T, 则广义被控对象的状态空间

描述为 



ẋxx = Apxxx + BBBp1r + BBBp2u

zzz = Cp1xxx + DDDp11r + DDDp12u

e = CCCp2xxx + DDDp12r

(4)

式中

Ap =



−a 0 −bCCCg

0 At BBBtCCCg

0 0 Ag


 , BBBp1 =




b

0

0


 r

BBBp2 =




0

0

BBBg


 , Cp1 =

[
1 0 −cCCCg

0 CCCt DDDtCCCg

]

DDDp11 =

[
c

0

]
, DDDp12 =

[
0

0

]

CCCp2 =
[

0 0 −CCCg

]
, DDDp21 = III

由式 (4) 可知, 参数 a, b 及 c 在系统状态空间矩阵 Ap,

Bp1, Cp1 及DDDp11 中以仿射形式出现, 给定 a, b 及 c, 可使用

LMI 方法求解式 (4) 的 H∞ 控制问题.

给定性能加权函数的初始参数, 以及 b/a, a, c 的期望值

k0, a0, c0, 基于加权函数选择的系统性能优化设计的迭代算

法如下:

步骤 1. 给定初始性能加权函数WeI ;

步骤 2. 由给定的WeI 求解对称矩阵 X、Y , 使得如下

线性目标函数最小化问题有解:

min γ (5)

[
No 0

0 I

]T



AT
p X + XAp XBBBp1 CT

p1

BBBT
p1X −γI DDDT

p11

Cp1 DDDp11 −γI


×

[
No 0

0 I

]
< 0 (6)

[
Nc 0

0 I

]T



ApY + Y AT
p Y CT

p1 BBBp1

Cp1Y −γI DDDp11

BBBT
p1 DDDT

p11 −γI


×

[
Nc 0

0 I

]
< 0 (7)

[
X I

I Y

]
> 0 (8)

其中, No 和 Nc 分别是以子空间 ker([CCCp2 DDDp21]) 和

ker([BBBT
p2 DDDT

p12]) 中任意一组基向量作为列向量所构成的矩

阵. 令式 (5)∼ (8) 得到的优化结果为 γp;

步骤 3. 给定步骤 2 中求得的X、Y , 求解性能加权函数

Wes 的参数 a, b 及 c, 使得如下线性目标函数最小化问题有

解: 



min λ

λ > 0, λb > k0a, λa > a0, λc > c0

k0a > b, a0 > a, c0 > c

(9)

[
No 0

0 I

]T



AT
p X + XAp XBBBp1 CT

p1

BBBT
p1X −I DDDT

p11

Cp1 DDDp11 −I


×

[
No 0

0 I

]
< 0 (10)

[
Nc 0

0 I

]T



ApY + Y AT
p Y CT

p1 BBBp1

Cp1Y −I DDDp11

BBBT
p1 DDDT

p11 −I


×

[
Nc 0

0 I

]
< 0 (11)
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步骤 4. 若 γp 接近 1,则转到步骤 5,否则令WeI = WeS ,

转到步骤 2;

步骤 5. 由X、Y 构造对应于WeS 的中心控制器K(s),

退出算法.

4 算法收敛性分析

由步骤 3 可见, 本文算法可使 b/a, a 及 c 取值尽可能大,

下面利用 Bode 积分关系论证算法是收敛的, 且使得 γ → 1.

1) γ ≤ 1

假设第 n 次迭代计算步骤 2 中性能加权函数为 WeI0,

优化结果为 γp = γ0, 相应控制器为K0, 即

∥∥∥∥∥
WeI0S0

WT T0

∥∥∥∥∥
∞

= γ0 (12)

步骤 3 得到性能加权函数为WeS0, 即

∥∥∥∥∥
WeS0S0

WT T0

∥∥∥∥∥
∞

= 1 (13)

而在第 n+1次迭代计算中,步骤 2中性能加权函数为WeS0,

优化结果为 γp = γ1, 相应控制器为K1, 即

∥∥∥∥∥
WeS0S1

WT T1

∥∥∥∥∥
∞

= γ1 (14)

以 WeS0 作为性能加权函数求解 H∞ 最优控制问题时,

K1 是使闭环系统内稳定且 H∞ 范数最小的控制器, 对比式

(13) 与式 (14), 可知 γ1 ≤ 1.

2) limn→∞ γ1 → 1

不确定性在系统低频段影响一般较小, 即

∥∥∥∥∥
WeS

WT T

∥∥∥∥∥
∞
≈ ‖WeS‖∞ , ω ∈ [0, ω1] (15)

由于 H∞ 控制方法的设计结果使得闭环系统具有全通特性,

因此利用式 (12)、(13) 及 (15), 有

‖WeI0(jω)S0(jω)‖ = γ0 ⇔ ln ‖WeI0(jω)‖+

ln ‖S0(jω)‖ = ln γ0, ∀ω ∈ [0, ωL] (16)

‖WeS0(jω)S0(jω)‖ = 1 ⇔ ln ‖WeS0(jω)‖+

ln ‖S0(jω)‖ = 0, ∀ω ∈ [0, ωL] (17)

可见, 曲线 − ln ‖WeI0(jω)‖ 与 ln ‖S0(jω)‖ 之差在低频段上
为常值− ln γ0,且曲线− ln ‖WeS0(jω)‖与 ln ‖S0(jω)‖重合,

如图 4 所示.

假设 limn→∞ γ1 = ε, 且 ε < 1, 则有 − ln γ1 > 0,∑∞
n=1 → +∞, 即 ln ‖S1(jω)‖ → −∞, ∀ω ∈ [0, ωL]. 由

式 (2) 所示的 Bode 积分关系可得

∫ ωH

0

ln ‖S1(jω)‖dω =

∫ ωL

0

ln ‖S1(jω)‖dω +

∫ ωH

ωL

ln ‖S1(jω)‖dω = 0 (18)

图 4 曲线 − ln ‖W‖ 与 ln ‖S‖ 的关系
Fig. 4 Relationship of curves − ln ‖W‖ and ln ‖S‖

因此, 在中频段 [ωL, ωH ], ln ‖S1(jω)‖ → +∞. 由于

WeS0 是有理函数, 在区间 [ωL, ωH ] 上有界, 在算法的步骤 3

中, 对任意 ω ∈ [ωL, ωH ], 可得

1 =

∥∥∥∥∥
WeS0S1

WT T1

∥∥∥∥∥
∞
≥ max{‖WeS0‖‖S1‖, ‖WT T1‖} (19)

由 ‖WeS0‖ 有界以及 ‖S1(jω)‖ → ∞, 可知 ‖WeS0‖‖S1‖ > 1,

与式 (19) 矛盾. 因此, 由 γ1 ≤ 1, 可知 limn→∞ γ1 = 1.

3) γ0 ≤ γ1

如图 4 所示, 在系统的低频段, 有

γ0 ≤ γ1 ⇔ − ln γ0 ≥ − ln γ1, ω ∈ [0, ωL] (20)

令 ∆ = − ln γ0 + ln γ1, 由全通特性可知 ∆ 为常数, 因此 γ0

≤ γ1 等价于 ∫ ωL

0

∆dω ≥ 0 (21)

由于
∫ ωL

0

∆dω =

∫ ωH

0

(− ln ‖WeI0(jω)‖ − 2 ln ‖S0(jω)‖ +

ln ‖S1(jω)‖)dω −
∫ ωH

ωL

(− ln ‖WeI0(jω)‖ −

2 ln ‖S0(jω)‖+ ln ‖S1(jω)‖)dω (22)

由 Bode 积分关系, 可得
∫ ωL

0

∆dω =

∫ ωL

0

(− ln ‖WeI0(jω)‖) dω −
∫ ωH

ωL

(−2 ln ‖S0(jω)‖+ ln ‖S1(jω)‖) dω (23)

令
∫ ωL

0
∆dω ≥ 0, 由式 (23), 可得

∫ ωL

0

(ln ‖WeI0(jω)‖) dω ≤
∫ ωH

ωL

(2 ln ‖S0(jω)‖ − ln ‖S1(jω)‖) dω (24)

在系统的中频段, 有
∥∥∥∥∥

WeS

WT T

∥∥∥∥∥
∞

= γ ≤ 1, ∀ω ∈ [ωL, ωH ] (25)

因此, ‖WeS‖∞ ≤ γ, 进而

‖S(jω)‖ ≤ γ

‖We(jω)‖ , ∀ω ∈ [ωL, ωH ] (26)
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由于在体现系统性能要求的低频段
∫ ωL

0
ln ‖S(jω)‖jω <

0, 由 Bode 积分关系可知
∫ ωH

ωL

ln ‖S(jω)‖dω > 0, ∀ω ∈ [ωL, ωH ] (27)

由式 (21), (24), (26) 及 (27) 可知, 使得 γ0 ≤ γ1 的条件为
∫ ωL

0

ln‖WeI0(jω)‖dω ≤
∫ ωH

ωL

(
2 ln

γ0

WeI0(jω)
− ln ‖S1(jω)‖

)
dω ≤

∫ ωH

ωL

(−2 ln ‖WeI0(jω)‖) dω (28)

即
∫ ωH

0

ln ‖WeI0(jω)‖dω +

∫ ωH

ωL

ln ‖WeI0(jω)‖dω ≤ 0 (29)

在系统控制器设计完毕后, 一般情况下式 (29) 成立.

因此, 由 γ1 ≤ 1, limn→∞ γ1 = 1 及 γ0 ≤ γ1 可知, 所

提出的系统性能优化设计迭代算法是收敛的, 且能够使得 γ

→ 1.

5 仿真验证

在图 1 所示的系统中, 给定不确定性加权函数及被控对

象传递函数为

WT (s) =
0.01s + 0.001

0.003s + 1

G(s) =
12.5

(0.0318s + 1)(0.0032s + 1)

初始的性能加权函数参数初值取为 a = 0.5, b = 10, c = 0.3,

即

We0(s) =
0.3s + 10.15

s + 0.5

参数期望值取为 k0 = 1000, a0 = 9.42, c0 = 0.9, 算法

经过 20 次迭代后, 闭环系统 H∞ 范数收敛到 0.9999, 如图 5

所示, 参数优化结果为 a = 1.05, b = 116.28, c = 0.68, 相应

的性能加权函数为

Wep(s) =
0.679s + 117.0

s + 1.047

优化前后性能加权函数频率特性如图 6 所示, 可以看出, 优

化前后系统干扰抑制水平及带宽有了较大提高. 图 7 为两种

情况下系统的阶跃响应曲线, 经过优化设计之后, 系统阶跃

响应特性明显变好.

6 结论

本文围绕提高伺服系统性能的要求, 提出了一种基于加

权函数选择的性能优化设计迭代算法, 并利用 Bode 积分关

系论证了算法是收敛的. 所提出性能优化设计算法具有非常

简单的表达形式, 易于迭代计算. 仿真结果表明, 利用该算法

可在较少迭代次数中找到使系统性能接近极限的加权函数,

进而提高了伺服系统性能.

虽然文中分析了算法的收敛性, 但未就其收敛速度、是

否存在局部极小点等问题展开讨论. 此外, 高阶性能加权函

数可以更为细致地表达对伺服系统的性能要求, 因此有必要

研究基于高阶加权函数的性能优化设计方法. 这些问题都是

作者将来的研究重点.

图 5 算法迭代过程中闭环系统范数

Fig. 5 The closed loop norm during algorithm′s iteration

图 6 算法应用前后加权函数频率特性变化

Fig. 6 Comparison of performance weight function with

algorithm application

图 7 算法应用前后系统阶跃响应曲线

Fig. 7 Comparison of step response with algorithm application
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