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一类控制受约束非线性系统的基于单网络贪婪迭代

DHP算法的近似最优镇定

罗艳红 1, 2 张化光 1, 2 曹 宁 2 陈 兵 3

摘 要 提出一种贪婪迭代 DHP (Dual heuristic programming) 算法, 解决了一类控制受约束非线性系统的近似最优镇定

问题. 针对系统的控制约束, 首先引入一个非二次泛函把约束问题转换为无约束问题, 然后基于协状态函数提出一种贪婪迭代

DHP 算法以求解系统的 HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman) 方程. 在算法的每个迭代步, 利用一个神经网络来近似系统的协状

态函数, 而后根据协状态函数直接计算系统的最优控制策略, 从而消除了常规近似动态规划方法中的控制网络. 最后通过两个

仿真例子证明了本文提出的最优控制方案的有效性和可行性.
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Near-optimal Stabilization for a Class of Nonlinear Systems with Control

Constraint Based on Single Network Greedy Iterative DHP Algorithm

LUO Yan-Hong1, 2 ZHANG Hua-Guang1, 2 CAO Ning2 CHEN Bing3

Abstract The near-optimal stabilization problem for nonlinear constrained systems is solved by greedy iterative DHP

(Dual heuristic programming) algorithm. Considering the control constraint of the system, a nonquadratic functional is

first introduced in order to transform the constrained problem into a unconstrained problem. Then based on the costate

function, the greedy iterative DHP algorithm is proposed to solve the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation of the

system. At each step of the iterative algorithm, a neural network is utilized to approximate the costate function, and then

the optimal control policy of the system can be computed directly according to the costate function, which removes the

action network appearing in the ordinary approximate dynamic programming (ADP) method. Finally, two examples are

given to demonstrate the validity and feasibility of the proposed optimal control scheme.
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美国学者 Bellman 于 1957 年提出了求解多级
决策过程最优化的动态规划方法. 从理论上看, 动
态规划方法特别适用于目标函数的极小化或极大化

问题, 如能量极小化问题、效益极大化问题等. 但
该方法随着问题规模的增大, 计算量也迅速增大乃
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至出现 “维数灾” 问题, 故而其只适用于小规模简
单非线性系统的最优控制问题. 70 年代开始有人
着手研究动态规划问题的近似解法[1−3], 这类近似
解法可用于传统动态规划方法无法求解的目标函数

极小化或极大化最优控制问题中, 被称为近似动态
规划 (Approximate dynamic programming, ADP)
方法. 其主要原理为通过训练一个神经网络来逐渐
逼近动态规划问题中的目标函数并且同时训练另一

个神经网络来产生最优控制信号. 近几年, 这类近似
动态规划方法引起了不少研究者的注意并取得了一

些成果,如文献 [4− 19]. 在文献 [14]中,一种贪婪的
启发式动态规划 (Heuristic dynamic programming,
HDP) 迭代方案被提出以求解非线性离散系统的最
优控制问题, 其首次提出了求解非线性系统的近似
最优控制可以从任意控制策略开始迭代的方案.
然而, 尽管近似动态规划方法已经在最优控制

领域取得了较大的进步, 但是如何利用近似动态规
划方法求解带约束系统的最优控制问题仍然是个难

题. 对于带有输入约束的系统, 其最优控制解特别
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是光滑的最优控制解, 很难解析地获得. 为了解决
这个难题, 本文通过引入非二次泛函来克服被控系
统控制受约束的问题[20]. 通过使用非二次泛函可
以得到对应的哈密顿 –雅可比 –贝尔曼 (Hamilton-
Jacobi-Bellman, HJB) 方程, 通过求解这个 HJB
方程可以获得光滑有界的控制策略. 然而, 如何求
解 HJB 方程以得到最优的值函数仍旧是个难题. 因
此, 本文进一步提出一种新型的近似动态规划算法
即贪婪迭代的二次启发式动态规划 (Dual heuristic
programming, DHP) 算法以近似求解控制受约束
系统的 HJB 方程, 并给出了严格的收敛性证明. 另
外, 为了便于贪婪迭代 DHP 算法的实现, 首先引入
一个神经网络来近似逼近协状态函数, 然后通过这
个协状态函数来直接求取最优的控制策略. 这里的
控制策略是根据协状态函数直接求得的一个解析式,
因而无需像以往的近似动态规划方法一样引入另一

个控制网络来近似控制策略, 从而消除了控制网络
的使用, 在降低计算复杂度的同时还大大提高了计
算精度.

1 问题陈述

考虑如下一类非线性系统

xxx(k + 1) = fff(x(k)) + g(x(k))u(k) (1)

其中, x(k) ∈ Rn 是系统的状态向量, 函数 f :
Rn → Rn 和 g : Rn → Rn×m 分别对各自的自

变量是可微的, 并且满足 f(0) = 0. 假设 f + gu

在一个 Rn 上包含原点的区域 Ωx 里是李普希兹

连续的, 并且假设系统 (1) 是可控的, 即在 Ωx

上至少存在一个能够渐近镇定系统的连续的控

制策略. 控制向量 u(k) ∈ Ωu, Ωu = {u(k) =
[u1(k), u2(k), · · · , um(k)]T ∈ Rm : |ui(k)| ≤ ūi,
i = 1, · · · ,m}, 这里 ūi 代表第 i个执行器的饱和上

界. 令 Ū ∈ Rm×m 为由各个执行器饱和上界组成的

常对角矩阵, 即 Ū = diag{ū1, ū2, · · · , ūm}.
本文主要讨论如何设计系统 (1) 的最优镇定控

制器问题,因此, 我们的目标是寻找控制输入 u(·)来
最小化如下的一般形式的非二次泛函

J(x(k),u) =
∞∑

i=k

{
x(i)TQx(i) + W (u(i))

}
(2)

其中, W (u(i))和 Q都是正定的.
对于最优镇定控制问题, 控制输入 u(·)不但要

在 Ωx 上镇定系统, 而且要保证性能指标 (2) 是有限
值, 即容许控制[9].
定义 1. 容许控制: 如果控制输入 u(x) 在 Ωx

上镇定系统 (1), u(0) = 0, 而且对于 ∀x(0) ∈ Ωx,

性能指标值 J(x(0),u)是有限值, 则控制输入 u(x)
被称为 Ωx 上相对于性能指标 (2) 的容许控制.

根据贝尔曼最优性原理, 假设最优代价函数用
V ∗ 表示, 则可以得到

V ∗(x(k)) = min
u(k)

{
x(k)TQx(k) + W (u(k))+

V ∗(x(k + 1))
}

(3)

对于无约束控制问题, W (u(i)) 通常选择为二
次型形式W (u(i)) = u(i)TRu(i) ,其中R ∈ Rm×m

是半正定的. 假设值函数光滑, 则根据最优控制的一
阶必要条件, 可以得到

u∗(k) = −1
2
R−1gT(x(k))

∂V ∗(x(k + 1))
∂x(k + 1)

(4)

其中, V ∗ 是对应于最优控制策略 u∗ 的值函数.
然而, 对于约束控制问题, 上面的推导不可行.

为了解决这个有界控制问题, 受文献 [20] 的启发, 首
先引入如下的非二次泛函

W (u(i)) = 2
∫ u(i)

0

ϕ−T(Ū−1s)ŪRds (5)

ϕ−1(u(i)) =
[
ϕ−1(u1(i)), · · · , ϕ−1(um(i))

]

其中, R 是正定的, s ∈ Rm, ϕ ∈ Rm, ϕ(·) 为
一个属于 Cp(p ≥ 1) 和 L2(Ωx) 的一对一的有界函
数, 并且满足 |ϕ(·)| ≤ 1. 另外, 它是一个单调递增
的奇函数, 并且其一阶导数具有常数上界 M . 满
足这些条件的函数很容易找到, 例如双曲正切函数
ϕ(·) = tanh(·). 应该指出的是, 通过上面的定义, 可
以保证非二次泛函W (u(i))是正定的, 因为 ϕ−1(·)
为单调奇函数, 而且 R是正定矩阵.
把式 (5) 代入式 (3), 可以得到 HJB 方程为

V ∗(x(k)) = min
u(k)

{
x(k)TQx(k)+

2
∫ u(k)

0

ϕ−T(Ū−1s)ŪRds +

V ∗(x(k + 1))
}

(6)

若假设值函数光滑, 则根据最优控制的一阶必
要条件, 可以得到

∂V ∗(x(k))
∂u(k)

= 2ŪRϕ−1(Ū−1u(k))+

(∂x(k + 1)
∂u(k)

)T ∂V ∗(x(k + 1))
∂x(k + 1)

= 0

(7)
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因此, 最优控制可以求解为

u∗(k) = Ūϕ

(
−1

2
(ŪR)−1gT(x(k))V ∗

x (x(k + 1))
)

(8)

如果值函数 V ∗已知, 则最优控制 u∗(k)可以通
过式 (8) 直接计算得到. 然而, 当前还没有方法能够
解析地求得这个约束最优控制问题的值函数. 因此,
在下一节我们着重讨论如何利用贪婪迭代的 DHP
算法来求取近似最优的控制解.

2 贪婪迭代DHP算法的推导和实现

2.1 贪婪迭代DHP算法的推导

为了便于分析, 以下用W (u(k))表示非二次泛
函 2

∫ u(k)

0
ϕ−T(Ū−1s)ŪRds.

定义协状态 λ(x(k)) =
∂V (x(k))

∂x(k)
, 则式 (8) 可

以写为

u∗(k) = Ūϕ
(
−1

2
(ŪR)−1gT(x(k))λ∗(x(k + 1))

)

(9)
结合式 (7), 则协状态函数 λ∗ 满足下式

λ∗(x(k)) =
∂V ∗(x(k))

∂x(k)
=

∂(x(k)TQx(k) + W (u(k)))
∂x(k)

+

(
∂u(x(k))

∂x(k)

)T
∂(x(k)TQx(k) + W (u(k)))

∂u(x(k))
+

(
∂x(k + 1)

∂x(k)

)T
∂V ∗(x(k + 1))

∂x(k + 1)
+

(
∂u(x(k))

∂x(k)

)T (
∂x(k+1)
∂u(x(k))

)T
∂V ∗(x(k+1))

∂x(k+1)
=

∂(x(k)TQx(k) + W (u(k)))
∂x(k)

+

(
∂u(x(k))

∂x(k)

)T [
∂(x(k)TQx(k) + W (u(k)))

∂u(x(k))
+

(
∂x(k + 1)
∂u(x(k))

)T
∂V ∗(x(k + 1))

∂x(k + 1)

]
+

(
∂x(k + 1)

∂x(k)

)T
∂V ∗(x(k + 1))

∂x(k + 1)
=

2Qx(k) +
(

∂x(k + 1)
∂x(k)

)T

λ∗(x(k + 1)) (10)

如果协状态函数 λ∗ 能够从式 (10) 中解得, 则
最优控制 u∗(k)可以通过式 (9) 直接计算得到. 然

而, 由于偏差分方程的两点边值问题, 很难解析地求
解式 (10). 因此, 下面我们提出一种贪婪迭代 DHP
算法来计算协状态函数 λ∗ 和最优的控制策略 u∗.

首先设初始的代价函数 V0(·) = 0,初始的协状
态函数 λ0(·) = 0, 然后计算相应的单步最优控制 u0

如下

u0(x(k)) = arg min
u(k)

{
x(k)TQx(k) + W (u(k))+

V0(x(k + 1))
}

(11)

根据最优性条件, 可以通过式 (11) 的右半部分
对 u(k)的导数等于零来求解 u0(x), 即

u0(x(k)) =

Ūϕ
(
− 1

2
(ŪR)−1gT(x(k))λ0(x(k + 1))

)
(12)

因此可以得到

x(k + 1) = f(x(k)) + g(x(k))u0(x(k)) (13)

和

u0(x(k + 1)) =arg min
u(k+1)

{
x(k + 1)TQx(k + 1)+

W (u(k + 1)) + V0(x(k + 2))
}

(14)

根据 λ0(x(k +2)) =
∂V0(x(k + 2))

∂x(k + 2)
, 进一步求解式

(14) 可以得到

u0(x(k + 1)) = Ūϕ
(
− 1

2
(ŪR)−1gT(x(k + 1))×

λ0(x(k + 2))
)

(15)

然后可以更新代价函数为

V1(x(k + 1)) = x(k + 1)TQx(k + 1)+

W (u0(k + 1)) + V0(x(k + 2))
(16)

因此, 对于 i = 0, 1, · · · , 我们可以在
ui(x(k + 1)) =arg min

u(k+1)

{
x(k + 1)TQx(k + 1)+

W (u(k + 1)) + Vi(x(k + 2))
}

(17)

和

Vi+1(x(k + 1)) = min
u(k+1)

{
x(k + 1)TQx(k + 1)+

W (u(k + 1)) + Vi(x(k + 2))
}

=

x(k + 1)TQx(k + 1)+

W (ui(k + 1)) + Vi(x(k + 2)) (18)
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之间进行反复迭代直到代价函数序列 Vi(x)收敛.
显然, 若假设 Vi 光滑, 则式 (17) 中的最优控制

ui(k + 1)能够进一步计算如下

∂Vi+1(x(k + 1))
∂u(k + 1)

=

∂(x(k + 1)TQx(k + 1) + W (ui(k + 1))
∂u(k + 1)

+

gT(x(k + 1))
∂Vi(x(k + 2))

∂x(k + 2)
= 0 (19)

即

ui(k + 1) = Ūϕ
(
− 1

2
(ŪR)−1gT(x(k + 1))×

λi(x(k + 2))
)

(20)

因为 λi+1(x(k + 1)) =
∂Vi+1(x(k + 1))

∂x(k + 1)
, 所以类似

式 (10) 的推导可以得到

λi+1(x(k + 1)) =

∂(x(k + 1)TQx(k + 1) + W (ui(k + 1)))
∂x(k + 1)

+

(
∂ui(x(k + 1))

∂x(k + 1)

)T

×
∂(x(k + 1)TQx(k + 1) + W (ui(k + 1)))

∂ui(x(k + 1))
+

(
∂x(k + 2)
∂x(k + 1)

)T
∂Vi(x(k + 2))

∂x(k + 1)
+

(
∂ui(x(k + 1))

∂x(k + 1)

)T (
∂x(k + 2)

∂ui(x(k + 1))

)T

×
∂Vi(x(k + 2))

∂x(k + 2)
=

∂(x(k + 1)TQx(k + 1) + W (ui(k + 1)))
∂x(k + 1)

+

(
∂x(k + 2)
∂x(k + 1)

)T
∂Vi(x(k + 2))

∂x(k + 2)
(21)

即

λi+1(x(k + 1)) = 2Qx(k + 1)+
(

∂x(k + 2)
∂x(k + 1)

)T

λi(x(k + 2))

(22)

因此最优控制可以计算如下:

ui(x(k)) =

Ūϕ

(
−1

2
(ŪR)−1gT(x(k))λi(x(k + 1))

)
(23)

因此, 式 (17) 和 (18) 之间的迭代可以直接通过式
(22) 和式 (23) 之间的迭代实现.

2.2 贪婪迭代DHP算法的收敛性分析

本节给出式 (17) 和 (18) 之间的迭代过程的收
敛性证明. 首先给出两个引理.

引理 1. 令 µi 为任意的控制策略序列, ui 为式

(17) 定义的策略. 同时令 Vi 为式 (18) 定义的序列,
Pi 定义为

Pi+1(x(k + 1)) =

x(k + 1)TQx(k + 1)+ (24)

W (µi(k + 1)) + Pi(x(k + 2))

如果 V0 = P0 = 0, 那么 Vi ≤ Pi, ∀i 成立.
证明. Vi+1是对于控制输入 u最小化方程 (18)

的右边得到的代价函数, 而 Pi+1 是任意输入得到的

代价函数, 所以 Vi+1 很明显的比 Pi+1 小. ¤
引理 2. 令序列 {Vi} 如式 (18) 定义. 如

果系统是可控的, 那么存在一个上界 Y 满足

0 ≤ Vi ≤ Y, ∀i.
证明. 令 η(x(k + 1))为任意镇定容许的控制

输入, V0(·) = Z0(·) = 0, 其中, Vi通过式 (18) 更新,
Zi 通过下式更新

Zi+1(x(k + 1)) =

x(k + 1)TQx(k + 1)+

W (η(x(k + 1))) + Zi(x(k + 2)) (25)

那么可以得到

Zi+1(x(k + 1))− Zi(x(k + 1)) =

Zi(x(k + 2))− Zi−1(x(k + 2)) =

Zi−1(x(k + 3))− Zi−2(x(k + 3)) =

Zi−2(x(k + 4))− Zi−3(x(k + 4)) =
...

Z1(x(k + i + 1))− Z0(x(k + i + 1)) (26)

因此可以得到下面的关系

Zi+1(x(k + 1)) = Z1(x(k + i + 1))+

Zi(x(k + 1))− Z0(x(k + i + 1))
(27)
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因为 Z0(·) = 0, 所以有

Zi+1(x(k + 1)) =

Z1(x(k + i + 1)) + Zi(x(k + 1)) =

Z1(x(k + i + 1)) + Z1(x(k + i))+

Zi−1(x(k + 1)) =

Z1(x(k + i + 1)) + Z1(x(k + i))+

Z1(x(k + i− 1)) + · · ·+
Z1(x(k + 1)) (28)

从而式 (28) 可以重写为

Zi+1(x(k + 1)) =
i∑

j=0

Z1(x(k + j + 1)) =

i∑
j=0

{
x(k + j + 1)TQx(k + j + 1)+

W (η(x(k + j + 1)))
} ≤

∞∑
j=0

{
x(k + j + 1)TQx(k + j + 1)+

W (η(x(k + j + 1)))
}

(29)

因为 η(x(k + 1))是镇定容许的控制输入, 即当
k →∞时 x(k + 1) → 0, 所以有

∀i : Zi+1(x(k + 1)) ≤
∞∑

i=0

Z1(x(k + i + 1)) ≤ Y

(30)
结合引理 1, 可以得到

∀i : Vi+1(x(k + 1)) ≤ Zi+1(x(k + 1)) ≤ Y (31)

¤
引理 1 和 2 将用于主要定理的证明中.
定理 1. 定义序列 {Vi} 如式 (18), V0 = 0,

定义序列 {λi} 如式 (22). 那么 {Vi} 为一个满足
Vi+1(x(k + 1)) ≥ Vi(x(k + 1)),∀i 的非减序列, 而
且收敛于离散 HJB 方程的值函数, 即当 i ⇒ ∞时
Vi ⇒ V ∗. 同时协状态序列 {λi} 和控制序列 {ui}
也是收敛的, 即当 i ⇒∞时, λi ⇒ λ∗ 和 ui ⇒ u∗.
证明. 为了便于分析, 定义一个新序列如下:

Φi+1(x(k + 1)) = x(k + 1)TQx(k + 1)+

W (ui+1(k + 1)) + Φi(x(k + 2)) (32)

其中, Φ0 = V0 = 0, 控制策略 ui 由式 (17) 定义, 代
价函数 Vi 由式 (18) 给出.
在下面的部分, 我们通过数学归纳法证明

Φi(x(k + 1)) ≤ Vi+1(x(k + 1)).

首先, 证明当 i = 0时结论成立. 因为

V1(x(k + 1))− Φ0(x(k + 1)) =

x(k + 1)TQx(k + 1) + W (u0(k + 1)) ≥ 0 (33)

因此对于 i = 0, 有

V1(x(k + 1)) ≥ Φ0(x(k + 1)) (34)

其次, 假设结论对于 i − 1成立, 即 Vi(x(k + 1)) ≥
Φi−1(x(k + 1)), ∀x(k + 1). 那么对于 i, 因为

Φi(x(k + 1)) = x(k + 1)TQx(k + 1)+ (35)

W (ui(k + 1)) + Φi−1(x(k + 2))

和

Vi+1(x(k + 1)) = x(k + 1)TQx(k + 1)+ (36)

W (ui(k + 1)) + Vi(x(k + 2))

成立, 因此有

Vi+1(x(k + 1))− Φi(x(k + 1)) =

Vi(x(k + 2))− Φi−1(x(k + 2)) ≥ 0 (37)

即下式成立

Φi(x(k + 1)) ≤ Vi+1(x(k + 1)) (38)

到此, 数学归纳法证明结束.
另外, 由引理 1有 Vi(x(k+1)) ≤ Φi(x(k+1)),

因此可以得到

Vi(x(k+1)) ≤ Φi(x(k+1)) ≤ Vi+1(x(k+1)) (39)

因此, 代价函数序列 {Vi} 是一个满足
Vi+1(x(k +1)) ≥ Vi(x(k +1)),∀i的非减序列, 而且
最终收敛于离散 HJB 方程的值函数, 即当 i ⇒ ∞
时 Vi ⇒ V ∗, 同时协状态函数序列 {λi}也是收敛的,
即当 i ⇒∞时 λi ⇒ λ∗.
因为代价函数序列和协状态函数序列收敛, 根

据式 (9) 和 (20), 当 i ⇒∞, 控制序列 {ui} 收敛于
最优的控制策略 u∗. ¤
2.3 单网络贪婪迭代DHP算法的神经网络实现

对于线性系统, 如果性能指标是二次型的, 则最
优控制策略是线性的. 而对于非线性系统, 这一点并
不一定成立. 因此需要引入一个参数结构如神经网
络等来近似协状态函数 λi(x(k)), 进而求得最优的
控制策略.
在本节中, 我们利用单神经网络 GI-DHP 算法

来求解最优的协状态函数及最优控制策略. 单神经
网络自适应评价技术[12] 可以消除常规自适应评价

系统中的控制网络的使用. 这种做法使得整个系统
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的结构得到了简化, 从而节省了大量的存储空间, 有
效地减少了计算量. 除此之外, 它还消除了控制网络
所可能带来的神经网络近似误差, 因而提高了计算
精度.
从式 (23) 可以看出, 控制策略是该方程的一

个隐式解, 其求解仍然是个问题. 因此, 首先要对
协状态函数进一步进行变换. 在上一节, 我们定义

λ(x(k + 1)) =
∂V (x(k + 1))

∂x(k + 1)
, 它表明 λ(x(k + 1))

是 x(k+1)的函数. 实际上, 根据式 (1), x(k+1)可
以表示为 x(k)和 u(k)的函数. 同时, 由于 u(k)是
时刻 k的最优控制, 它具有式 (9) 所示的形式, 即它
也是 x(k)的函数. 因此, λ(x(k + 1))可以用 x(k)
唯一表示. 令 λ̄(x(k)) = λ(x(k + 1)), 则评价网络
被用来近似逼近函数 λ̄(x(k)).
因此, 式 (22) 变换为

λ̄i+1(x(k)) = 2Qx(k + 1)+
(

∂x(k + 2)
∂x(k + 1)

)T

λ̄i(x(k + 1)) (40)

最优控制策略可以计算如下:

ui(x(k)) = Ūϕ

(
−1

2
(ŪR)−1gT(x(k))λ̄i(x(k))

)

(41)

一旦通过评价网络计算得到协状态函数

λ̄i(x(k)), 则根据式 (41) 可以直接获得最优控制
策略. 因此, 令 λ̄0(·) = 0, 式 (22) 和 (23) 之间的迭
代转换为 (40) 和 (41) 之间的迭代.
基于上面的分析, 可给出整个结构图如图 1 所

示.

图 1 单网络贪婪迭代 DHP 算法的结构图

Fig. 1 The structure diagram of the single network

GI-DHP algorithm

在每一个迭代步, 我们应用一个 3 层前向网络
作为评价网络来近似逼近协状态函数 λi(x(k + 1))

如下:

λ̂i(x(k + 1)) = ˆ̄λi(x(k)) = wT
i σ(vT

i x(k)) (42)

其中, wi 和 vi 分别代表第 i步时输出层和隐层的权

矩阵, σ(·) ∈ Rl, [σ(z)]p =
ezp − e−zp

ezp + e−zp
, p = 1, · · · , l

是隐层的激活函数, l是隐层节点数.
根据式 (22), 目标协状态函数可以表示为

Ti+1(x(k + 1)) = 2Qx(k + 1) +
(

∂x(k + 2)
∂x(k + 1)

)T

×

λ̂i(x(k + 2)) = 2Qx(k + 1)+
(

∂x(k + 2)
∂x(k + 1)

)T

wT
i σ(vT

i x(k + 1)) (43)

其中 x(k + 1)可由 x(k)和 ui(x(k))计算得到.
定义评价网的误差函数为

ej(k +1) = λ̂i(j)(x(k), wi(j), vi(j))−Ti+1(x(k +1))
(44)

评价网络欲最小化的目标函数为

Ej(k + 1) =
1
2
eT

j (k + 1)ej(k + 1) (45)

因此, 根据梯度下降法, 评价网的权值更新规则
为

wi(j+1)(k + 1) = wi(j)(k + 1)− α

[
∂Ej(k + 1)

∂wi(j)(k + 1)

]

(46)

vi(j+1)(k + 1) = vi(j)(k + 1)− α

[
∂Ej(k + 1)
∂vi(j)(k + 1)

]

(47)
其中, α > 0 为学习率, j 为权值更新的迭代次数.
在评价网络实现对协状态函数 λi(x(k +1)) (即

函数 λ̄i(x(k))) 的近似之后, 我们可以直接通过式
(41) 获得最优的控制策略.

3 仿真例子

本节提供两个例子来说明本文提出的控制方案

的有效性.
例 1. 考虑文献 [12] 中的 Van der Pol振荡器:

ẋ1 =x2 (48)

ẋ2 =α(1− x2
1)x2 − x1 + (1 + x2

1 + x2
2)u

其中, α = 0.05, 控制约束为 |u| ≤ 0.2.
首先利用欧拉法对系统进行离散化处理, 其中

t = kT , T 是采样周期, k 是采样步数. 如果采样周
期 T 能够选择到相对于系统的时间常数而言充分小
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的数, 那么由离散化方法获得的系统响应也是足够
准确的[19].

因此, 令 T = 0.1 s, 可得到如下的离散系统:

x1(k + 1) =x1(k) + 0.1x2(k)

x2(k + 1) =− x1(k) + 0.005(1− x2
1(k))x2(k)+

x2(k) + (1 + x2
1(k) + x2

2(k))u(k)
(49)

定义性能指标为

J(x(k), u) =
∞∑

i=k

{
x(i)TQx(i)+

2Ū

∫ u(i)

0

tanh−T(Ūs)Rds
}

(50)

其中, Ū = 0.2, 而权矩阵选择为 Q =

[
3 0
0 3

]
,

R = [ 2 ].
评价网络的结构选为 2-9-2, 包含 2 个输入神经

元和 9 个隐层神经元. 输出层的初始权值全被设置
为零以保证评价网络的初始输出为零, 即 λ0 = 0,
而隐层的初始权值在 [−1, 1] 之间随机取值. 评价
网络训练 1 200 个训练环, 每个训练环在学习率
α = 0.1 下运行 2 000 个时间步. 评价网络的收敛
性判定的容限值选为 10−10. 迭代完成之后得到协
状态函数的收敛过程曲线如图 2 所示. 另外从初始
状态 x1(0) = 0.1, x2(0) = 0.3开始, 我们应用得到
的饱和最优控制策略于系统运行 200 个时间步, 得
到系统的状态曲线如图 3 所示, 控制曲线如图 4 所
示.

图 2 协状态函数的收敛过程曲线

Fig. 2 The convergence process of the costate function

图 3 状态变量曲线

Fig. 3 The state variables curves

图 4 控制输入曲线

Fig. 4 The control input curve

另外, 为了与未考虑执行器饱和而设计的控制
器进行对比, 我们把由相似算法设计但不考虑饱和
约束得到的控制器应用于被控系统, 得到仿真结果
如下: 状态曲线如图 5 所示, 控制曲线如图 6 所
示.

图 5 控制器设计时未考虑控制约束得到的状态变量曲线

Fig. 5 The state variables curves obtained by the

controller designed without considering control constraints
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图 6 控制器设计时未考虑控制约束得到的控制输入曲线

Fig. 6 The control input curve obtained by the controller

designed without considering control constraints

从图 4 和图 6 的对比中可以看出, 通过使用非
二次泛函, 系统的控制约束问题得以解决, 获得了光
滑的最优控制律. 而设计过程中未考虑饱和限制的
控制器则出现了饱和现象, 无法获得系统的最优性
能. 因此进一步说明本文提出的贪婪迭代 DHP 算
法确实能够有效地解决控制带约束系统的最优控制

问题.
例 2. 连续搅拌反应釜 (Continuous stirred

tank reactor, CSTR) 系统
CSTR 系统里面进行的是一阶不可逆的放热反

应过程. 根据质量守恒和能量守恒的原理, 原料的质
量 C 和反应器的温度 T 的变化关系可由下列式子

给出[21]:

Vol

dC

dt
= ζ(C0 − C)− VolRa

VolCp

dT

dt
= ζ(T0 − T ) + (∆H)VolRa−

U(T − Tw) (51)

其中, Vol 表示反应器的体积, ζ 表示原料进出的流

动速度, C0 表示期望的原料供给量, Ra 表示单位体

积的反应率, Cp 表示单位体积的原料所产生的热能,
T0 表示期望的温度, ∆H 表示反应的摩尔热, 如果
是放热反应系统, 应取正值. U 表示反应器表面的热

传导系数, Tw 表示冷却剂的平均温度.
假设反应率的一阶动力学方程为

Ra = κ0C exp
(−Q

T

)

其中, κ0 表示反应速度常数, Q表示 Arrhenius 激
活能量与气体常数的比值. 通过如下的变量代换:

x1 =
C0 − C

C0

, x2 =
T − T0

Q
,

ν =
t

Vol

ζ

, u =
Tw − T0

Q

式 (51) 可以改写为

dx1

dν
= −x1 + Da(1− x1) exp

(
− 1

x2 + ρ

)

dx2

dν
= −(1 + %)x2 + HDa(1− x1)×

exp
(
− 1

x2 + ρ

)
+ %u (52)

其中

Da =
κ0Vol

ζ
, H =

(∆H)C0

QCp

, ρ =
T0

Q
, % =

U

ζCp

对于给定的一组参数: Da, H, ρ, 和 %, 式 (52)
可能有 1 个, 2 个, 或者 3 个平衡点. 这取决于对应
的稳态输入 u = ue 的不同取值. 若选取参数为

Da = 0.072, H = 8, ρ = 20, % = 0.3

并设 ue = 0, 可知系统 (52) 仅有一个平衡点, 即

xe =

[
0.0642
0.3948

]

下面定义新的状态变量:

ιx1 = x1 − xe1

ιx2 = x2 − xe2

则式 (52) 的动态模型可化为:

dιx1

dν
= −ιx1 − xe1 + Da(1− ιx1 − xe1)×

exp
(
− 1

ιx2 + xe2 + ρ

)

dιx2

dν
=−(1 + %)(ιx2+xe2)+HDa(1−ιx1−xe1)×

exp
(
− 1

ιx2 + xe2 + ρ

)
+ %u (53)

假设控制约束为 |u| ≤ 0.05. 首先类似于例 1的
做法, 令 T = 0.01 s, 利用欧拉法对系统 (53) 进行离
散化后有

ιx1(k + 1) = −ιx1(k)T − xe1T + Da×

(1−ιx1(k)−xe1) exp
(
− 1

ιx2(k)+xe2+ρ

)
T+

ιx1(k)

ιx2(k + 1) = −(1 + %)(ιx2(k) + xe2)T + HDa×
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(1− ιx1(k)− xe1) exp
(
− 1

ιx2(k) + xe2 + ρ

)
T+

ιx2(k) + %Tu (54)

假设性能指标的形式与例 1 相同, 其中 Ū =

0.05, 而权矩阵选择为 Q =

[
2 0
0 2

]
, R = [ 0.5 ].

选择评价网络的结构为 2-11-2, 包含 2 个输入
神经元和 11 个隐层神经元. 输出层的初始权值同
样被设置为零, 隐层的初始权值在 [−1, 1]之间随机
取值. 评价网络训练 1 600 个训练环, 每个训练环在
学习率 α = 0.1 下运行 2 000 个时间步. 其他条件
设置与例 1 相同, 迭代完成之后得到协状态函数的
收敛过程曲线如图 7 所示. 从初始状态 ιx1(0) = 1,
ιx2(0) = −1开始, 我们应用得到的饱和最优控制策
略于系统运行 100 个时间步, 得到系统的状态曲线
如图 8 所示, 控制曲线如图 9 所示.

图 7 协状态函数的收敛过程曲线

Fig. 7 The convergence process of the costate function

图 8 状态变量曲线

Fig. 8 The state variables curves

图 9 控制输入曲线

Fig. 9 The control input curve

同样为了与未考虑执行器饱和而设计的控制器

进行对比, 我们把由相似算法设计但不考虑饱和约

束得到的控制器应用于被控系统, 可得到仿真结果
如下: 状态曲线如图 10 所示, 控制曲线如图 11 所
示.
把图 9 和图 11 进行对比可以看出, 通过使用非

二次泛函, 避免了执行器饱和现象的出现, 并且获得
了光滑的最优控制律, 从而再次表明本文提出的贪
婪迭代 DHP 算法的有效性.

4 结论

本文提出了一种贪婪迭代算法来寻求一类离散

时间系统的最优控制策略. 首先引入一个非二次泛
函来处理非线性系统的控制约束问题, 然后提出贪
婪迭代的 DHP 算法来求解近似最优的协状态函数
和最优控制策略, 同时还严格证明了这种迭代算法
的收敛性. 为了便于实现, 引入了一个神经网络来近
似协状态函数, 从而通过这个近似的协状态函数直
接求取最优的控制策略. 仿真研究中通过两个例子
表明了本文提出的针对离散约束非线性系统的最优

控制方案的有效性.

图 10 控制器设计时未考虑控制约束得到的状态变量曲线

Fig. 10 The state variables curves obtained by the

controller designed without considering control constraints

图 11 控制器设计时未考虑控制约束得到的控制输入曲线

Fig. 11 The control input curve obtained by the

controller designed without considering control constraints
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