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基于自适应滤波器的时频分析

储昭碧 1 张崇巍 1 冯小英 1

摘 要 采用最小方差原则和梯度下降方法, 经过旋转变换, 获得频率参数和带宽参数可调的自适应二维线性正弦跟踪滤波

器, 实现信号跟随与幅值估计. 把多个跟踪器并联, 形成带宽可调的多频点梳状滤波器, 得到多维线性常系数微分动力系统. 用

不变原理证明梳状滤波器是一致渐近稳定的. 用拉普拉斯变换导出频率特性, 单正弦输入时为向量形式, 针对多正弦分量时为

频率特性矩阵. 当输入信号所有正弦分量的频率都等于梳状滤波器频率参数时, 本算法能够同时准确跟随所有分量及其幅值.

分析了算法的频域格栅效应以及带宽参数对稳态精度的影响, 通过仿真说明了算法的有效性.
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Adaptive Filter-based Time-frequency Analysis
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Abstract An adaptive linear two-dimension sinusoid tracer with selectable frequency and bandwidth parameters is

deduced to estimate the instantaneous value and the amplitude of a sinusoid by least square error, gradient descent

method and rotation transform. A number of the tracers in parallel constitute a linear comb filter with adjustable

bandwidth in every frequency that is a multi-dimension linear ordinary dynamic system. The uniformly asymptotical

stability of the comb filter is validated by LaSalle invariance principle. The frequency characteristics in the form of vector

for a sinusoid and matrix for signal with lots of sinusoidal components are derived by Laplace transform. All components

of signal as well as their amplitudes can be estimated exactly simultaneously if all frequencies of the signal are the same

as the frequency parameters of the comb filter. The frequency grid effect of the proposed algorithm as well as the effect

of bandwidth parameter on precision in steady state are investigated. The algorithm′s validity is verified by simulation

results.

Key words Adaptive tracing, comb filter, time-frequency analysis, frequency grid effect

对工程信号进行分析和滤波, 常常需要把给定
信号分解为不同频率的正弦分量之和. 目前广泛应
用的工具主要是离散傅里叶变换 DFT 及其改进算
法—加窗的快速傅里叶变换算法[1−6]. DFT 算法
精确分析的前提条件是, 保证采样时间窗长度准确
等于所有分量周期的最小公倍数, 否则由于频谱泄
漏产生误差, 对于包含多个间谐波的复杂信号, 此同
步采样要求难以满足. 另外, DFT算法直接得到的
是各个正弦相量的实部和虚部, 必须通过二次计算
才能得到被检测信号在每个采样时刻的数值.
近几年广为讨论的基于小波变换和小波包分解

的算法[7−8], 其计算量大, 不满足实时分析要求, 存
在频带重叠导致调制混频现象[9].
文献 [10] 采用了一种改进锁相环电路分析正弦

信号, 能检测指定频率正弦输入的幅值和初相角, 文
献 [11−12] 依据最小均方原则和最优梯度思想, 针
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对固定频率 ω0 的正弦输入 u(t), 选择幅值 a、相位

φ作为状态变量, 提出类似文献 [10] 算法的幅值相
角模型 (Amplitude phase model, APM) 跟踪器如
下

ȧ = µ̄1(u(t)− y) sin φ

φ̇ = µ̄2(u(t)− y) cos φ + ω0

y = a sin φ

其中, µ̄1, µ̄2 为跟踪器参数.
文献 [11−13] 以 APM 为基础提出幅值、频

率、相位模型跟踪器 (Amplitude frequency phase
model, AFPM).文献 [14−16]把多个跟踪器并联形
成梳状滤波器, 分析谐波和间谐波. APM 算法是关
于幅值和相位的非线性系统, 参数的物理意义不明
确, 不利于调节参数和分析性能, 参数匹配与输入幅
值有关, 算法鲁棒性不好.
本文先采用最小方差原则, 利用梯度下降方法,

经旋转变换, 获得自适应二维线性正弦跟踪器, 并估
计其幅值, 改进了 APM跟踪器的缺点. 再用多个跟
踪器并联形成渐近稳定的梳状滤波器, 把信号分解
为不同频率的正弦分量, 获得多个分量的时域跟随
及其幅值, 最后通过仿真实例说明算法性能.
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1 算法推导

设已知角频率 ω的正弦信号的幅值 U 和初相位

δ未知, 可表示为

u(t) = U sin(ωt + δ) =

U cos δ · sinωt + U sin δ · cos ωt (1)

由于有幅度和初相位两个未知量, 参考文献 [17], 选

择状态变量为 vvv(t) =
[
v(t) ṽ(t)

]T

, 记

e(t) = u(t)− y(t) (2)

y(t) = v(t) sin ωt + ṽ(t) cos ωt (3)

a(t) =
√

v2(t) + ṽ2(t) (4)

用 a(t)作为幅值的估计值, 用 y(t)作为 u(t)的估计
值, e(t)为估计误差. 依据最小方差原则, 定义代价
函数为

J(vvv(t), t) = 0.5e2(t) = 0.5 (u(t)− y(t))2

根据自适应滤波器的梯度下降方法, 使状态变量的
变化方向为代价函数的负梯度方向[11−12], 即

v̇vv(t) = −T
∂J (vvv(t), t)

∂vvv(t)

对角矩阵 T 调节 vvv(t)收敛到最优值的速度以及算法
的稳定性. 令 µ1, µ2 > 0, 选择

T =

[
µ1 0
0 µ2

]

得到以下的周期系数线性动力系统
[
v̇(t)
˙̃v(t)

]
=

[
−µ1 sin2 ωt −µ1 sinωt · cos ωt

−µ2 cos ωt · sinωt −µ2 cos2 ωt

]
×

[
v(t)
ṽ(t)

]
+

[
µ1 sinωt

µ2 cos ωt

]
u(t) (5)

做旋转变换
[
x(t)
x̃(t)

]
=

[
sinωt cos ωt

cos ωt − sinωt

][
v(t)
ṽ(t)

]

则
[
ẋ(t)
˙̃x(t)

]
=

[
−µ1 sin2(ω0t)−µ2 cos2(ω0t) ω0

−ω0 0

][
x(t)
x̃(t)

]
+

[
µ1 sin2(ω0t) + µ2 cos2(ω0t)
(µ1 − µ2) sin(ω0t) cos(ω0t)

]
u(t)

指定 µ1 = µ2 = µ, 并用 η 代替 ω, 得到自适应二维
线性正弦跟踪算法 (Linear sinusoid tracer, LST)

[
ẋ(t)
˙̃x(t)

]
=

[
−µ η

−η 0

][
x(t)
x(t)

]
+

[
µ

0

]
u(t) (6)

以及信号跟随与幅值估计公式

y(t) = x(t) (7)

a(t) =
√

x2(t) + x̃2(t) (8)

在静止坐标系中用参数代替坐标系旋转, 把二
维线性周期系数系统转换为常系数系统.

命题 1. 针对正弦跟踪器 (6), 以下结论成立:
1) 系统是全局一致渐近稳定的, 暂态响应速度

主要决定于参数 µ, µ越大收敛越快.
2) 若 η = ω, 稳态时 y(t) = u(t), a(t) = U , 故

称 η为频率参数.
3) 参数 µ 等于 −3 dB 带宽, 故称 µ 为带宽参

数.
证明. 见附录. ¤
文献 [12] 的第 2.1.1 节中引理 1 的证明过程显

示, 在特殊条件下, 即当 APM 算法的两个参数 µ̄1

和 µ̄2 与输入正弦信号的幅值 U 之间满足最佳参数

条件 µ̄1 = µ̄2U 时, APM 算法具有式 (6) 的模型,
此时算法的性能最优. 事实上对于未知的 U , 不能
保证该条件满足, 当 U 改变时, APM 算法系统鲁棒
性不好. 由于所选状态变量与 APM 算法不同, 故式
(5) 的状态矩阵中没有显性的正弦幅值 U , 使得参数
µ1, µ2 与 U 无关, 新算法始终等价于最优的 APM
算法, 相当于 APM 算法中的参数 µ̄2 跟随 U 改变,
从而始终保持最佳参数条件成立, 改进了 APM 算

法参数与输入信号幅值关联而导致算法鲁棒性差的

缺点. 与 APM 方法相比, 本算法的两个参数 µ 和 η

都具有明确的物理意义, 应用时调整其数值更为方
便. 当 η 是整数或小数, 可分别分析整数次谐波与非
整数次间谐波, 而当 η = 0 时系统简化为一阶惯性
滤波. 另外, 新算法可直接获得输入信号的估计值,
不必进行 DFT 算法与 APM 算法那样的二次计算.
把多个线性正弦跟踪器并联, 形成如图 1 所

示的并联滤波器组, 其中 Tracer 1∼Tracer N 都是

式 (6) 的正弦跟踪器. 记第 i 个正弦跟踪滤波器

的状态变量为 xi(t), x̃i(t), 其带宽参数为 µi, 频
率参数为 ηi. 记 D = diag{η1, η1, · · · , ηN} 是对
角矩阵, µµµ =

[
µ1 µ2 · · · µN

]T

是列向量, ΓN =
[
1 1 · · · 1

]T

是全为 1的N×1列向量,记O 是全 0
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矩阵. 滤波器组的状态变量为

xxx =
[

x1 x2 · · · xN

]T

x̃xx =
[

x̃1 x̃2 · · · x̃N

]T

于是, 滤波器组可写成以下 2N 维动力系统
[
ẋxx(t)
˙̃xxx(t)

]
=

[
−µµµΓT

N D

−D O

][
xxx(t)
x̃xx(t)

]
+

[
µµµ

O

]
u(t) (9)

y(t) =
[
ΓT

N O
] [

xxx(t)
x̃xx(t)

]
(10)

所提取的第 i 个正弦分量的幅值可表示为

ai(t) =
√

x2
i (t) + x̃2

i (t) (11)

图 1 时频分析算法结构

Fig. 1 Scheme of time-frequency analysis

2 算法性能

2.1 稳定性分析

为分析暂态稳定性, 考虑系统的齐次方程
[
ẋxx(t)
˙̃xxx(t)

]
=

[
−µµµΓT

N D

−D O

][
xxx(t)
x̃xx(t)

]
(12)

命题 2. 零点是齐次系统 (12) 的全局一致渐近
稳定平衡点.
证明. 取正定的李雅普诺夫函数为

V (t) =

[
xxx(t)
x̃xx(t)

]T [
P1 O

O P1

][
xxx(t)
x̃xx(t)

]

其中, 对角矩阵 P1 = 0.5 diag{µ−1
1 , µ−1

2 , · · · , µ−1
N }.

V (t) 对时间的导数是负半定的

V̇ (t) = −
(

N∑
i=1

xi(t)

)2

≤ 0

若 V̇ (t) ≡ 0,则
∑N

i=1 xi(t) ≡ 0,代入方程 (12),
得

[
ẋxx(t)
˙̃xxx(t)

]
=

[
Dx̃xx(t)
−Dxxx(t)

]

则有 ẍxx(t) + D2xxx(t) = O, 其解必然为正弦函数形式
xi(t) = ai0 sin(ηit + δi0), 于是

N∑
i=1

(ai0 sin(ηit + δi0)) ≡ 0

由于 ηi 互不相等, 该式有唯一零解



a10

a20

...
aN0




=




0
0
...
0




,

[
xxx(t)
x̃xx(t)

]
=

[
O

O

]

这说明系统的最大不变集只包含零点, 根据 LaSelle
不变原理, 命题成立[18]. ¤
2.2 信号跟随与幅值估计

考虑输入信号由多个频率的正弦叠加的情况

u(t) =
M∑

k=1

Uk sin(ωkt + δk) = ΓT
Muuu (13)

其中, 输入信号列向量记为

uuu =
[
u1(t) u2(t) · · · uM(t)

]T

由输入信号频率构成的列向量记为

ωωω =
[
ω1 ω2 · · · ωM

]T

命题 3. 如果对每个输入分量的频率, 都有一个
跟踪器的频率参数与其相等, 即

ωk = ηk, k = 1, 2, · · · ,M (14)

则算法 (9)∼ (11) 能实现对输入信号的各个分量的
准确跟随, 并准确估计各个分量的幅值, 有



x1(t)
...

xM(t)
xM+1(t)

...
xN(t)




=




u1(t)
...

uM(t)
0
...
0




,




a1(t)
...

aM(t)
aM+1(t)

...
aN(t)




=




U1

...
UM

0
...
0




证明. 记 IN 为 N 维单位矩阵, 在零初值条件
下对式 (9) 取拉普拉斯变换得

[
XXX(s)
X̃XX(s)

]
=

[
sIN + µµµΓT

N −D

D sIN

]−1

U(s)
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依据分块矩阵求逆定理和矩阵求逆引理[19], 状态传
递函数为向量形式

[
HHH(s)
H̃HH(s)

]
=




s(s2IN + D2)µµµ
1 + sΓT

N(s2IN + D2)µµµ

−D(s2IN + D2)µµµ
1 + sΓT

N(s2IN + D2)µµµ




以 s = jω 代入上式, 得第 i 个跟踪器的状态转移函

数表达式为

Hi(jω) =
jµiω

η2
i − ω2

G(jω)

H̃i(jω) =
−µiηi

η2
i − ω2

G(jω) = jηiω
−1Hi(jω)

G(jω) =

(
1 + jω

N∑
k=1

µk

η2
k − ω2

)−1

显然, 每个正弦跟踪器的状态变量 x̃i(t)的相位总是
比另一个状态 xi(t)超前 π/2.
依据线性系统的叠加定理, 对于式 (13) 的 M

个正弦叠加的信号, 其状态转移函数形成N ×M 维

矩阵

H(jωωω) =




H1(jω1) · · · H1(jωM)
...

. . .
...

HN(jω1) · · · HN(jωM)




H̃(jωωω) =




H̃1(jω1) · · · H̃1(jωM)
...

. . .
...

H̃N(jω1) · · · H̃N(jωM)




频率参数 η1∼ ηN 作为 N 个分割点, 把正频率
轴分为 N + 1段, 如果信号的所有频率都位于分割
点上, 即满足式 (14) 的条件, 状态转移函数矩阵为

H(jωωω) =

[
IM

O

]
, H̃(jωωω) = j

[
IM

O

]

当 i = 1, 2, · · · ,M 时, xi(t) = Ui sin(ωit+δi), x̃i(t)
= Ui cos(ωit + δi), ai(t) = Ui; 当 i = M + 1,M +
2, · · · , N 时, xi(t) = x̃i(t) = 0, ai(t) = 0. 从而命
题成立. ¤
当信号频率处于分割点之间, 即 ωk 6= ηi, 总

有 |Hi(jωk)| < 1, ∠Hi(jωk) 6= 0, |H̃i(jωk)| =
ηiω

−1
k |Hi(jωk)|, ∠H̃i(jωk) = π/2 + ∠Hi(jωk), 这

说明输入信号中频率不等于任何跟踪器的频率参数

的分量, 不能被任何状态变量无幅值误差、无相位误
差地准确跟随, 其能量分散到所有状态变量中, 会在

所有状态变量中产生周期振荡分量. 这是一种频域
格栅效应.

定义跟随误差为 ei(t) = ui(t) − xi(t), 则其范
围是

|ei(t)| ≤ |G(jωi)|

∣∣∣∣∣∣∣
1 + jωi

N∑
k=1
k 6=i

µk

η2
k − ω2

i

∣∣∣∣∣∣∣
Ui +

µi

M∑
k=1
k 6=i

∣∣∣∣
G(jωk)ωkUk

η2
i − ω2

k

∣∣∣∣

除了输入分量的幅值以外, 影响误差的因素还
包括两个方面: 首先是输入分量的频率与跟踪器的
频率参数之差, 其差值越大则误差越大. 其次是带宽
参数的影响, 增大 µi, 会减小 |G(jωi)|, 从而减小分
量 ui(t) 对误差 ei(t) 的贡献, 但同时会增大其他分
量 uk(t) (k 6= i)对 ei(t)的贡献; 而增大其他跟踪器
的 µk 会减小 uk(t)对 ei(t)的贡献. 这优于 DFT算
法中格栅效应不可调整的状况.

对于单个正弦输入, 系统输出的频率特性为

Hy(jω) = Hy(ω)ejϕy(ω) =
N∑

i=1

Hi(jω)

系统频率响应只与参数 µi, ηi, ω 的相对值有关. 设
N = 4, η1, η2, η3, η4 分别等于 1, 3.25, 6.55, 8, 输
入信号频率从 0∼ 10 变化, 取所有的带宽参数都等
于 µ, 图 2是输出幅频特性曲线和相频特性曲线. 整
个并联滤波器成为梳状滤波器, 在每个 ηi 处形成一

个峰值为 1的梳齿, 由于频率特性Hi(jω)相互抵消,

(a) 幅频特性

(a) Amplitude-frequency characteristic

(b) 相频特性

(b) Phase-frequency characteristic

图 2 输出频率特性

Fig. 2 Frequency characteristics of proposed algorithm
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使得在两个梳齿之间出现一个零点, 该频率值决定
于全部的参数 µi 和 ηi, 系统具有陷波器的功效. µi

的大小决定对应幅频特性的梳齿的带宽, µi 越小梳

齿通带越窄, 频率选择性越好, 同时两个梳齿之间的
阻带越宽, 滤波器越趋向陷波器.
由于各个跟踪器的频率参数可以等于包括小数

的任意正数, 可任意划分频率轴, 这与 DFT算法中
不能随意调整的等间隔划分不同, 方便非整数次间
谐波的分析.
当信号中包含长周期的间谐波分量时, DFT算

法的数据窗长, 所保存的采样数据个数多, 信号跟随
动态响应时间长. 本算法没有DFT算法那样严格的
时域数据窗的要求, 不需要保存数据窗内的采样值,
动态响应速度按照指数收敛, 动态响应时间还可通
过带宽参数的大小来调整, 可远小于间谐波分量的
周期. 另外, 本算法的状态变量 xi(t)和 x̃i(t)直接作
为输入分量的跟随及其超前 π/2的变量, 这较 DFT
算法与 APM算法更方便实现信号跟踪.

在时间 –频率坐标系上分析, DFT 算法是基于
频率轴上的某个点, 通过对时间轴的一个区间的信
息进行加权累加, 进而获得输入信号在该频率点的
谱信息, 这种基于时域内积的算法, 具有较好的抗
脉冲干扰性能. 而本算法是基于时间轴上的某个点,
通过对频率轴上多个频点的信息进行加权累加, 从
而获得输入信号在该时刻的不同频率点处的谱信

息. 对应频域分析的 DFT方法, 新算法属于时域谱
分析方法. 由于本文算法为线性时不变系统, 其性
能尤其是暂态性能优于高度耦合的非线性的 APM
算法. 即使在每个跟踪器的参数都满足最佳参数条
件、APM 算法等价于线性时不变系统的特殊情况
下, 本文算法的参数个数也明显比 APM 算法少一
半. 另外, 由于本文算法具有幅值鲁棒性, 多个跟踪
器可以采用同一个带宽参数, 可大大减少计算量.

与小波变换和小波包分解相比, 本算法没有选
择基函数的困扰, 计算量小, 实用性较强.

3 应用仿真

3.1 跟随性能

在下面的 Matlab 仿真中, 都选取采样频率为
10 kHz. 令基波角频率为 ω0 = 100π rad/s, 设输入
电压信号 u(t)单位为伏特 (V), 由四个平稳正弦成
分组成,各成分的频率已知,分别为基频的 1.0, 3.25,
6.55, 8.0 倍, 表示为

u(t) = u1(t) + u2(t) + u3(t) + u4(t) =

U1 sin(ω0t + δ1) + U2 sin(3.25ω0t + δ2) +

U3 sin(6.55ω0t + δ3) + U4 sin(8.0ω0t + δ4) (15)

各个分量的幅值和相角在不同时刻产生不同的变化,
如表 1 所示, 研究频率已知的理想情况下不同算法
的跟随性能和幅值估计性能.

表 1 输入信号变化量及其发生时刻

Table 1 Increments of input with time

t 0.0 s初值 0.3 s增量 0.7 s增量 1.0 s增量 1.5 s增量

U1 1.0 0.0 −0.2 0.1 sin(4 πt) 0.0

U2 0.1 0.0 0.2 0.0 0.0

U3 0.5 0.0 −0.3 0.05 sin(4 πt) 0.0

U4 0.2 0.0 −0.2 0.0 0.0

δ1 −0.8 π 0.6 π 0.0 0.0 −0.5 π

δ2 −0.3 π 1.0 π 0.0 0.0 −0.5 π

δ3 0.2 π −0.5 π 0.0 0.0 0.6 π

δ4 0.7 π −0.9 π 0.0 0.0 0.7 π

在 DFT算法中, 为获得精确分析结果, 需把基
波频率减小为 0.05 ω0, 而各个分量则对应于 20次,
65次, 131次, 160次谐波, 如选取数据窗长度为一
个基波周期, 至少需要 0.4 s输出才能跟随信号幅值
或相角的跳变.

在本文算法与 APM 算法中, 分别采用 4 个跟
踪器并联, 相应的频率参数都设为输入分量的频率.
设置本文算法的带宽参数以及 APM算法的参数都
为 200 π. 每个状态变量的初始值都设为零, 仿真后
各分量跟随误差及其幅值估计曲线分别如图 3∼ 6
(见第 1425 页和 1426 页) 所示.
从起始时刻开始, 在图 3 中收敛最慢的 e4 在

0.1 s时也达到零值,而图 5中收敛最慢的 e2 在 0.2 s
时才到零值, 图 4收敛最慢的 a4 在 0.08 s 即实现对
U4 的无差跟随, 而图 6收敛最慢的 a2 在 0.1 s时才
实现无差跟随 U2. 说明本文算法的暂态收敛速度优
于 APM 算法. 其原因主要是在 APM 算法中, 在
µ̄i1 = µ̄i2 条件下, 由于 U2 最小, 使得 µ̄21 与 µ̄22U2

之差最大, 针对 u2 的跟踪器离最优参数条件最远,
其暂态时间最长. 而本文算法的每个跟踪器都等价
于最优参数条件下的 APM 算法, 所以暂态时间都
较短. 本文算法和 APM两种算法的暂态响应时间
都小于 DFT 算法精确分析所需要的时间窗长度, 两
种算法的动态性能都优于 DFT算法. 另外, 输入信
号的各个分量幅值、相角的初值都不等于零, 而本文
算法与 APM 算法的状态变量的初值都等于零, 这
说明了两种算法对于由幅值与相角同时改变具有良

好的跟踪性能.
在 t = 0.3 s 时, 保持各分量的幅值不变, 使相

角产生不同大小、不同方向的跳变. 图 3 的暂态响
应时间都小于 0.1 s, 而图 5中 e2 的暂态时间竟长达

0.22 s, 图 4 的暂态时间都小于 0.08 s, 而图 6 中 a2

的响应时间长达 0.16 s, 说明在单纯相角跳变引起的
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(a) 基波跟随误差曲线

(a) Following error of fundamental

(b) 间谐波 1跟随误差曲线

(b) Following error of inter-harmonic 1

(c) 间谐波 2跟随误差曲线

(c) Following error of inter-harmonic 2

(d) 间谐波 3跟随误差曲线

(d) Following error of inter-harmonic 3

图 3 本文算法跟随误差曲线

Fig. 3 Following errors of proposed algorithm

暂态过程中, 本文算法跟随性能更优于 APM算法.
在 t = 0.7 s时, 保持各分量的相角不变, 使幅值

产生不同大小、不同方向的跳变. 图 3和图 4的暂态
响应时间约为 0.08 s, 与 t = 0.3 s 时的暂态过程类
似, 说明本文算法的鲁棒性较好, 图 5和图 6的暂态
时间都小于 0.05 s, 远小于 t = 0.3 s时的暂态时间,
APM在不同情况下的跟随性能差别较大, 表明鲁棒
性较差.
在 t = 1.0 s 时, 保持各分量的相角不变, 在幅

值 U1, U3 上叠加频率等于 2Hz、幅值分别为 0.1V,
0.05V 的正弦调制波. 图 4和图 6显示了本文算法
与APM算法对各个分量幅值的准确跟随性能, 幅值

(a) 基波幅值估计曲线

(a) Amplitude estimate of fundamental

(b) 间谐波 1幅值估计曲线

(b) Amplitude estimate of inter-harmonic 1

(c) 间谐波 2幅值估计曲线

(c) Amplitude estimate of inter-harmonic 2

(d) 间谐波 3幅值估计曲线

(d) Amplitude estimate of inter-harmonic 3

图 4 本文算法估计幅值曲线

Fig. 4 Estimates of amplitudes of proposed algorithm

调制等价于输入分量的频率不再等于跟踪器的频率

参数, 故图 3和图 5中存在高频的跟随误差.
在 t = 1.5 s时, 保持各分量的幅值不变, 使相角

产生不同大小、不同方向的跳变, 图 4和图 6显示在
过渡过程结束后, 两种算法仍然保持较好的幅值跟
随性能.

3.2 频率格栅效应

在输入分量的实际频率与算法的设定频率有偏

差时, 研究 DFT算法、APM算法以及本文所提出
的 LST算法在稳态时的频率格栅效应. 设输入信号
及其正弦分量仍然为式 (15), 其幅值为表 2中的真
值.在三种算法中,都将其当作频率为 1.0 ω0, 3.5 ω0,
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(a) 基波跟随误差曲线

(a) Following error of fundamental

(b) 间谐波 1跟随误差曲线

(b) Following error of inter-harmonic 1

(c) 间谐波 2跟随误差曲线

(c) Following error of inter-harmonic 2

(d) 间谐波 3跟随误差曲线

(d) Following error of inter-harmonic 3

图 5 APM算法跟随误差曲线

Fig. 5 Following error of APM

6.5 ω0, 8.0 ω0 的四个分量处理, 其估计幅值依次记
为 a1, a2, a3, a4, 分析结果列在表 2中. 表中数据为
“中心值 ±偏差值” 结构.

在 DFT 算法中, 基波频率设为 0.5 ω0 , 以 TW

= 2π/(0.5 ω0) = 0.04 s 为数据窗长度, a1, a2, a3,
a4 分别为 2次, 7次, 13次与 16次谐波的幅值.
在本文所提的并联 LST算法中,可以认为 a1和

a4 对应的频率参数没有偏差, 而 a2 和 a3 对应的频

率参数有偏差, 因此设定参数 µ1 = µ4, µ2 = µ3, 分
四种情况进行仿真. 对于频率参数没有偏差的 a1 和

a4 , 其中心总等于真值. 频率参数存在偏差的 a2 和

a3, 其中心与真值总有偏差, 频率偏差越大则幅值偏

(a) 基波幅值估计曲线

(a) Amplitude estimate of fundamental

(b) 间谐波 1幅值估计曲线

(b) Amplitude estimate of inter-harmonic 1

(c) 间谐波 2幅值估计曲线

(c) Amplitude estimate of inter-harmonic 2

(d) 间谐波 3幅值估计曲线

(d) Amplitude estimate of inter-harmonic 3

图 6 APM算法估计幅值曲线

Fig. 6 Estimates of amplitude of APM

差越大, 而带宽参数增大则幅值偏差减小. 当带宽参
数 µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = 200π 时, 本文算法的精
确性近似于 DFT算法, 而当 µ1 = µ4 = 20π, µ2 =
µ3 = 200π 时, 本文算法的精确性优于 DFT 算法.
一方面是因为较小的 µ1 减小了其他分量对 a1 的影

响, 较小的 µ4 减小了其他分量对 a4 的影响, a1 和

a4 上叠加的高频振荡幅度很小, 而由于二者的频率
参数没有偏差, 幅值中心等于真值, 因此能够获得精
确的检测结果. 另一方面, 较大的 µ2, µ3减小了频率

偏差造成的估计幅值 a2 和 a3 中心的偏移, 使得本
文算法的检测结果比 DFT算法更精确.
把 APM算法中第 i (i = 1, 2, 3, 4)个跟踪器的
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表 2 三种算法的频率格栅效应

Table 2 Frequency grid effects of the three algorithms

估计值及其真值 a1 = 0.8 a2 = 0.2 a3 = 0.2 a4 = 0.2

DFT 0.80± 0.022 0.125± 0.010 0.196± 0.012 0.008± 0.008

µ1,4=200π

µ2,3=20π 0.80± 0.150 0.078± 0.006 0.198± 0.008 0.070± 0.060

LST

µ1,4=20π

µ2,3=20π 0.80± 0.015 0.075± 0.006 0.176± 0.008 0.006± 0.006

µ1,4=200π

µ2,3=200π 0.80± 0.040 0.219± 0.011 0.199± 0.003 0.012± 0.012

µ1,4=20π

µ2,3=200π 0.80± 0.003 0.193± 0.010 0.197± 0.018 0.001± 0.001

µ1,4=200π

µ2,3=20π 0.80± 0.180 0.00± 0.070 0.00± 0.175 0.00± 0.160

APM

µ1,4=20π

µ2,3=20π 0.80± 0.018 0.00± 0.080 0.00± 0.180 0.00± 0.020

µ1,4=200π

µ2,3=200π 0.80± 0.150 0.00± 0.230 0.17± 0.100 0.00± 0.080

µ1,4=20π

µ2,3=200π 0.80± 0.015 0.00± 0.210 0.17± 0.090 0.00± 0.009

两个参数 µ̄i1 与 µ̄i2 设定为相同值, 并等于本文算法
中第 i个跟踪器的带宽参数 µi, 对应 LST算法的四
种参数组合的检测结果列在表 2中. 与本文算法相
比, 在相同参数下 APM的性能较差. 尤其是 a2 的

中心与真值相差太远, 当 µ2 = µ3 = 200π时, a2 的

振荡幅度甚至超过真值大小, 显示该 APM 跟踪器
是不稳定的. 当 µ2 = µ3 = 20π时, a3 与此类似. 这
也说明 APM算法的参数调整比较困难.

4 结论

采用梯度自适应的最小方差算法, 经旋转变换
获得二维线性正弦跟踪滤波器, 多个跟踪器并联获
得带宽可调的多频点梳状滤波器, 用于信号时频分
析, 能跟随信号中不同频率的正弦分量并估计其幅
值. 把频率参数设置为整数或小数, 方便实现对频率
已知的谐波或间谐波的准确跟随和幅值估计. 当输
入信号所有正弦分量的频率都落在并联滤波器的频

率参数上, 算法可以精确地估计每个正弦分量本身
及其幅值, 还可得到幅值相同而相位超前 π/2的信
号. 当输入信号的某个正弦分量的频率不等于并联
滤波器的任何频率参数时, 存在频域格栅效应, 导致
所有分量的跟随值及其估计幅值产生高频振荡. 通
过增加滤波器的个数, 对频率轴精细划分或者采用
窄带滤波, 可提高整体的分析性能.

附录 命题 1的证明

系统 (6) 的特征值为

λ1,2 = −0.5µ± 0.5
√

µ2 − 4η2

当 µ > 0时, 系统是全局一致渐近稳定的, 收敛速度主要决

定于参数 µ, µ越小收敛越慢.

当输入式 (1) 的单个正弦信号时, 系统 (6) 的稳态状态

为

[
x(t)

x̃(t)

]
=

[
H(µ, η, ω)U sin(ωt + δ + ϕ(µ, η, ω))

H̃(µ, η, ω)U cos(ωt + δ + ϕ(µ, η, ω))

]

其中

H(µ, η, ω) =
µω√

µ2ω2 + (η2 − ω2)2

H̃(µ, η, ω) =
µη√

µ2ω2 + (η2 − ω2)2

ϕ(µ, η, ω) = arctan

(
η2 − ω2

µ2ω2

)

若 η = ω, 则H(µ, η, ω) = H̃(µ, η, ω) = 1, ϕ(µ, η, ω) = 0, 于

是 x(t) = u(t), a(t) = U .

若要求幅频特性满足

H(µ, η, ω) ≥ 1

ξ
, ξ ≥ 1

只考虑 ω > 0, 则有

∣∣∣ω −
√

η2 + 0.25µ2(ξ2 − 1)
∣∣∣ ≤ 0.5µ

√
ξ2 − 1

以
√

η2 + 0.25µ2(ξ2 − 1)为中心对应幅值响应要求的带宽为

Wb = µ
√

ξ2 − 1. 当 ξ =
√

2 时, Wb = µ, 所以 µ的数值等

于 −3 dB对应的带宽.
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