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具有马氏跳跃参数的切削加工

系统控制问题研究

董奕凡 1 康 宇 1 奚宏生 1

摘 要 以单刀具垂直切削加工系统为研究对象, 引入了变进给量控制

方法, 建立了具有Markov 跳跃参数的时变时滞跳跃系统模型. 通过对

系统的随机稳定性分析, 给出了使系统呈均方意义下指数稳定的充分条

件, 同时研究了在系统参数矩阵和状态转移率非精确可知情形下的鲁棒

稳定性条件, 并讨论了时变时滞参数对系统状态变量指数衰减速率的影

响关系. 最后以仿真算例说明了本文所提方案的有效性.

关键词 单刀具垂直切削, Markov 跳跃系统, 时变时滞, 均方指数稳
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Control of Cutting Systems with
Markovian Jump Parameters
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Abstract This paper is concerned with exponential stability

of a single-tool orthogonal cutting system, which is modelled as a

Markovian jump system with time-varying delay. A new method

using varying feed rate control is presented. Sufficient conditions

for exponential stability in the mean square sense are obtained

using the Lyapunov-Krasovskii functional (LKF) method. Fur-

thermore, a robust stochastic stability criterion is established for

the discussed system, in which the system matrices and the mode

transition rate are partially known. The effects of delay parame-

ters on the exponential convergence rate of the system states are

also discussed. An illustrative numerical example is provided to

demonstrate the effectiveness of the proposed approach.

Key words Single-tool orthogonal cutting, Markovian jump

system, time-varying delay, exponential stability in the mean

square sense

切削系统是一种典型的机械加工系统. 随着生产的发展,

机械加工的自动化程度越来越高, 对机械加工中的颤振现象

进行有效控制, 大幅度提高机床切削系统的稳定性已成为现

代加工业不可回避的重要问题. 变速加工是一种提高切削加

工系统稳定性、抑制颤振的有效手段. 所谓变速切削即机床

主轴转速围绕某一基本转速, 以一定的变速波形、一定的变

速幅度和一定的变速频率作周期性变化, 是一种使用范围较

广且效果较好的振动控制方法, 已经引起国内外学者的广泛

关注, 并取得了大量的研究成果.

但在现有理论文献的分析中, 都是通过调整工件转速来

实现系统稳定域的增加[1−2]. 本文首先分析单刀具垂直切削

的物理模型, 在考虑了机床主轴变速调控方法的同时, 引入
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了基于状态反馈的切换型变进给量控制方法以更好地抑制颤

振现象, 这在以往文献中是没有被研究过的. 同时, 在现有

研究中对变速切削加工系统的建模分析大多以单一模型来描

述[3]. 而对于实际的切削加工系统, 系统的切削力受多种参

数的影响, 切削力的计算方式也非常复杂, 工作环境中的很

多因素都会造成切削力的变化, 从而导致其刻画系统模型的

变化. 例如切削过程中需要切削液不断地进行冷却, 一旦切

削液的供应发生故障, 那么会很快改变切削热场, 而不论工

件、刀具还是机床本身, 都会因受不稳定切削热场的作用而

导致相对位置发生变化, 进而改变名义切削深度, 改变切削

力. 又如走刀过程中刀具磨损变形的方向也是不一定的, 会

直接修正切削力, 刀具沿工件轴向的变形对切削力的影响程

度最小, 沿工件径向的变形影响程度最大, 沿工件切向的变

形影响程度次之. 因此仅用单一动态模型已经不能精确地描

述由于受到上述因素影响而实时随机变化的动态切削加工系

统. 故将随机变化的实际动态系统划分成若干模态, 模态之

间的相互转化服从一定的概率分布, 从而建模为具有跳跃参

数的不确定随机混合动态系统不失为一种更合理的方法.

需要注意的是, 系统模态之间的转移率矩阵实际上是由

大量事实统计得来的, 只是一个估计值或者说是一个基准值,

不可避免地会出现估计误差, 而这些误差同样会影响系统的

稳定性[4]. 因此, 在建立混合动态系统模型的同时要考虑到

转移率的不确定性并进行分析, 也是本文的主要工作之一.

同时, 变速切削系统是时变时滞系统[2]. 在大多数时变

时滞系统的理论研究中, 由于时滞没有具体形式, 很难从细

部特征刻画时变时滞参数与闭环系统动态性能之间的内在联

系. 将实际切削系统的时变时滞参数特征考虑到系统的稳定

性分析中, 讨论时滞参数对系统状态变量指数衰减速率的影

响关系来控制转速, 从而实现颤振的快速衰减, 这对于充分

发挥变速切削的优势, 提高切削加工系统的生产效率和稳定

性具有重要意义.

本文从实际系统的动力学方程出发, 首先分析了工件转

速与时滞参数的关系, 并在考虑参数模态变化的基础上建立

了带有马氏参数的时滞跳跃系统模型. 在此模型的基础上,

对系统的均方指数稳定性进行了研究, 并定性地分析了时滞

的若干特定参数对系统指数衰减速率造成的影响.

1 系统描述

1.1 简单切削加工系统建模

为方便分析, 考虑只有一个横向自由度的单刀具垂直切

削系统[2−3], 如图 1 所示.

由牛顿第二定律, 对刀具进行受力分析, 可得如下动力

学方程[5−6]:

mÿ(t) + cẏ(t) + k[y(t) + yp] = F (t) cos β (1)

其中, y(t) 为切削的相对偏移厚度, 它反映了在 t 时刻切削

过程的波动情况, 即切削加工系统常见的颤振现象. yp 指弹

簧的静态压缩部分, 即平稳切削时 (y(t) = 0) 弹簧的压缩长

度, 一般为恒值. m 为刀具以及刀具架的总质量, c 为阻尼器

的阻尼系数, k 为弹簧的弹性系数, β 为某一固定的受力角

度. F (t) 为刀具与工件的接触面实时所受的切削力, 近似满

足 F (t) = Cbh(t), 其中, C 为比例常数, b 为切削宽度, h(t)

为实时切削厚度, 即 F (t) 与接触面积 bh(t) 成正比.

图 1 切削系统模型

Fig. 1 Orthogonal cutting system

由图 1 中可以看出, 假定在工件旋转一周的时间内给定

刀具的进给量为 h0, 则当系统达到稳定状态, 即 y(t) ≡ 0 时,

由刀具受力平衡可得方程 Cbh0 cos β = kyp.

为了更好地抑制颤振 y(t), 我们在考虑变速加工方法的

同时, 引入受控的变进给量 u(t), 则刀具的期望进给量 h0 与

实际进给量 h(t)满足关系 h(t) = h0−y(t)+y(t−τ(t))+u(t).

其中, τ(t) 表示工件旋转一周所需的时间, 因而 y(t − τ(t))

表示了前一周期同一径向上的相对偏移厚度. 以上方向均以

右向为正.

综合以上分析, 可以得到如下二阶系统方程:

mÿ(t)+ cẏ(t) + ky(t) =

Cb cos β[u(t)− y(t) + y(t− τ(t))] (2)

令

[
x1(t)

x2(t)

]
=

[
y(t)

ẏ(t)

]
, 则方程转化为常见的时滞线性系统

形式:

ẋxx(t) = Axxx(t) + Adxxx(t− τ(t)) + Buuu(t) (3)

这只是切削加工最简单的模型, 实际应用时的系统模型

要复杂许多, 但它们具有一个最基本特征就是再生特质, 即

时滞性. 并且这些时滞具有一些特定的形式, 可以为我们对

时滞系统的分析带来方便.

1.2 时变时滞分析

由于是变速切削, 系统 (3) 的时滞是时变的, τ(t) 与工件

的转速 Ω(t) 满足关系:
∫ t

t−τ(t)

Ω(s)
60

ds = 1. 同时, 变速切削

要求工件的旋转速度 Ω(t) 在一个基准值附近作微小的周期

性变动, 即:

Ω(t) = Ω0 + Af(ωt) (4)

其中, Ω0 为基准转速, f : R → (−1, 1) 为周期函数, 频率为

ω, A 为变动幅度. 一般 A 不允许超过基准值的 20%.

Insperger 等[2]指出具有如上形式转速的切削系统, 其周

期时滞 τ(t) 也具有近似相同的形式, 即:

τ(t) = τ0 + δf(ωt) (5)

其中类似地, f : R → (−1, 1), δ < 0.2τ0.

式 (4) 的优点是便于实现, 而式 (5) 的优点是便于理论

分析. 在建立了转速与时滞间的关系后, 我们就可以从理论
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上分析时滞对系统稳定性的影响, 从而在实际控制过程中通

过控制转速来实现切削加工系统稳定性能的优化.

关于时滞的形式, 常见的有以下 3 种 (假定周期为 T ):

1) 正弦形式, 即: τ(t) = τ0 + δ sin(2πt/T );

2) 上行锯齿波, 即: τ(t) = τ0 + δ[−1 + 2(t mod T )/T ];

3) 下行锯齿波, 即: τ(t) = τ0 + δ[1− 2(t mod T )/T ].

其中, t mod T 表示 t 被 T 除取余值. Insperger 等[2]对这 3

种时滞形式进行了稳定域比较仿真, 并且指出正弦形式具有

最佳表现. 基于此, 本文所讨论的时滞形式定义如下:

τ(t) = τ0 + δ sin(ωt) (6)

并假定 τ(t) ≤ τ0 + δ < ∞ , τ̇(t) = δω cos(ωt) ≤ δω < 1. 记

τm = τ0 + δ , h = δω.

1.3 带有Markov跳跃参数的不确定时滞系统建模

如前所述, 在实际的切削加工系统中, 工作环境中的很

多因素都会造成切削力的随机变化. 如果将这种随机变化分

成若干模态, 并且假设模态之间的转化服从马氏分布, 则可

以将切削加工系统建模为具有Markov 跳跃参数的随机混合

动态系统.

定义概率空间 (Ω,F ,P), 其中, Ω 为样本空间, F 为样
本空间子集的 σ-代数, P 为概率测度. 基于此概率空间, 并考

虑建模参数的不确定性, 在系统 (3) 基础上建立跳跃系统模

型:

ẋxx(t) = [A(rt) + ∆A(t, rt)]xxx(t) + [Ad(rt)+

∆Ad(t, rt)]xxx(t− τ(t)) + [B(rt) + ∆B(t, rt)]uuu(t)

xxx(t) = ΦΦΦ(t), ∀t ∈ [−τm, 0] (7)

其中, xxx(t) ∈ Rn 为系统状态向量, uuu(t) ∈ Rm 为控制输

入, ΦΦΦ(t) 为系统初始状态向量, {rt} 是定义在有限状态空间
S = {1, 2, · · · , N} 上的连续时间Markov 过程, 其状态转移

概率为

Pr{rt+∆ = j|rt = i} =

{
π̂ij∆ + o(h), i 6= j

1 + π̂ii∆ + o(h), i = j

其中, lim∆→∞(o(∆)/∆) = 0 (∆ > 0), π̂ij 表示 t 时

刻的模态 i 在 t + ∆ 时刻转移到模态 j 的转移率, 且

π̂ii = −∑
j 6=i π̂ij , π̂ij ≥ 0. 在转移概率不确定的情形下,

π̂ij = πij + ∆πij , ∀i, j ∈ S. 其中, πij 表示状态转移率的估

计值或标称值, 亦满足 πii = −∑
j 6=i πij , πij ≥ 0. ∆πij 表

示状态转移率建模误差, 且满足:

|∆πij | ≤ εij , εij > 0, ∀i, j ∈ S, j 6= i (8)

A(rt), Ad(rt), B(rt) 为适当维已知定常矩阵, ∆A(t, rt),
∆Ad(t, rt), ∆B(t, rt) 为非精确可知的时变矩阵, 并假定对
∀rt ∈ S 具有如下形式:

[
∆A(t, rt) ∆Ad(t, rt) ∆B(t, rt)

]
=

H(rt)× F (t, rt)
[

Ea(rt) Ed(rt) Eb(rt)
] (9)

其中, H(rt)、Ea(rt)、Ed(rt)、Eb(rt) 为适当维已知常矩阵,

F (t, rt) 为不确定因子, 且满足:

FT(t, rt)F (t, rt) ≤ I, ∀rt ∈ S (10)

为书写方便, 用下标 i 表示模态 rt = i , 如 Ai = A (rt = i).

2 均方指数稳定性分析

2.1 预备知识

注意到 {(xxx(t), rt), t ≥ 0} 并不是 Markov 过程, 为

使系统模型定义在 Markov 过程的框架内, 记 C0 =⋃
i∈S C[−τm, 0] × {i}. 其中, C[−τm, 0] 是定义在区间

[−τm, 0] 上的连续函数空间. 定义 xxxt(θ) = xxx(t + θ),

∀θ ∈ [−τm, 0]. 类似地[7−8], 可以证明 {(xxxt, rt), t ≥ 0} 是
具有状态空间 C0 的连续Markov 过程. 接下来我们给出如

下引理.

引理 1[9]. 给定适当维矩阵 H, E, Q = QT, R = RT >

0, 则对 ∀F ∈ {F : FTF ≤ R}, 不等式

Q + HFE + ETFTHT < 0

成立的充要条件是存在实数 ρ > 0, 使得不等式

Q + ρHHT + ρ−1ETRE < 0

成立.

引理 2. 给定矩阵E′ = E′T ∈ Rn×n, E = ET ∈ Rn×n,

且满足 E′ − E > 0, 则有 λmax(E
′) > λmax(E).

2.2 确定性时滞系统均方指数稳定性

对于系统 (7) 在参数确定条件下的情形, 即

ẋxx(t) = A(rt)xxx(t) + Ad(rt)xxx(t− τ(t)) + B(rt)uuu(t)

xxx(t) = ΦΦΦ(t), ∀t ∈ [−τm, 0]
(11)

取状态反馈控制律: uuu(t) = K(rt)xxx(t). 其中 K(rt) ∈
Rm×n (rt ∈ S) 为待设计的控制器矩阵.

为得到本文相关结论, 首先利用类似文献 [10] 的分析方

法, 给出如下定理.
定理 1. 对于时变时滞跳跃系统 (11), 在 uuu(t) = 0 时, 若

存在正定矩阵 Pi > 0 (i ∈ S), Q > 0 使得下列耦合不等式




AT
i Pi + PiAi +

N∑
j=1

πijPj +
1

1− h
Q PiAdi

AT
diPi −Q


 < 0 (12)

成立, 则系统呈均方意义下指数稳定.

证明. 见附录 A. ¤
定理 2. 对于时变时滞跳跃系统 (11), 若存在正定矩阵

Pi > 0 (i ∈ S), Q > 0 和矩阵Ki (i ∈ S) 使得不等式




AT
i Pi+PiAi+

N∑
j=1

πijPj +
1

1− h
Q PiAdi PiBi KT

i

AT
diPi −Q 0 0

BT
i Pi 0 −I 0

Ki 0 0 −I




< 0

(13)

成立, 则系统在状态反馈控制律 uuu(t) = Kixxx(t) 的作用下呈

均方意义下指数稳定.

证明. 见附录 B. ¤

2.3 参数不确定时滞系统均方指数稳定性

考虑到系统矩阵参数的不确定性以及转移率的估计误

差, 我们得到如下定理.
定理 3. 对于不确定时变时滞跳跃系统 (7), 在 uuu(t) = 0

时, 若存在正定矩阵 Pi > 0 (i ∈ S), Q > 0, 常数 qi >
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0, λij > 0 (i, j ∈ S, j 6= i) 使得不等式




Ωi + qiET
aiEai PiAdi + qiET

aiEdi Mi PiHi

AT
diPi + qiET

diEai −Q + qiET
diEdi 0 0

MT
i 0 −Λi 0

HT
i Pi 0 0 −qiI




< 0

(14)
成立, 则系统呈均方意义下指数稳定. 其中

Ωi = AT
i Pi + PiAi +

N∑
j=1

πijPj +
1

1− h
Q +

N∑

j=1,j 6=i

λij

ε2
ij

4
I

Mi = [Pi − P1, Pi − P2, · · · , Pi − Pi−1, Pi − Pi+1, · · · , Pi − PN ]

Λi = diag{λi1I, λi2I, · · · , λi(i−1)I, λi(i+1)I, · · · , λiNI}

证明. 将式 (12) 中的 Ai, Adi, πij 分别替换为 Ai +
∆Ai(t), Adi +∆Adi(t), πij +∆πij , 结合定理 1, 引理 1 及式

(8)∼ (10), 并注意到
∑N

j=1 ∆πijPj =
∑N

j=1,j 6=i ∆πij(Pj −
Pi), 可知系统均方指数稳定的充分条件为存在正定矩阵
Pi > 0 (i ∈ S), Q > 0, 使得式

[
Ωi + qiET

aiEai PiAdi + qiET
aiEdi

AT
diPi + qiET

diEai −Q + qiET
diEdi

]
+ q−1

i

[
PiHi

0

]
×

[
HT

i Pi 0
]

+




N∑
j=1,j 6=i

λ−1
ij (Pj − Pi)2 0

0 0


 < 0

成立, 其中, qi > 0, λij > 0, Ωi = AT
i Pi +PiAi +

∑N
j=1 πijPj +

1
1−h

Q +
∑N

j=1,j 6=i λij

ε2
ij

4
I. 再由 Schur 补引理, 即得式 (14).

¤
注 1. 注意到新的 Ωi 中所含耦合项比原本多出了∑N

j=1,j 6=i λij
ε2

ij

4
I 一项, 这正是由转移率矩阵的统计误差

给系统稳定性条件带来的影响.
注 2. 对比定理 1 和定理 3 可发现, 定理 1 是定理 3 的

一个特例. 这是因为若定理 3 成立, 则有




AT
i Pi + PiAi +

N∑
j=1

πijPj +
1

1− h
Q PiAdi + Φi

AT
diPi −Q + qiET

diEdi


 < 0

其中, Φi = q−1
i PiHiH

T
i Pi +

∑N
j=1,j 6=i λ−1

ij (Pj − Pi)
2 +

qiE
T
aiEai +

∑N
j=1,j 6=i λij

ε2
ij

4
I. 从而由上式可直接推知式

(12) 成立.

以下考虑设计状态反馈控制器 K(rt) ∈ Rm×n (rt ∈ S)

使得系统 (7) 保持均方意义下的指数稳定.
定理 4. 对于不确定时变时滞跳跃系统 (7), 若存在正

定矩阵 Pi > 0 (i ∈ S), Q > 0, 常数 qi > 0, λij > 0 (i, j ∈
S, j 6= i) 和矩阵Ki (i ∈ S), 使得不等式




Ψ11i + qiET
aiEai Ψ12i Ψ13i KT

i Mi PiHi

Ψ21i Ψ22i Ψ23i 0 0 0

Ψ31i Ψ32i Ψ33i 0 0 0

Ki 0 0 −I 0 0

MT
i 0 0 0 −Λi 0

HT
i Pi 0 0 0 0 −qiI




< 0

(15)

成立, 则系统在状态反馈控制律 uuu(t) = Kixxx(t) 的作用下呈

均方意义下指数稳定. 其中

Ψ11i = AT
i Pi + PiAi +

N∑
j=1

πijPj +
1

1− h
Q +

N∑

j=1,j 6=i

λij

ε2
ij

4
I

Ψ12i = PiAdi + qiE
T
aiEdi , Ψ13i = PiBi + qiE

T
aiEbi

Ψ21i = AT
diPi + qiE

T
diEai , Ψ22i = −Q + qiE

T
diEdi

Ψ23i = qiE
T
diEbi , Ψ31i = BT

i Pi + qiE
T
biEai

Ψ32i = qiE
T
biEdi , Ψ33i = −I + qiE

T
biEbi

Mi = [Pi − P1, Pi − P2, · · · , Pi − Pi−1, Pi − Pi+1, · · · , Pi − PN ]

Λi = diag{λi1I, λi2I, · · · , λi(i−1)I, λi(i+1)I, · · · , λiNI}

证明. 证明类似于定理 3, 将式 (13) 中的 Ai, Adi, Bi,

πij 分别替换为Ai+∆Ai, Adi+∆Adi, Bi+∆Bi, πij +∆πij ,

结合定理 2 及引理 1 即得结论. ¤
2.4 时滞参数对指数衰减速率的影响

本小节主要讨论具有如式 (6) 形式的时滞的参数对指数

衰减速率的影响, 即考察 τ0, δ, ω 对式 (A5) 中 β 的作用. 由

于 β 满足式 (A4), 即

cβ + α2βeβτm = α1 (16)

故首先分析证明过程中引入的两个参数 α1, α2. 注意
到式 (A2) 及 α1 = mini∈S{λmin(−Ξi)}, 可知在系统稳定
性满足的前提下, α1 成为 h 的函数, τm 对 α1 无影响, 即
α1 = α1(h). 分析可知对 ∀i ∈ S, h 对 α1 的影响如下:

h ↑⇒ λmax(Ξi) ↑⇒ min
i∈S

{λmin(−Ξi)} ↓ ⇒ α1 ↓ (17)

其中, 1
1−h

↑ ⇒ λmax(Ξi) ↑ 运用了引理 2.

其次, 注意到 α2 = c1τm
1

1−h
, 故 α2 = α2(τm, h), 且

τm ↑⇒ α2 ↑ , h ↑⇒ 1

1− h
↑⇒ α2 ↑ (18)

结合式 (16)∼ (18) 可知, 当 τm 增加时, 由于式 (16) 右

侧保持不变, 而左侧的 α2 却在增加. 同时注意到左侧为 β 的

单调增函数, 故为维持等号, β 必减小. 同理, 当 h 增加时,

式 (16)右侧会减小, 同时左侧的 α2 却在增加, 故 β 必减小.

再由 τm, h 的定义: τm = τ0 + δ , h = δω 可知 τm, h 均

为 τ0, δ, ω 的增函数, 因此 τ0, δ, ω 的增加同样导致 β 的减小.

综合以上分析, 可以得出结论:

当具有如式 (6) 形式时滞的系统 (11) 在满足约束条件

(12) 及 δω < 1 时, 其指数衰减的速率随着时变时滞的参数

τ0, δ, ω 的增加而减缓.

3 仿真算例

取实际切削系统各参数如表 1 及表 2 所示.

表 1 工件及刀具各参数选取

Table 1 The workpiece and machine tool parameters

m (kg) c (kg/s) k (N/m) C (N/m2) β (◦) b (m)

50 2× 104 2× 107 1.05× 109 60 0.03

表 2 转速各参数选取及对应时滞

Table 2 The rotating speed parameters and corresponding

delay

Ω0 (rpm) A (rpm) T (s) τ0 (s) δ (s) T (s)

6 000 600 2 0.01 0.001 2
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将各参数代入式 (2) 和 (3), 可得正常运行时 (模态 1) 系统矩
阵

A1 =

[
0 1

−6.1× 105 −400

]
, Ad1 =

[
0 0

2.1× 105 0

]

BBB1 =

[
0

2.1× 105

]

考虑到系统由于前文所述的原因导致切削力发生突变 (主要
是 cos β 的改变, 假设变化至 80◦), 得模态 2 系统矩阵

A2 =

[
0 1

−4.1× 105 −400

]
, Ad2 =

[
0 0

0.1× 105 0

]

BBB2 =

[
0

0.1× 105

]

同时考虑到建模误差, 取

H1 =

[
0 0.2

0.1 0.8

]
, H2 =

[
1 0

1.1 0.7

]

Ea1 =

[
0 0.4

0 0.1

]
, Ed1 =

[
0 0.1

0 0.3

]
, EEEb1 =

[
0.3

0

]

Ea2 =

[
1.3 0

3 0

]
, Ed2 =

[
1.1 0

0.8 0

]
, EEEb2 =

[
0

0.2

]

给定状态转移率 Π = (πij) =

[
−10 10

40 −40

]
, 且 |∆π12| ≤

ε12 = 0.75, |∆π21| ≤ ε21 = 1.35. 取 h = 0.1, 利用 LMI 工
具箱解式 (15), 得

P1=

[
7.1216× 10−3 2.1414× 10−6

2.1414× 10−6 1.2048× 10−8

]
,

q1 = 3.5098× 10−6

q2 = 2.1422× 10−2

P2=

[
7.1303× 10−3 2.2033× 10−6

2.2033× 10−6 1.3586× 10−8

]
,

λ12 = 6.7433× 10−7

λ21 = 9.0620× 10−6

KKK1 =
[
−0.3133 −3.0817× 10−5

]

KKK2 =
[
−0.6323 −1.0951× 10−4

]

Q =

[
1.8327 1.7480× 10−4

1.7480× 10−4 4.4525× 10−7

]

设初始状态 ΦΦΦ(t) =

[
0.2et

−1.5e2t

]
(t ≤ 0), 不确定因子

F1(t) =

[
0.9 sin t 0

0 0.5 cos t

]
, F2(t) =

[
0.8 cos t 0

0 0.7 sin t

]

∆π12 = 0.5, ∆π21 = 0.8

按上述参数对系统 (7) 进行仿真, 得到相对偏移厚度 y(t) 的

轨迹如图 2 所示.

图 2 相对偏移厚度 y(t) 轨迹 (τ0 = 0.01, δ = 0.001, ω = π)

Fig. 2 Offset chip thickness y(t) (τ0 = 0.01, δ = 0.001, ω = π)

同时考虑时滞 τ(t) = τ0 + δsin(ωt) 中的 τ0, δ, ω 发生变

化时对系统状态的影响, 分别如图 3∼ 5 所示.

图 3 τ0 增加到 0.9 时 y(t) 的轨迹
Fig. 3 Offset chip thickness y(t) when τ0 increases to 0.9

图 4 δ 增加到 0.009 时 y(t) 的轨迹
Fig. 4 Offset chip thickness y(t) when δ increases to 0.009

图 5 ω 增加到 4π 时 y(t) 的轨迹
Fig. 5 Offset chip thickness y(t) when ω increases to 4π

由仿真结果可以看出, y(t) 在控制信号下能以较快的速

度收敛到 0, 具有较强的鲁棒性, 并且 y(t) 的衰减速率随着

τ0, δ, ω 的增加而减小.

4 结论

本文对变速切削系统建立了带有马氏参数的时滞跳跃系

统模型, 对系统的均方指数稳定性条件和在系统矩阵以及状

态转移率非精确可知情形下的鲁棒稳定条件进行了研究, 并

就时滞参数对系统指数衰减速率的影响进行了初步探讨. 特
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别地, 引入了基于状态反馈的切换型变进给量控制方法以更

有效地抑制加工系统颤振问题. 需指出的是, 本文对进给量

的控制仅限于较为简单的状态反馈控制, 如何更有效地利用

包括时滞在内的其他信息将成为进一步研究方向.

附录A 定理 1的证明

证明. 对于系统 (11), 构造 Lyapunov 函数

V (xxxt, t, i) = xxxT(t)Pixxx(t) +
1

1− h

∫ t

t−τ(t)
xxxT(θ)Qxxx(θ)dθ (A1)

易 知 E{V (xxxt, t, i)} ≥ dE{||xxx(t)||2} ≥ 0, 其 中 d =
mini∈S{λmin(Pi)}, E{·} 表示数学期望. 任取常数 β > 0, 在 t 时刻
(rt = i),

L[eβtV (xxxt, t, i)] ≤ eβtξξξT(t)Ξiξξξ(t) + βeβtV (xxxt, t, i)

其中, ξξξ(t) = [xxxT(t) xxxT(t− τ(t))]T,

Ξi =




AT
i Pi + PiAi +

N∑
j=1

πijPj +
1

1− h
Q PiAdi

AT
diPi −Q


 (A2)

若式 (12) 成立, 则 Ξi < 0. 令 α1 = mini∈S{λmin(−Ξi)} > 0, 有

L[eβtV (xxxt, t, i)] ≤

(−α1 + cβ)eβt||xxx(t)||2 + c1βeβt 1

1− h

∫ t

t−τm

||xxx(s)||2ds
(A3)

其中, c = maxi∈S{λmax(Pi)}, c1 = λmax(Q). 再由 Dynkin 公式,
对任意 T > 0, β > 0 及所有 i ∈ S, 有

E{eβT V (xxxt, T, i)} ≤ V (xxx0, t0, r0) + (−α1 + cβ)

E{
∫ T

0
eβt||xxx(t)||2dt}+

c1β

1− h
E{

∫ T

0
eβt

∫ t

t−τm

||xxx(s)||2dsdt}

注意到
∫ T

0 eβt
∫ t

t−τm
||xxx(s)||2dsdt ≤ τm

∫ T

−τm
eβ(t+τm)||xxx(t)||2dt,

于是

E{eβT V (xxxt, T, i)} ≤
V (xxx0, t0, r0) + (−α1 + cβ + α2βeβτm )×
∫ T

0
eβtE{||xxx(t)||2}dt + α2βeβτm

∫ 0

−τm

eβtE{||xxx(t)||2}dt

其中, α2 = c1τm
1

1−h
. 选取适当 β > 0, 使得

−α1 + cβ + α2βeβτm = 0 (A4)

则可得 E{eβT V (xxxt, T, i)} ≤ c2, 其中, c2 = V (xxx0, t0, r0) +
α2βeβτm

∫ 0
−τm

eβtE{||xxx(t)||2}dt. 从而

E{||xxx(t)||2} ≤ c2

d
e−β t (A5)

由文献 [10] 中的定义 1 知系统均方意义下指数稳定. ¤
附录 B定理 2的证明

证明. 将式 (12) 中的 Ai 替换为 Ai + BiKi, 由定理 1 及引理 1
知系统 (11) 呈均方意义下指数稳定的充分条件是存在实数 ρ > 0, 使得
不等式

Ξi + ρ−1

[
KT

i

0

] [
Ki 0

]
+ ρ

[
PiBi

0

] [
BT

i Pi 0
]

< 0

成立, 其中, Ξi 见式 (A2). 上式两边同乘以 ρ, 将 ρPi, ρQ 分别替换

为 Pi, Q, 由 Schur 补引理, 知上式等价式 (13). ¤
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