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多值传播的相容性技术

朱兴军 1, 2 张永刚 1, 2 李 莹 1, 2 张长胜 3

摘 要 相容性技术是求解约束满足问题的重要手段. 本文针对目前已有相容性算法的单值传播特点, 提出多值传播理论, 证

明出 k 次单值传播与一次多值传播的等价性, 在此基础上, 给出多值传播的弧相容定理. 将该定理与目前流行的 Singleton 弧

相容技术结合, 得到多值传播算法 SAC-MP, 并证明其完备性和正确性. 通过对随机问题、N 皇后、鸽巢问题及基准用例的测

试表明, 算法 SAC-MP 的执行效率是已有算法 SAC-SDS 和 SAC-3 的 2∼ 3 倍.
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Consistency Technique of Multi-value Propagation
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Abstract Consistency technique is an important method to solve constraint satisfaction problem (CSP) instances. Since

all existing algorithms have the same feature of single propagation, we propose a multi-value propagation theory and prove

that k-single propagation is equivalent to 1-multi-value propagation. Based on this, we present arc consistency (AC) theory

of multi-value propagation and combine it with SAC (singleton AC) to form a new multi-value propagation algorithm

SAC-MP. Besides, we also prove its soundness and completeness. In our experiments on random CSPs, N -queens problems,

pigeon problems and benchmarks, the efficiency of our algorithm SAC-MP is 2∼ 3 times those of the existing SAC-SDS

and SAC-3 algorithms.

Key words Constraint satisfaction problem (CSP), consistency technique, multi-value propagation, singleton arc con-
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约束满足问题 (Constraint satisfaction prob-
lem, CSP) 是人工智能研究领域的一个重要问题,
现实中大量组合优化问题都可以通过约束满足问题

来建模求解. 在求解过程中, 相容性技术 (Consis-
tency technique) 所起的作用是十分巨大的, 该技
术通过移走不相容的值和尽可能早地发现将来会产

生冲突的值, 来降低搜索空间并加速求解过程. 现
有的很多相容性技术和相容性算法都能够实现这一

目的[1]. 目前的相容性技术可以分为以下两类: 一
类广泛用于搜索过程中, 如: 弧相容维护 (Maintain-
ing arc consistency, MAC)[2]. 另一类则用于求解
前的预处理过程, 该类技术最近研究的较多, 如: 保
守双向相容性算法 (Conservative dual consistency,
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CDC)[3], Singleton 弧相容技术 (Singleton arc con-
sistency, SAC)[4−6], 都是时间和空间比较理想的相
容性技术. 在Debruyne等于 1997年提出的 SAC-1
算法[7] 基础上, 2004 年∼ 2005 年, Barták 和
Bessière 相继提出基于 AC4 和 AC2001 的 SAC-2
算法和 SAC-SDS 算法[5, 8], 这些算法都使用大量的
数据结构来避免重复的约束传播, 通过维持这些数
据结构可以在约束传播过程中降低时间复杂度, 提
高算法 SAC 的效率. 2005 年, Lecoutre 等提出一
种基于深度优先、贪婪搜索的 SAC-3 算法[4], 该算
法利用一种贪婪的搜索和在搜索过程中递增的弧相

容维护来避免重复的约束传播过程. 如果遇到一个
死结点, 则重新搜索其他值对的组合. 这一系列算
法是从执行效率上对原有算法的一种改进. 而文献
[9] 是对 SAC 在理论和技术方面的一些研究. 关于
SAC 技术的研究, 我们已经提出基于预处理技术的
约束求解算法 BT ＋MPAC 和 BT ＋MPAC*[10],
以及基于完全独立相容的 SAC-ESC 技术[11]. 在原
有 SAC 算法中, SAC-1 等都采用宽度优先策略, 并
且都有重复的约束传播过程, 效率上不如采用深度
优先的 SAC-3[4]. 但是由于 SAC-3 采用的是递增式
弧相容维护, 即在每次实例化一个变量时, 都要做一
次相容性传播的处理, 并且只有在搜索到死结点时
才停止此次搜索, 这就做了大量的重复传播和延误
了死结点的发现时间.
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本文通过对原有相容性技术和算法的研究, 发
现它们都具有单值传播的特点. 为此, 我们提出多值
传播理论, 给出相应定理, 证明出 k 次单值传播与

一次多值传播的等价性, 即每实例化 k 个变量再进

行约束传播, 这就避免了 k − 1 次的传播过程. 在
此基础上, 又给出多值传播的弧相容定理, 并加以证
明. 而后将该定理与目前流行的 SAC 技术相结合,
给出多值相容性算法 SAC-MP, 该算法利用多值传
播性质降低约束检查, 提高了算法的执行效率. 不仅
如此, SAC-MP 能够确定某些值对的约束传播是冗
余的, 这样可以避免执行冗余的传播过程, 更早地
迫使算法重新搜索其他值对的组合. 通过实验测试
得出, 对于随机问题, 算法 SAC-MP 的执行效率是
SAC-SDS 和 SAC-3 的 2 倍; 对于鸽巢问题、N 皇

后问题以及基准用例, 算法 SAC-MP 的执行效率约
是 SAC-SDS 和 SAC-3 的 2∼ 3 倍.

1 约束满足问题和 Singleton弧相容技术

约束满足问题 P 由三元组构成: 问题 P 的变量

集合 var(P ), 每个变量的论域 dom(X) 以及关于这
些变量的约束集合 C(P ), 问题 P 的论域可用 domP

表示. 特殊地, 如果对于约束集合中的任何一个约
束 c, 所包含的变量个数都是 2, 则称该问题为二元
约束满足问题. 问题 P 的解 ρ 是一个变量值对的集

合, 使得任何一个变量实例化相应的值以后, 满足所
有的约束关系, 通常用 V alX(ρ) 表示变量 X 在解

ρ 中的取值, 用 sol(P ) 表示问题 P 解的集合. 称问
题 P 与 Q 等价, 当且仅当 sol(P ) = sol(Q). 为了
提高效率, 通常在求解前和求解过程中积极地使用
约束删除变量中一些不参与解的值, 这个过程称为
约束传播, 域过滤或者相容性技术. 而这一技术最核
心的是弧相容技术, 其他众多相容性技术大多是基
于此展开的. 对于二元 CSP 的约束图中的某一个弧
(X, Y ), 称它是弧相容的 (Arc consistency, AC), 当
且仅当对于 X 论域中能满足 X 上一元约束的每一

个值 a, 都在 Y 的论域中存在一个值 b, 使得 b 满足

Y 上一元约束, 并且 (a, b) 满足 X 和 Y 上的二元

约束 C(X, Y ). 一个 CSP 是弧相容的, 当且仅当它
的约束图中的每一条弧都是弧相容的. 对于问题 P

在进行弧相容检查时, 如得到某一变量的论域为空,
则此问题 P 无解, 这时记为: AC(P ) =⊥. 文献 [12]
给出了其详细概念和相关术语.
在弧相容技术的基础上, 文献 [4−8] 引入 Sin-

gleton 弧相容的概念. 问题 P 是 Singleton 弧相
容 (SAC) 的, 当且仅当对于 ∀X ∈ var(P ), ∀ a ∈
dom(X), P |X=a 是弧相容的. 其中 P |X=a 是将原

问题 P 中X 的论域 dom(X) 用单独的 a 进行替换.

2 多值传播

本节鉴于已有技术都是基于单值传播的特点,
首先提出多值传播理论, 即定理 1, 并证明 k 次单值

传播与一次多值传播是等价的. 利用定理 1, 我们可
以得出在实例化 k 个变量时, 能够避免 k−1 次的约
束传播过程. 证明定理 1 的过程中, 我们使用了 AC
算法执行过程的正确性这一性质[2].
定理 1. 设 P 是一个约束满足问题, 若 P1 =

AC(P |X1=a1) 6=⊥, P2 = AC(P1|X2=a2) 6=⊥, · · · ,
Pk = AC(Pk−1|Xk=ak

) 6=⊥, 则

AC (P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak
) 6=⊥

并且问题 Pk 等价于

AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak
)

证明. 设

Q = AC (P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak
)

因为 var(Pk) = var(Q), C(Pk) = C(Q), 对任
意 i, i ∈ {1, · · · , k}, Xi ∈ var(Pk), Xi 的论域

domPk
(Xi) 是 {ai}, 而对于 Xi ∈ var(Q), Xi 的论

域 domQ(Xi) 也分别是 {ai}, 故此, 由 Pk 6=⊥ 和
AC 算法的正确性得出

Q = AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak
)

又因为 P1 6=⊥, P2 6=⊥, · · · , Pk 6=⊥, 由 AC 算法
的正确性容易证明:

sol(P1) = {ρ|ρ ∈ sol(P ) ∧ V alX1(ρ) = a1}
sol(P2) = {ρ|ρ ∈ sol(P1) ∧ V alX2(ρ) = a2}

...

sol(Pk) = {ρ|ρ ∈ sol(Pk−1) ∧ V alXk
(ρ) = ak}

即有下式成立:

sol(Pk) = {ρ|ρ ∈ sol(P ) ∧ V alX1(ρ) = a1∧
V alX2(ρ) = a2 ∧ · · · ∧ V alXk

(ρ) = ak}
同理, 由 AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak

) 6=⊥ 和 AC
算法的正确性得出:

sol(Q) = {ρ|ρ ∈ sol(P ) ∧ V alX1(ρ) = a1∧
V alX2(ρ) = a2 ∧ · · · ∧ V alXk

(ρ) = ak}
故此, sol(Pk) = sol(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak

), 即,
问题 Pk 等价于 AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak

). ¤
从上面的证明过程中, 我们可以得出经过 k 次

约束传播以后得到的新问题 Pk 和经过一次约束传
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播得到的问题AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak
)的解集

合是相同的, 即这两个子问题是等价的. 下面我们给
出多值传播的弧相容定理.

定理 2. 设 P 是一个约束满足问题, 若

AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak
) 6=⊥

则

AC(P |X1=a1) 6= ⊥ ∧AC(P |X2=a2) 6=⊥ ∧ · · · ∧
AC(P |Xk=ak

) 6=⊥

证明. 如若不然, 设 AC(P |Xj=aj
) =⊥, P1

= P |Xj=aj
, P2 = P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak

, 由于
var(P1) = var(P2), C(P1) = C(P2), domP2 ⊆
domP1 , 又 AC(P1) = AC(P |Xj=aj

) =⊥, 进而得:
AC(P2) = AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak

) =⊥, 与
条件矛盾, 由此定理得证. ¤

3 SAC-MP算法

本文将定理 1 和定理 2 与目前流行的 SAC 技
术相结合, 形成多值传播的相容性算法 SAC-MP. 该
算法与已有算法的不同之处在于: 已有算法在深度
搜索时, 每实例化一个变量, 都要对其做一次约束传
播. 若实例化 k 个变量, 则做 k 次约束传播. 这种递
增式的检查, 其代价是高额的, 而由定理 1 得知每次
实例化 k 个变量, 只做一次约束传播与做 k 次约束

传播得到的问题是等价的. 据此, 算法 SAC-MP 可
以节省 k − 1 次约束传播.
此外, 当 AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak

) 6=⊥
时, 由定理 2 可以推出: AC(P |X1=a1) 6=⊥
∧AC(P |X2=a2) 6=⊥ ∧ · · · ∧ AC(P |Xk=ak

) 6=
⊥, 故 它 们 也 都 无 需 进 行 约 束 传 播; 而 当
AC(P |X1=a1∧X2=a2∧···∧Xk=ak

) =⊥ 时, 本文算法可
以提前确定死结点, 以便重新搜索其他值对的组合.
将这些性质与原 SAC 算法相结合得出算法 SAC-
MP. 该算法基于了深度优先及贪婪搜索的思想, 其
伪码分别如算法 1、算法 2 和算法 3 所示.

算法 1 (SAC-MP 算法).
1 P ← AC(P );

2 repeat

3 Pbefore ← P ;

4 QSAC ← {(X, a)|(X, a) ∈ P};
5 while QSAC 6= ∅ do

6 buildBranch( );

7 end

8 until P = Pbefore

算法 1 通过 repeat 语句对问题 P 中的所有值

对进行检查, 直至问题 P 不再发生变化. 而函数

buildBranch 的作用是对结构 QSAC 中的值对进行

深度贪婪的 SAC 检查, 其伪码见算法 2.

算法 2 (buildBranch 算法).
1 br ← ∅;
2 Pbefore ← P ;

3 repeat

4 d ← getpairs(k);

5 if not consistency(d) then goto 13;

6 P ← AC(P |d);

7 if P 6= ∅ then

8 foreach ∀ (Xi, ai) ∈ d do

9 add (Xi, ai) to br;

10 end

11 end

12 else

13 if br 6=⊥ then

14 foreach ∀ (Xi, ai) ∈ d do

15 add (Xi, ai) to QSAC;

16 end

17 goto 21;

18 end

19 end

20 until false

21 P ← Pbefore;

22 if br = ∅ then

23 foreach ∀ (Xi, ai) ∈ d ∧ i 6= 1 do

24 add (Xi, ai) to QSAC;

25 end

26 if AC(P |X1=a1) =⊥ then

27 remove a1 from dom(X1);

28 P ← AC(P );

29 delete (Xi, ai) from QSAC s.t.

(Xi, ai) ∈ Pbefore ∧ (Xi, ai) /∈ P

30 end

31 end

在算法 2 中, 首先实例化 k 个变量, 然后作相容
性判断. 如果相容性检查失败, 则重新搜索其他值对
的组合; 否则, 进行深度优先、贪婪搜索. 在相容性
检查过程中, 首先进行 consistency 检查, 然后再进
行弧相容处理. 函数 consistency(d) 的功能是: 判
断部分解 d 中变量的赋值是否都满足约束. 如果是,
则返回真; 否则返回假. 这样在存在冲突的情况下,
可以避免执行弧相容算法. 如果在第一次实例化 k

个变量时就发现空论域, 则从这 k 个变量中随机抽

取一个变量值对进行弧相容检查, 将其余 k− 1 个变
量放到初始队列中, 等待下一次的处理. 如果这个被
选择变量进行约束传播后导致其他某个变量的论域

为空, 则从原始问题 P 中将该值删除, 否则, 不作处
理. 这时无需再将该变量值对放入队列, 因为它已经
SAC 检查完毕, 并且成功.
在算法 3 中, 函数 getpairs 的主要功能是从队

列 QSAC 中选择 k 个变量值对, 且这些变量值对中
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的变量彼此不同, 同时都没有在集合 br 中出现. 如
果得到这样的集合, 则将其返回; 否则, 返回当前所
找到的部分变量值对的集合 d, 此时 |d| < k.

算法 3 (getpairs 算法).

1 d ← ∅;
2 while |d| < k do
3 delete (Xi, ai) from QSAC s.t.

(Xi, ai) ∈ QSAC∧Xi ∈ br∧Xi /∈ var(d);
4 add (Xi, ai) to d;
5 if QSAC = ∅ then return d;
6 end
7 return d

定理 3. 算法 SAC-MP 维护 Singleton 弧相容
是正确的.
证明. 假设存在 (X, a) 是被算法 SAC-MP 删

除的第一个 Singleton 弧相容值对, 则从算法 SAC-
MP 中可以看出: 该值对只能从算法 2 中第 27 行被
移走, 则此时条件 AC (P |X=a) =⊥ 一定成立 (见算
法 2 中第 26 行). 由 Singleton 的定义可以看出值
对 (X, a) 在问题 P 中不是 Singleton 弧相容的, 故
此与假设矛盾, 算法正确性可证. ¤
定理 4. 算法 SAC-MP 维护 Singleton 弧相容

是完备的.
证明. 当算法 SAC-MP 终止时, 对于 P 中任意

一个值对 (X, a), 如果在算法 2 中 repeat 语句执行
的第一次时被检查 SAC, 则有 AC(P |X=a) 6=⊥ 成
立, 由 Singleton 弧相容定义得出该值对在 P 中是

SAC 的. 否则, 该值对不是第一个被实例化的, 则有
AC(P |X=a∧Y =b∧···∧Z=c) 6=⊥, 由定理 1 和定理 2 可
以得出 AC(P |X=a) 6=⊥ 仍然成立. 综上, (X, a) 在
P 中是 SAC 的, 故此算法 SAC-MP 是完备的. ¤

对于算法 SAC-MP, 当 k 次实例化成功时所做

约束传播次数为 1, 否则需要做 k + 1 次约束传播.
根据算法 SAC-3 的最坏时间复杂度 O(en2d4) 的分
析过程容易得出, 算法 SAC-MP 的最坏时间复杂度
为

O((ρ + (k + 1)(1− ρ))× d

k
× en2d3)

其中, d/k 表示一次实例化 k 个值所要做的约束传

播次数, e 表示约束网络中边的个数, ρ 是每个变量

一次实例化 k 个值做相容性检查成功的平均概率.
当 ρ = 0 时, 复杂度仍然是 O(en2d4), 而当 ρ = 1
时,复杂度是O(en2d4/k),时间效率可提高 k 倍. 空
间复杂度为队列 Q 的大小, 即 O(nd).

4 实验结果

这里使用了四类测试用例, 分别是随机的约束

满足问题、经典鸽巢问题和 N 皇后问题, 还有一
些标准的测试用例 (Benchmark). 从高效性和易实
现的角度上考虑, 弧相容技术选择了含有启发式信
息的 AC-3[13]. 本文用算法的执行效率和相容性检
查次数来衡量算法的性能, 使用 C++ 语言在 “明
月”[14] 平台上编写程序, 测试环境为: 硬件 DELL
Intel PⅣ 3.0GHz, CPU 512 MB RAM;软件Win-
dows XP Professional SP2/Visual C++ 6.0, 其中
每个用例测试 10 次, 然后取平均值作为最后结果.

1) 随机约束满足用例
随机问题产生器随机地生成二元约束满足问题,

问题的难度和规模可以根据参数的设置来控制. 由
于问题具有随机性, 所以绝大部分通用约束求解算
法和通用启发式策略都采用这种测试方法[15]. 二
元随机约束满足问题有四个描述参数 〈n,m, p1, p2〉,
其中 n代表变量的个数, m代表变量论域的大小 (这
里假设所有变量的论域大小相同), p1 代表此约束满
足问题的密度,即约束图中边的个数和 n×(n−1)/2
(完全图中边的个数) 的比值, p2 为每个二元约束的
松紧度. 本文选择参数为: n = 100, m = 20, p1 =
0.05[4−6]. 从图 1 (a) 中可以看出, 对于不同难度的
随机问题, 算法 SAC-MP 的运行效率是算法 SAC-
SDS 和 SAC-3 的 2 倍, 而从图 1 (b) 所示的相容性
检查次数 (# chks) 来看, 算法 SAC-SDS 和 SAC-3

(a) CPU 时间

(a) CPU time

(b) 检查次数

(b) Check numbers

图 1 〈100, 10, 0.05, p2〉 问题
Fig. 1 The problem 〈100, 10, 0.05, p2〉
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是算法 SAC-MP的 2倍. 当参数 p2变大时,由于算
法 SAC-SDS 使用大量数据结构避免冗余工作. 故
此, 效率要高于本文提出的算法.

2) 鸽巢问题和 N 皇后问题

鸽巢问题和 N 皇后问题都是约束满足问题中

极其具有代表性的问题, 它们分别代表着不同类别
的问题. 鸽巢问题是一个不可满足问题的例子, 而N

皇后问题则是典型的可满足问题的一个用例. 首先
对于鸽巢问题, 当鸽子数量由 40 逐渐变化到 54 时,
从图 2 (a) 中可以看出, 算法 SAC-MP 的执行效率
始终是算法 SAC-SDS 和 SAC-3 的 3 倍. 从图 2
(b) 所示的相容性检查次数来看, 算法 SAC-SDS 和
SAC-3 所做的检查次数要明显高于 SAC-MP. 而对
于另一类 N 皇后问题而言, 皇后数量在 40∼ 58 之
间变化时, 算法 SAC-MP 的执行效率是算法 SAC-
SDS 和 SAC-3 的 2 倍. 而当皇后数目为 61 时,
SAC-MP的执行效率达到 SAC-SDS和 SAC-3的 3
倍. 从图 3 (b) 所示的约束检查次数可以看出, 算法
SAC-MP 也具有明显的优势.

3) 标准库的测试用例 (Benchmark)
此外, 我们还测试了一些标准库中的测试样例

(http://cpai.ucc.ie/05/Benchmarks.html), 从中随
机选取了两类问题, 一类是 frb 问题, 对这类问题进
行求解一般来说比较困难, 文献 [16] 对这类问题进

(a) CPU 时间

(a) CPU time

(b) 检查次数

(b) Check numbers

图 2 鸽巢问题

Fig. 2 Pigeon problems

行了详细的研究; 另一类是 lsq-dg 问题. 测试结果
见表 1, 对于 frb 问题, 算法 SAC-MP 的执行效率
是 SAC-SDS 和 SAC-3 的 2 倍, 而从相容性检查
次数来看, 算法 SAC-SDS 和 SAC-3 大约是算法
SAC-MP 的 2 倍. 对于另一类 lsq-dg-11 问题, 算
法 SAC-MP 的执行效率是算法 SAC-SDS 和 SAC-
3 的 3 倍. 从相容性检查次数来看, SAC-SDS 和
SAC-3 是 SAC-MP 的 3 倍左右, 而对于 lsq-dg-
12, 算法 SAC-MP 的执行效率至少是 SAC-SDS 和
SAC-3 的 3 倍, SAC-SDS 和 SAC-3 的相容性检查
次数是 SAC-MP 的 3 倍.

(a) CPU 时间

(a) CPU time

(b) 检查次数

(b) Check numbers

图 3 N 皇后问题

Fig. 3 N queens problems

表 1 标准库中的测试用例

Table 1 The results of Benchmarks

问题 SAC-SDS SAC-3 SAC-MP

Time (ms) 688 703 390
frb53-24-1

chks (K) 44 987 37 297 21 260

Time (ms) 907 859 515
frb56-25-1

chks (K) 55 856 46 334 26 676

Time (ms) 1 266 1 312 766
frb59-26-1

chks (K) 67 784 55 389 31 376

Time (ms) 1 234 1 250 407
lsq-dg-11

chks (K) 87 657 74 660 27 010

Time (ms) 2 156 2 234 703
lsq-dg-12

chks (K) 156 222 134 606 46 393
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5 结论

相容性技术是求解约束满足问题的一个重要技

术, 而作为一种特殊的相容性算法— Singleton 弧
相容最近已被大量研究. 本文通过对原有算法的研
究, 提出多值传播理论, 给出多值传播定理和弧相容
的多值传播性质. 将其与 SAC 技术相结合, 提出一
种新相容性算法 SAC-MP, 并证明其正确性和完备
性. 该算法能够在搜索过程中, 每实例化 k 个变量,
仅需一次弧相容的处理, 所需时间仅为 O(ed2)[2].
而对于此过程, 算法 SAC-SDS 和 SAC-3 则需要做
k 次弧相容处理, 耗用时间为 k × O(ed2). 通过对
随机问题、经典的鸽巢、N 皇后问题以及基准测试

用例的测试可以看出, 新算法 SAC-MP 与原有算法
SAC-SDS和 SAC-3相比具有极为明显的性能优势.
但本文的算法 SAC-MP 和现有 SAC 算法一样, 都
没有考虑问题的固有性质, 如问题本身的对称性. 我
们相信结合问题固有信息的 Singleton 弧相容算法
将会有更加显著的性能优势.
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