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基于时间变化的鲁棒各向

异性扩散模型

王 毅 1 牛瑞卿 1 喻 鑫 1 沈焕峰 2

摘 要 建立性能稳定的扩散模型一直以来都是各向异性扩散技术研

究的关键问题. 尽管许多改进的扩散模型陆续提出, 这些方法仍旧难以有

效解决两个核心问题: 梯度阈值和迭代停止时间的确定. 针对以上问题,

本文提出了基于时间变化的鲁棒各向异性扩散模型. 在该模型中, 作者

设定高斯尺度因子和梯度阈值随时间单调递减, 这有利于在多个尺度下

准确提取边缘和边界特征信息. 此外, 利用逐次迭代信噪比能够有效地确

定迭代停止时间, 减少不必要的过量平滑. 为了验证本文模型的有效性,

采用 Pinecone 灰度图像进行了图像增强平滑处理. 实验结果表明, 本

文模型在性能上优于传统扩散模型, 能够有效地消除噪声和保持边缘.
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Abstract The key point of research on anisotropic diffusion is

to build the adaptive and stable diffusion model. However, there

are still two problems in the existing anisotropic diffusion mod-

els — the determination of the gradient threshold and the itera-

tive stopping time. In this paper, we propose a time-dependent

robust anisotropic diffusion method. In the method, the Gaus-

sian scale and the gradient threshold are set to the monoton-

ically decreasing function of the time, which is very useful to

accurately extract edge and boundary features. Meanwhile, an

iterative SNR measure is defined to effectively determine the

stopping time, so as to lessen over-smooth regions. In order to

show the validity of the proposed diffusion scheme, we use one

gray image “Pinecone” in our experiments. Experimental results

have shown that the time-dependent robust anisotropic diffusion

methods have superiority over the existing methods and they can

effectively smooth out noise while preserving edge features.

Key words Anisotropic diffusion, time dependent, diffusion

coefficient, robust

近年来, 偏微分方程 (Partial differential equation,

PDE) 已被广泛应用于图像处理领域[1−2]. 其中, 最有影

响力的偏微分方程是 Perona 和Malik[3] 的各向异性扩散方
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程 (P-M 模型), 其本质为多尺度保边缘平滑. 由于基于非线

性扩散的图像分析方法有如下特点: 1) 具有良好的保边缘特

性, 能够最大程度保留图像的结构信息; 2) 具有多维空间的

可扩展性; 3) 具有一套完整的尺度空间理论, 适用于图像多

尺度分析; 4) 具有严格的数学理论基础且数值算法简洁、易

于实现. 因此, 许多学者从理论和实现上对该技术进行了分

析, 提出了一些相关的图像增强和平滑算法[4−14].

上述成果极大地丰富了各向异性扩散的理论研究. 然而,

这些方法仍旧难以有效解决以下问题: 1) 如何有效估计扩散

系数的梯度阈值; 2) 如何自动选择最优迭代停止时间. 针对

以上问题, 作者将控制扩散特性的三个参数— 梯度阈值 k、

高斯滤波尺度因子 σ 和迭代停止时间 T 同时引入扩散模型,

并设定梯度阈值 k 和高斯滤波尺度因子 σ 都具有随时间单

调递减的特性, 同时, 在迭代数值计算中引入逐次迭代信噪

比, 并试图建立基于时间变化的鲁棒各向异性扩散模型.

1 已有的各向异性扩散模型

1.1 P-M各向异性扩散模型

Perona 和Malik 在热扩散方程的基础上, 提出了扩散系

数可变的各向异性扩散模型 (P-M 模型).





∂I(x, y, t)
∂t

= ∇ · (c(|∇I(x, y, t)|)∇I(x, y, t))

I(x, y, 0) = I0(x, y)
(1)

式中, c(|∇I|) 称为扩散系数, ∇ · ( ) 为散度算子, ∇ 为梯
度算子. c(|∇I|) 是扩散系数, 通常选取非负单调递减函数.

Perona 和Malik 在文献 [3] 中提出了两个扩散系数函数:

c(|∇I(x, y, t)|) =
1

1 +

( |∇I(x, y, t)|
k

)2 (2)

c(|∇I(x, y, t)|) = exp

[
−

( |∇I(x, y, t)|
k

)2
]

(3)

P-M 模型虽然能够克服线性扩散模型的缺点, 但仍存在以下

缺陷: 1) 容易将噪声作为边缘保留; 2) 各向异性扩散方程是

病态的不适定方程, 无法保证解的存在唯一性.

1.2 Catte各向异性扩散模型

为了解决扩散模型解的适定性问题, Catte 等[4] 提出了

改进的各向异性扩散模型 (Catte 模型):





∂I(x, y, t)
∂t

= ∇ · (c(|∇(Gσ ∗ I(x, y, t))|)∇I(x, y, t))

I(x, y, 0) = I0(x, y)

(4)

式中, Gσ 是尺度因子为 σ 的高斯核函数. |∇Gσ ∗ I(x, y, t)|
表示常系数热扩散方程在尺度因子为 σ 时的梯度模. 由于

Catte 模型能够有效地抑制高斯噪声, 从而一定程度上解决

了 P-M 模型无法区分边缘和噪声的问题, 保证了方程解的存

在唯一性. 然而, Catte 模型容易模糊图像中的边缘和线条.

1.3 RAD各向异性扩散模型

Perona 和 Malik 提出的模型的扩散速度很大, 且在梯

度很高的区域依旧保持扩散的特性, 可能消除一些不太明显

的重要细节和弱化高对比度的区域. 根据鲁棒估计模型和各

向异性扩散的关系, Black 等[12] 提出了基于鲁棒估计算子

的扩散系数 (对应的扩散模型为 RAD (Robust anisotropic

diffusinon) 模型):

c(x, y, t) =





1

2

[
1− (

|∇I(x, y, t)|
σe

)2
]2

, |I(x, y, t)| ≤ σe

0, 否则

(5)

式中, σe 是鲁棒尺度阈值. 在统计学中, 式 (5) 所对应的误差

模型称为 Tukey 误差模型. 和 P-M 误差模型相比, Tukey 误

差模型能够 “估计” 到更高质量的边缘和图像细节, 同时还

能看到误差模型是如何 “终止” 扩散行为的. 从式 (5) 可以看

到, 鲁棒各向异性扩散模型与 P-M 模型类似, 难以消除颗粒

噪声的干扰.

1.4 前后双向扩散模型

为了达到同时进行噪声去除和增强边缘的目的, Gilboa

等[13] 提出前后双向扩散 (Forward and backward) 模型 , 其

扩散系数形式如下

c(x, y, t) =
1

1 +

( |I(x, y, t)|
kf

)n − α

1 +

( |I(x, y, t)| − kb
w

)2m

(6)

前后双向扩散模型能够在平滑的同时, 增强图像中的边缘与

线条等细节信息. 与鲁棒各向异性扩散模型相似, 难以有效

滤除噪声.

1.5 复数各向异性扩散模型

Gilboa 等[14] 提出了一种扩散系数为复数的非线性各向

异性扩散模型: RMP (Ramp preserving) 复扩散模型.





∂I(x, y, t)
∂t

= ∇ · (c(Im(I(x, y, t)))∇I(x, y, t))

I(x, y, 0) = I0(x, y)
(7)

式 (7) 中, 扩散系数 c(s) = ejθ/(1 + (s/(kθ))2) 是复函数, 它

的虚部近似于高斯卷积的 Laplacian 变换, 实部则近似于高

斯卷积. 式 (7) 同时实现了高斯和拉普拉斯金字塔的多尺度

分析. 然而, 该模型会模糊边缘和线条.

2 基于时间变化的鲁棒各向异性扩散模型

控制扩散模型的参数主要有: 梯度阈值 k、高斯滤波尺

度因子 σ 和最优迭代停止时间 T. 如何确定这些参数具有一

定的难度. 针对该问题, 本文将围绕梯度阈值的选取、偏微分

方程解的适定性问题和迭代停止时间的确定三个方面展开研

究, 试图建立性能更稳定、实用性更强的各向异性扩散自适

应滤波方法.

2.1 基于时间变化的鲁棒各向异性扩散模型

作者将非线性冷却技术和鲁棒各向异性扩散模型相结

合, 提出一个基于时间变化的鲁棒各向异性扩散模型, 其扩

散系数表示如下:





c(x, y, t) =

1

2

[
1−

( |∇Gσ(t) ∗ I(x, y, t)|
k(t)

)2
]2

, |∇Gσ(t) ∗ I| ≤ k(t)

0, 否则

(8)
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式中, k(t) 是随时间变化的梯度阈值, 其定义如下[15]

k(t) =
1

ε + α1t
(9)

式中, ε 是一个非常小的数, α1 是冷却率. 梯度阈值 k 为随时

间递减, 图像的边缘得以保持下来, 同质区域越来越光滑. 尺

度因子 σ(t) 也是随时间变化单调递减的高斯尺度因子, 在逐

渐减小的尺度下进行梯度估计, 能够有效保持准确的有用信

息, 并选择性滤除当前尺度下的噪声. 此外, 为了有效确定迭

代算法的停止时间, 本文采用逐次迭代信噪比[16] 来获得最

优结果.

2.2 模型特性分析

上节提出的基于时间变化的鲁棒各向异性扩散模型 (式

(8) 和 (9)), 具有以下特性: 1) 随时间变化的高斯平滑尺度因

子 Gσ(t). 随时间变化的高斯尺度因子能够在不同的尺度下

准确提取边缘信息, 同时, 准确地估计出图像的真实边缘. 2)

随时间变化的扩散系数梯度阈值 k(t). 由式 (8) 来看, 在扩

散的起始阶段即 t → 0 时, |∇I| << 1/ε, c(x, y, t → 0) → 1,

式 (8) 相当于线性扩散方程, 随着时间的变化, k(t) 值逐渐变

小, 非线性扩散得以进行, 图像变得越来越光滑; 当 t → ∞
时, c(x, y, t → ∞) = 0, 退化过程结束, 扩散便达到稳定状

态. 实际应用中, 灰度图像只有 256 个灰度级, 当 k(t)<<1

时, 扩散模型达到稳定状态. k(t) 由参数 α1 来控制. 随着 α1

的增大, 冷却过程加快, 图像的边缘得以保持. 3) 自动确定迭

代停止时间 T. 含有噪声的图像进行各向异性扩散处理时, 信

噪比值与时间变化的函数是一凹函数, 具有局部最大值. 根

据以上规律, 通过比较迭代前后信噪比, 找出最大信噪比值

(临界值), 其对应的迭代时间即为模型的迭代停止时间 T. 该

方法能够自动确定模型的迭代停止时间 T, 较好地避免了扩

散不充分和扩散过量的问题.

综上, 通过设定随时间变化的高斯平滑尺度因子 Gσ(t)

和扩散系数梯度阈值 k(t) 以及引入逐次迭代信噪比, 本文模

型能够有效地提高模型的稳定性和扩散特性. 同时, 它不会

随图像本身不同而变化. 此外, 模型的形式较为简便且易于

控制.

3 算法步骤和数值计算方法

基于时间变化的鲁棒各向异性扩散算法具体的实现步骤

如下:

步骤 1. 初始化模型. 确定算法的迭代次数 t∗ 和空间步
长 h、高斯滤波器的尺度因子函数 σ(t) 及其初始值、时间步

长 ∆t, 冷却速率 α1.

步骤 2. 估计图像梯度 |∇Gσ(t) ∗ In|. 假设图像经过 n

次迭代处理, 将迭代处理后的图像输入作为待处理的图像

I = In. 本文采用文献 [4] 中 8-邻域差分算法得到梯度的估计

值 |∇Gσ(t) ∗ I |. 通常情况下, 对于一幅M×N 大小的图像而

言, 边界处的像素往往无法构成满足要求的块大小, 可以在

边界外围补齐像素后, 再进行处理.

步骤 3. 计算扩散系数 c(∇I). 将满足要求的梯度图像

|∇Gσ(t) ∗ I| 和冷却速率 α1 代入式 (8) 中, 得到扩散系数.

步骤 4. 迭代求解偏微分方程, 求得经过迭代处理后的

图像. 本文采用偏微分方程离散化数值解法, 将时空连续域

上的图像 I (x, y, t) 离散化为 I(ih, jh, n∆t), ∆t, h 分别为时

间和空间步长, i, j 为坐标点. 对图像上所有像素采用文献 [3]

中的差分迭代离散方程进行求解.

(a) 原始图像

(a) Original image

(b) 噪声图像

(b) Noisy image

(i) 逐次迭代信噪比

(i) Iterative SNR

图 1 图像的滤波结果

Fig. 1 Smoothing results for a “Pinecone” image



1256 自 动 化 学 报 35卷

步骤 5. 判断扩散过程是否继续进行. 通过比较迭代前

后的信噪比, 若迭代次数满足条件 T = t∗ 时, 则迭代过程结

束, 得到输出图像 In+1; 否则, 重新回到步骤 2 继续执行迭

代过程.

4 实验结果与分析

本文实验目的是将各种扩散算法分别应用到具有高斯噪

声的图像处理中, 以检验算法的实用性. 图 1 (a) 是一幅灰度

图像 Pinecone (256× 256), 对其加入 σ2 = 400 的高斯噪声,

噪声图像如图 1 (b) 所示. 作者将本文模型的滤波结果分别

与 P-M 模型、Catte 模型、RAD 模型、FAB 模型和 RMP

模型的处理结果进行比较. 图 1 (c)∼ (h) 分别是 6 种扩散模

型的处理结果, 其中第 2 行图像分别对应 6 种扩散模型在信

噪比最大值对应的 T 时刻的滤波结果. 经过 200 次迭代后,

P-M 模型、Catte 模型和 RAD 模型的处理结果非常光滑,

但边缘和重要细节丢失严重. FAB 模型在平滑的同时, 能够

对图像边缘进行锐化, 因此, 图像的细节边缘的对比度较大,

然而, FAB 模型也将部分噪声误认为边缘而进行增强, 使得

图像中有些颗粒状的离散点. RMP 模型模糊了较弱的边缘.

本文模型处理结果中, 噪声被完全滤除, 且有效保持了图像

的细节边缘. 此外, 从图 1 (i) 的 “信噪比 –迭代次数” 函数

关系图可以看出, 本文模型获得的最佳信噪比结果要优于传

统模型的结果. 比较图 1 (c)∼ (h) 第 2 行中的图像可以看出,

本文模型的结果图像中松果的纹理结构和周围的枝条清晰可

见, 且噪声被有效滤除. 由图 1 (i) 可知, 本文模型在迭代次数

60 次后, 信噪比值处于基本不变的稳定状态, 且滤波结果在

迭代次数大于 5 次后优于其他扩散模型. 这表明, 本文模型

对应的扩散方程能在较短时间内收敛 (达到最大信噪比值),

并且收敛后的最优滤波结果不会随着迭代次数的增加而质量

下降. 综上, 本文模型在不同的噪声环境下, 滤波性能、稳定

性和实用性都优于传统各向异性扩散模型.

5 结论

本文提出了基于时间变化的鲁棒各向异性扩散模型, 较

好地解决了现存模型的两大问题. 将本文模型与传统扩散模

型进行了滤波实验, 其结果表明: 1) 从视觉效果上来看, 本文

提出的扩散模型在滤除的同时, 较好地保持了高对比度重要

的细节和边缘信息; 2) 本文模型一定程度上简化了参数设置

的复杂性, 且便于控制. 同时, 模型对迭代次数不敏感, 即在

较短的时间内模型能够收敛, 并自动确定迭代停止时间. 关

于模型参数的选取及模型在彩色图像中的应用将是今后研究

的重点.
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