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非线性微分 –代数系统的输出

反馈镇定控制

臧 强 1 戴先中 1

摘 要 对满足线性增长条件的非线性微分 –代数系统, 研究了其输出

反馈镇定控制问题. 通过将状态观测器与控制器耦合在一起设计, 构造出

一种非初始化的线性高增益状态观测器, 具有良好的鲁棒性. 基于反推

设计方法构造出一个线性的动态输出补偿器, 使得整个闭环系统是渐近

稳定的. 仿真结果验证了本文所提控制方法的有效性.
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Abstract For nonlinear differential-algebraic equation sys-

tems satisfying linear growth conditions, the problem of output

feedback stabilization control is considered in this paper. The

design of the state observer is coupled with that of the controller.

The proposed observer is non-initialized and linear which makes

the observer robust. Based on the backstepping approach, a lin-

ear dynamic output compensator is constructed, through which

the whole closed-loop systems are asymptotically stable. The

simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed

control scheme.
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许多物理系统 (如带运动约束的机器人系统[1]、电力系

统[2] 以及生化过程[3−4] 等) 自然地由微分方程和代数方程

(Differential-algebraic equations, DAE) 来共同描述, 微分 –

代数系统无论在理论研究上还是实际应用上都是一类非常重

要的系统. 目前线性 DAE 系统的控制问题已经得到了广泛

研究并初步形成了与线性常微分方程 (Ordinary differential

equations, ODE) 系统相平行的理论体系[5]. 近年来对非线

性 DAE 系统控制问题的研究也取得了很大进展. 文献 [2] 将

非线性 ODE 系统的 Lyapunov 稳定性理论进行了扩展. 文

献 [6] 将非线性 ODE 系统的受控不变分布概念引入到了非

线性 DAE 系统. 文献 [7−8] 则分别研究了非线性 DAE 系统

的逆系统控制问题和渐近镇定控制问题.

在各种结构性条件和增长性条件的假设下, 非线性 ODE

系统的输出反馈镇定控制问题已经取得了丰富的成果[9], 但

对于非线性 DAE 系统而言, 输出反馈镇定控制问题的研究
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还不多见. 针对一类仿射非线性 DAE 系统, 文献 [4, 10] 将非

线性 ODE 系统的高增益观测器方法进行了扩展, 但其需要

受控系统 (或其等价系统) 的非线性项精确已知, 且满足两个

关键的限制条件: 下三角结构和全局 Lipschitz 条件. 然而一

方面许多受控系统不具有下三角结构, 也不具备可等价转化

为下三角结构的几何条件; 另一方面由于干扰或者量测噪声

的存在, 系统往往也不满足全局 Lipschitz 条件. 对于不满足

上述限制条件的非线性 DAE 系统, 其状态估计问题及输出

反馈镇定控制问题还未见研究.

本文考虑这样一类非线性 DAE 系统的输出反馈镇定

控制问题: 受控系统 (或其等价系统) 不满足上述限制条件,

而是满足线性增长条件. 本文的输出反馈控制器与状态观

测器的设计是耦合的, 状态观测器不再是由等价系统的 “复

制” 和误差校正项共同组成的非线性高增益状态观测器, 而

是 “非初始化” 的线性高增益状态观测器, 观测器的初始状

态不必受限于代数约束方程, 也不需要被控系统非线性项

的信息精确已知, 这使得观测器具有良好的鲁棒性. 基于

Backstepping 设计方法得到一个线性的动态输出补偿器, 使

得整个闭环系统是渐近稳定的, 系统状态估计误差是指数收

敛的. 仿真结果验证了本文所提控制方案的有效性.

1 系统的描述和问题的提出

考虑如下非线性 DAE 系统

ẋxx = fff1(xxx,zzz) + ggg(xxx,zzz, u)

000 = fff2(xxx,zzz)

y = h(xxx,zzz) (1)

其中, xxx = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn 为微分向量, zzz = [z1,

z2, · · · , zm]T ∈ Rm 为代数向量, u ∈ R 为控制输入, y ∈ R

为控制输出, fff1, ggg ∈ Rn, fff2 ∈ Rm 为向量映射, 统称 (xxx,zzz)

为系统 (1) 的状态. 记 fff2 的零集为 Ω = {(xxx,zzz) ∈ Rn×m :

000 = fff2(xxx,zzz)}. 不失一般性, 设原点为系统 (1) 在 Ω 上的孤

立平衡点. 注意到系统 (1)对于控制输入 u 是非线性的, 与文

献 [4, 10] 考虑的仿射形式的非线性 DAE 系统相比, 系统 (1)

显然更具一般性.

对系统 (1) 我们有如下假设.

假设 1. 系统 (1) 是指数 1 的[8], 即代数约束方程

fff2(xxx,zzz) 关于代数向量 zzz 的 Jacobian 矩阵在 Ω 上具有常

满秩:

rank

[
∂fff2

∂zzz

]
= m (2)

由式 (2) 可知

[
∂fff2

∂zzz

]−1

在 Ω 上存在. 定义如下的非线

性坐标变换:




ξξξ
...

χχχ


 =




T (xxx,zzz)
...

fff2(xxx,zzz)


 = Ψ(xxx,zzz) (3)

其中, ξξξ =




ξ1

...

ξn


, T =




h(xxx,zzz)
...

Ln−1
Ffff1

h(xxx,zzz)


, 定义 F (xxx,zzz) =




In

−
(

∂fff2

∂zzz

)−1
∂fff2

∂xxx


, 定义 Li

Ffff1
h=

(
∂Li−1

Ffff1
h

xxx

∂Li−1
Ffff1

h

zzz

)
Ffff1.

假设 2. Ψ 为 Ω 的管状邻域 Ωκ = {(xxx,zzz) ∈
Ω|‖fff2(xxx,zzz)‖ < κ, κ > 0} 上的微分同胚, 满足 ‖Ψ(xxx1, zzz1)−
Ψ(xxx2, zzz2)‖ ≥ ω‖(xxx1 −xxx2, zzz1 − zzz2)‖, 这里 ω > 0 为已知正常

数, 且Ψ 将系统 (1) 等价转化为

ξ̇1 = ξ2 + φ1(ξ, χξ, χξ, χ, u)

...

ξ̇n−1 = ξn + φn−1(ξ, χξ, χξ, χ, u)

ξ̇n = u + φn(ξ, χξ, χξ, χ, u)

χ̇χχ = 000

y = ξ1 (4)

假设 3. 系统 (4) 满足线性增长条件, 即存在常数 c > 0

使得

|φi(ξξξ,χχχ, u)| ≤ c(|ξ1|+ · · ·+ |ξi|), i = 1, · · · , n (5)

非线性 DAE 系统 (1) 的输出反馈镇定控制问题定义为:

在 Ω 上找到如下的动态输出补偿器

ς̇ςς =ψψψ(ςςς, y)

u = ϑ(ςςς, y) (6)

这里ψψψ(0) = 000,使得整个闭环系统 (1)和 (6)的状态 (xxx,zzz, ςςς)T

在零平衡点是渐近稳定的[2].

2 输出反馈设计

下面给出本文的主要结果.

定理 1. 满足假设 1∼ 3 的非线性 DAE 系统 (1), 其输

出反馈镇定控制问题可解.

证明. 首先构造出系统 (1) 的非初始化线性高增益状态

观测器.

2.1 非初始化线性高增益状态观测器的构造

对系统 (1) 构造如下形式的状态观测器:

˙̂
ξ1 = ξ̂2 + θk1(ξ1 − ξ̂1)

...

˙̂
ξn−1 = ξ̂n + θn−1kn−1(ξ1 − ξ̂1)

˙̂
ξn = u + θnkn(ξ1 − ξ̂1)

˙̂χχχ = −Λχ̂χχ (7)

其中, θ > 1 为待定的增益参数, ki > 0, i = 1, · · · , n 为

Hurwitz 多项式 P (s) = sn + k1s
n−1 + · · ·+ kn−1s + kn 的

系数, Λ 为m×m 维正定对称矩阵.

观测器 (7) 的优点在于: 1) 是线性的, 不包含非线性

项 φi, i = 1, · · · , n, 即不要求非线性项 φi, i = 1, · · · , n 的

信息精确已知; 2) 不要求 χ̂χχ(0) = 000, 只需 χ̂χχ(0) ∈ Ωκ0 (这

里 Ωκ0 为原点的某个管状邻域, 将在后文定义). 或等价地,

不要求初始估计状态 (x̂xx(0), ẑzz(0)) = Ψ−1(ξ̂ξξ(0), χ̂χχ(0)) 受限于

fff2(x̂xx(0), ẑzz(0)) = 000, 即观测器 (7) 是 “非初始化” 的[10]. 以上
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两点使得观测器 (7) 具有良好的鲁棒性. 可以证明, 观测器

(7) 是系统 (1) 的一个指数观测器 (见定理 2).

定义比例误差

εεε = (∆θ)
−1(ξξξ − ξ̂ξξ) (8)

这里 ∆θ =




1 0

. . .

0 θn−1


, εεε = (ε1, · · · , εn)T, ξ̂ξξ =

(ξ̂1, · · · , ξ̂n)T. 简单计算可得误差动态为

ε̇εε = θAεεε +




φ1(ξξξ,χχχ, u)

1

θ
φ2(ξξξ,χχχ, u)

...

1

θn−1
φn(ξξξ,χχχ, u)




(9)

其中, A =




−k1 1 · · · 0
...

...
. . .

...

−kn−1 0 · · · 1

−kn 0 · · · 0




. 由 ki > 0, i =

1, · · · , n 的选取, 显然 A 为 Hurwitz 矩阵, 因此存在正定

对称矩阵 P 使得 ATP + PA = −I.

定义 Lyapunov 函数 V0(εεε, χ̂χχ) = V (εεε) + W (χ̂χχ), 其中,

V (εεε) = (n + 1)εεεTPεεε, W (χ̂χχ) = χ̂χχTχ̂χχ. 由式 (7) 可得

Ẇ (χ̂χχ) = −2χ̂χχTΛχ̂χχ ≤ −2λmin(Λ)W (χ̂χχ) (10)

这里 λmin(Λ) 为 Λ 的最小特征根. 注意到假设 3, 可知存在

一个与 θ 无关的正实数 c1 > 0, 使得 V0(εεε, χ̂χχ) 对时间 t 的导

数满足

V̇0(εεε, χ̂χχ) ≤ − (n + 1)θ‖εεε‖2 − 2λmin(Λ)W (χ̂χχ)+

c1‖εεε‖
(
|ξ1|+ 1

θ
|ξ2|+ · · ·+ 1

θn−1
|ξn|

)
(11)

另外, 由式 (8) 可得 ξi = ξ̂i + θi−1εi, 因而有

∣∣∣∣
1

θi−1
ξi

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣
1

θi−1
ξ̂i

∣∣∣∣+|εi|, i = 1, · · · , n,同时注意到
∑n

i=1 |εi| ≤ √
n‖εεε‖,

1

θi−1
‖εεε‖|ξ̂i| ≤ 1

2
‖εεε‖2 +

1

2θ2(i−1)
|ξ̂i|2, 因此有

V̇0 ≤ −
(
(n + 1)θ − c1

√
n− n

2
c1

)
‖εεε‖2 − 2λmin(Λ)W (χ̂χχ)+

1

2
c1

(
ξ̂2
1 +

1

θ2
ξ̂2
2 + · · ·+ 1

θ2(n−1)
ξ̂2

n

)
(12)

2.2 输出反馈镇定控制器的构造

接下来我们将基于 Backstepping 设计方法, 构造出系统

(1) 的输出反馈镇定控制器. 限于篇幅, 这里仅给出一般性的

第 k 步推导.

Inductive step k (k = 1, · · · , n− 1)k (k = 1, · · · , n− 1)k (k = 1, · · · , n− 1). 设直到第 k 步,

都已经定义了虚拟控制项 αj+1 = −θσjej , 误差变量 e1 =

ξ̂1, ej+1 = ξ̂j+1 − αj+1 以及 Lyapunov 函数 Vj = Vj−1 +

1

2θ2(j−1)
e2

j , j = 1, · · · , k, 使得 Vk(εεε, χ̂χχ, e1, · · · , ek) 满足

V̇k ≤ −
(
(n + 1− k)θ −

(√
n +

n

2

)
c1

)
‖εεε‖2−

k∑
j=1

1

θ2j−2
((n + 1− k)θ − c1a

2
j )e

2
j +

1

2
c1

(
1

θ2k+2
ξ̂2

k+2 + · · ·+ 1

θ2(n−1)
ξ̂2

n

)
+

c1

θ2k
e2

k+1 +
1

θ2(k−1)
ekek+1 − 2λmin(Λ)W (χ̂χχ) (13)

这里 σj > 0 是与 θ 无关的正常数.

定义新的误差变量 ek+2 = ξ̂k+2 − αk+2, 这里 αk+2 为

待设计的虚拟控制项. 选取如下的 Lyapunov 函数

Vk+1 = Vk +
1

2θ2k
e2

k+1 (14)

计算可得

d

dt

(
e2

k+1

2θ2k

)
=

1

θ2k
ek+1(ξ̂k+2 + θk+1ηk,0ε1+

θk+1ηk,1e1 + · · ·+ θηk,k+1ek+1) (15)

其中, ηk,i > 0, i = 0, · · · , k + 1 是与 θ 无关的正常数.

由式 (13)∼ (15), 有

V̇k+1 ≤ −
(
(n + 1− k)θ −

(√
n +

n

2

)
c1

)
‖εεε‖2−

k∑
j=1

1

θ2j−2
((n + 1− k)θ − c1a

2
j )e

2
j +

1

2
c1

(
1

θ2k+4
ξ̂2

k+3 + · · ·+ 1

θ2(n−1)
ξ̂2

n

)
+

c1

θ2k+2
ξ2

k+2 +
c1

θ2k+2
α2

k+1 +
1

θ2k
ek+1ek+2 +

1

θ2k
ek+1αk+1 − 2λmin(Λ)W (χ̂χχ)+

ek+1

(
ηk,0

θk−1
ε1 +

ηk,1

θk−1
e1 + · · ·+ ηk,k−1

θ2k−3
ek−1 +

1 + ηk,k

θ2k−2
ek +

c1

θ
+ ηk,k+1

θ2k−1
ek+1

)
(16)

由 θ > 1 和熟知的 Young′s 不等式[9], 不难验证下列不等式

成立:

ηk,0

θk−1
ek+1ε1 ≤ η2

k,0

4θ2k−1
e2

k+1 + θ‖εεε‖2

ηk,1

θk−1
ek+1e1 ≤ η2

k,1

4θ2k−1
e2

k+1 + θe2
1

...

1 + ηk,k

θ2k−2
ek+1ek ≤ (1 + ηk,k)2

4θ2k−1
e2

k+1 +
1

θ2k−3
e2

k (17)

选取虚拟控制项为

αk+2 = −θσk+1ek+1 (18)

这里 σk+1 = n−k+
η2

k,0

4
+

η2
k,1

4
+· · ·+ η2

k,k−1

4
+

(1 + ηk,k)2

4
+

ηk,k+1 + 1 > 0 仍然是与 θ 无关的正常数. 将式 (17) 和 (18)



9期 臧 强等: 非线性微分 –代数系统的输出反馈镇定控制 1247

代入式 (16) 可得

V̇k+1 ≤ −
(
(n− k)θ −

(√
n +

n

2

)
c1

)
‖εεε‖2−

k+1∑
j=1

1

θ2j−2
((n− k)θ − c1σ

2
j )e2

j+

1

2
c1

(
1

θ2k+4
ξ̂2

k+3 + · · ·+ 1

θ2(n−1)
ξ̂2

n

)
+

c1

θ2k+2
ξ2

k+2 +
1

θ2k
ek+1ek+2 − 2λmin(Λ)W (χ̂χχ) (19)

如此继续直到最后第 n 步, 对整个闭环系统选取 Lya-

punov 函数 Vn = Vn−1 +
1

2θ2(n−1)
e2

n, 控制器 u 选取为

u = −θσnen =

− θσn(ξ̂n + θσn−1(ξ̂n−1 + · · ·+ θσ2(ξ̂2 + θσ1ξ̂1) + · · · ))
(20)

这里 σn = 1 +
η2

n−1,0

4
+

η2
n−1,1

4
+ · · · + (1 + ηn−1,n−1)

2

4
+

1 + ηn−1,n, σi > 0, i = 1, · · · , n− 1 均为与 θ 无关的正常数.

类似于式 (19), Vn 沿整个闭环误差系统对时间 t 的导数为

V̇n ≤ −
(
θ −

(√
n +

n

2

)
c1

)
‖εεε‖2 − 2λmin(Λ)W (χ̂χχ)−

n−1∑
j=1

1

θ2j−2
(θ − c1σ

2
j )e2

j − 1

θ2n−2
θe2

n (21)

显然若选取增益常数 θ 满足

θ > max
{

1,
(√

n +
n

2

)
c1, c1σ

2
1 , · · · , c1σ

2
n−1

}
(22)

那么式 (21) 不等号的右边是负定的. 由文献 [2] 定理 3 可知

整个闭环系统 (1) 和 (7) 是渐近稳定的. ¤
在控制器 (20) 作用下, 系统 (7) 为系统 (1) 的一个指数

观测器, 即状态观测误差是指数收敛的. 我们有如下定理.

定理 2. 定义系统 (1) 的状态估计为 (x̂xx, ẑzz) = Ψ−1(ξ̂ξξ, χ̂χχ),

并定义 Ωκ0 = {fff2(xxx,zzz)TΛfff2(xxx,zzz) < κ0, κ0 > 0}, 这里
κ0 > 0 使得Ωκ0 ⊂ Ωκ, 那么对满足式 (22) 的任意增益 θ 以

及 χ̂χχ(0) ∈ Ωκ0 , 存在正常数 β1, β2 > 0 使得

‖(xxx,zzz)− (x̂xx, ẑzz)‖ ≤ β1e
−β2t‖(ξ̃ξξ(0), χ̂χχ(0))‖ (23)

这里 ξ̃ξξ(0) = ξξξ(0)− ξ̂ξξ(0).

证明. 定理的证明与文献 [10] 类似. 由式 (10) 得到

Ẇ (χ̂χχ) ≤ −2λmin(Λ)W (χ̂χχ), 因而有 ‖χ̂χχ(t)‖2 ≤ e−γt‖χ̂χχ(0)‖2,
这里 γ = 2λmin(Λ). 由式 (21) 可知存在正常数 τ1 > 0,

τ2 > 0 使得 ‖ξξξ(t)− ξ̂ξξ(t)‖2 ≤ τ1e
−τ2t‖ξ̃ξξ(0)‖2. 由上述不等式

以及假设 2 可知如下不等式成立

‖(xxx,zzz)− (x̂xx, ẑzz)‖ = ‖Ψ−1(ξξξ,χχχ)−Ψ−1(ξ̂ξξ, χ̂χχ)‖ ≤
1

ω
‖(ξξξ,χχχ)− (ξ̂ξξ, χ̂χχ)‖ ≤

β1e
−β2t‖(ξ̃ξξ(0), χ̂χχ(0))‖ (24)

其中, β1, β2 > 0 是由 τ1, τ2, ω, γ 和 θ 共同确定的常数. ¤

3 仿真算例

下面利用本文所提方法, 研究如下非线性 DAE 系统

ẋ1 = x2 + x1 sin(u · x2)

ẋ2 = u + x2 sin((1− z)
1
3 )

0 = f2(x, zx, zx, z) = z2 + x2
1 + x2

2 − r2

y = x1 (25)

的输出反馈镇定问题. 这里 r = 1, 定义 Ω = {(x1, x2, z) ∈
R3 : z2 + x2

1 + x2
2− r2 = 0, z > 0. 注意到系统非零平衡点为

(x1, x2, z) = (0, 0, 1) ∈ Ω.

坐标变换定义为

(ξ1, ξ2, χ) = (x1, x2, z
2 + x2

1 + x2
2 − r2) (26)

容易验证式 (26) 为 Ω 上的一个微分同胚, 将系统 (25) 等价

转化为

ξ̇1 = ξ2 + ξ1 sin(u · ξ2)

ξ̇2 = u + ξ2 sin
(
(1− z)

1
3

)

χ̇ = 0

y = ξ1 (27)

可以验证系统 (25) 满足假设 1 和假设 2, 并且显然

有 |φ1(ξ1, ξ2, χ)| ≤ |ξ1|, |φ2(ξ1, ξ2, χ)| ≤ |ξ2| (这里 φ1(ξ1, ξ2,

χ) = ξ1 sin(u·ξ2)), φ2(ξ1, ξ2, χ) = ξ2 sin((1−z)
1
3 ),系统 (25)

满足假设 3. 由定理 1, 对系统 (25) 构造如下的非初始化线

性高增益状态观测器

˙̂
ξ1 = ξ̂2 + θ(y − ξ̂1)

˙̂
ξ2 = u + θ2(y − ξ̂1)

˙̂χ = − χ̂ (28)

由式 (20) 对系统 (25) 选取输出反馈镇定控制器为

u = −θσ2(ξ̂2 + θσ1ξ̂1) (29)

适当选取参数 θ, σ1 和 σ2 (例如, 分别取 σ1 = 11/4, σ2 =

25, θ = 10), 控制器 (29) 渐近镇定系统 (25) 和 (28) (这

里系统 (25) 和 (28) 的初始状态设定为 (x1(0), x2(0), z(0),

ξ̂1(0), ξ̂2(0), χ̂(0)) = (0, 1, 0, 0.1, 0.3, 0.5)). 仿真结果如图 1

所示.

如图 1 所示, 整个闭环系统 (25) 和 (28) 是渐近稳定的,

系统状态渐近收敛于平衡点.

4 结论

本文研究了一类非线性 DAE 系统的输出反馈镇定控

制问题. 所提出的状态观测器是线性的, 不需要系统非线性

项的精确信息, 克服了文献 [4, 10] 的局限性, 同时保留了

文献 [10] “非初始化” 的优点. 基于反推设计方法得到了一

个线性的动态输出反馈补偿器, 使得整个闭环系统是渐近稳

定的.
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(a) 微分变量 x1 和估计 x̂1

(a) Differential variable x1 and its estimate x̂1

(b) 微分变量 x2 和估计 x̂2

(b) Differential variable x2 and its estimate x̂2

(c) 代数度变量 z 和估计 ẑ

(c) Algebraic variable z and its estimate ẑ

图 1 非线性 DAE 系统 (25) 和动态补偿器 (28) 的瞬时响应

Fig. 1 The instant responses of the nonlinear DAE system

(25) and dynamic compensator (28)
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