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基于二维混合模型的重复控制系统稳定性

分析与控制器设计

兰永红 1 吴 敏 1 佘锦华 2

摘 要 针对一类线性不确定系统, 提出一种基于连续/离散二维混合模型的重复控制系统设计新方法. 首先建立重复控制

系统的连续/离散二维混合模型, 将重复控制器设计问题转化为一类连续/离散二维系统的稳定性问题; 然后应用二维连续/离

散系统方法, 给出了重复控制系统新的稳定性条件. 进一步, 利用线性矩阵不等式方法, 获得了重复控制系统稳定边界和重复

控制器参数的计算方法. 与现有方法不同的是, 本文以二维混合模型来描述重复控制系统, 更加符合其本质特征, 实现了对重

复控制过程中两种不同行为的独立调节. 最后, 数值仿真实例验证了本文所提方法的有效性.
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Stability Analysis and Controller Design for Repetitive Control Systems

Based on 2D Hybrid Model

LAN Yong-Hong1 WU Min1 SHE Jin-Hua2

Abstract This paper concerns stability analysis and controller design for repetitive control. First, a two-dimensional

(2D) continuous-discrete hybrid model is derived to describe a repetitive control system. The problem of designing a

repetitive controller is then converted to a stabilization problem for the model. Next, new criteria for the asymptotic

stability of the system are presented based on the 2D system theory. Furthermore, these criteria are extended to calculate

lower bounds on stability margins and design an appropriate controller. Unlike existing methods, this method describes

a repetitive control system in terms of a 2D hybrid model so as to independently handle two completely different actions

within the system. Finally, a numerical example demonstrates that this approach can provide good performance.

Key words Linear systems, repetitive control, 2D systems, robust control, linear matrix inequality (LMI)

重复控制是 1981 年提出的一种新型控制方法,
它将周期信号的动态模型植入系统的控制器内, 从
而达到对周期性参考输入进行高精度跟踪或对周期

性干扰信号进行有效抑制的目的[1].
基本的重复控制系统如图 1 所示. 重复控制器

CR(s) 是周期信号发生器的严密内部模型, L 为时

滞环节的延时时间, 与参考信号的周期一致. 虚线所
示部分的传递函数为

CR(s) =
1

1− e−sL
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因为

CR(jωk) =
1

1− e−jωkL
= ∞

ωk =
2kπ

L
, k = 0, 1, · · ·

图 1 基本的重复控制系统

Fig. 1 Basic repetitive control system

当重复控制器中含有该内部模型时, 由于在周
期信号的基波频率及高次谐波频率处的增益为无穷

大, 从而对该周期信号能实现稳态无误差跟踪.
自重复控制提出以来, 不少学者对此展开了广
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泛深入的研究[2−8], 并且获得了成功的应用[5, 9−11].
但由于重复控制器和低通滤波器的参数相互影响,
需要反复调整才能获得比较理想的低通滤波器和重

复控制器参数.
实际上, 重复控制系统中存在着两种完全不同

的行为: 一个周期之内连续的控制行为和各个周期
之间离散的学习行为. 一个周期之内的连续控制行
为不受学习行为的影响, 而跟踪精度是通过离散的
学习行为来获得提高的. 显然, 这里信息的传递既出
现在连续时域中, 也出现在离散时域中. 但目前所提
出的各种重复控制系统设计方法, 都是在时间轴上
混合考虑这两种行为的综合效应, 忽视了两种行为
的差别, 无法对重复控制中的这两种行为独立地进
行设计, 不利于重复控制的稳定性、性能和鲁棒性分
析与设计. 因此, 有必要把二维系统方法[12−14] 应用

于重复控制系统的分析和设计中.
系统的动态过程依赖于两个独立的变量进行变

化的系统称为二维系统, 它在系统科学、数字信号及
图像处理等领域具有广泛的应用[12−14]. 在二维系统
中, 若动态过程依赖的两个变量一个是连续的, 而另
一个是离散的, 则称该二维系统为连续/离散二维系
统. 传统重复控制的主要困难是难于找到一个合理
的数学模型同时表达控制系统连续的控制行为和离

散的学习行为, 而在二维系统中存在两个相互独立
的动态过程, 可用其一反映一个周期之内连续的控
制行为, 用另一过程反映各个周期之间离散的学习
行为. 从而, 二维系统模型能成为良好反映重复控制
二维特性的一种数学模型.
本文提出一种基于二维混合模型的重复控制设

计新方法. 通过建立重复控制系统的连续/离散二
维混合模型, 将重复控制器设计问题转化为一类连
续/离散二维系统的稳定化问题, 获得了重复控制系
统稳定边界和重复控制器参数的计算方法.

如不作特殊说明, 则 Rn 代表 n 维实空间,
Rn×m 代表所有 n ×m 实矩阵集, I 代表合适维数

的单位矩阵, ∗ 代表对称矩阵主对角线下对称部分.
另外, X > 0 (X < 0) 表示 X 是一个正定 (负定)
矩阵. ⊕ 代表直和, 即W1 ⊕W2 = diag {W1,W2}.
1 重复控制与连续/离散二维混合模型

1.1 连续/离散二维线性系统

常见的连续/离散二维系统模型具有如下形式
[

ẋxx(k, τ)
yyy(k, τ)

]
=

[
A B0

C D0

][
xxx(k, τ)

yyy(k − 1, τ)

]
+

[
B

D

]
uuu(k, τ) (1)

其中, k ∈ {0, 1, 2, · · · }, 0 ≤ τ ∈ R, xxx(k, τ) ∈ Rn,
yyy(k, τ) ∈ Rm 为状态矢量, uuu(k, τ) ∈ Rl 为控制输

入矢量, A, B0, C, D0, C, D 为适当维数的常值矩

阵.
定义 1[12]. 对于连续/离散二维系统 (1) 的零初

始控制输入 uuu(k, τ) = 000, 如果对于所有的 τ > 0, 有

lim
k→∞

[
xxx(k, τ)
yyy(k, τ)

]
= 000

则称该系统渐近稳定.

1.2 线性重复控制系统的连续/离散二维混合模型

Inoue 等[1] 指出, 当控制对象输出中含有前馈
直达项 (控制对象相对阶必须为 0) 时, 在系统中直
接引入重复控制器能稳定系统, 而对于相对阶大于 0
的控制对象, 是不能稳定的. 为了稳定相对阶大于 0
的控制对象, Hara 等[15] 通过在时滞环节中插入一

个低通滤波器, 构造了改进型重复控制系统. 由于改
进型重复控制系统仅仅包含的是周期信号产生器的

近似模型, 即使稳定了闭环系统, 也存在稳态偏差.
换句话说, 改进型重复控制系统是通过牺牲对高频
成分的跟踪性能来保证系统的稳定性[15].

本文基于二维系统方法, 考虑控制对象输出包
含前馈直达项时的重复控制系统设计问题.

考虑如图 2 所示的重复控制系统. 待定向量
FFF = [Fp Fe] 为系统的控制增益. 设控制对象的状态
空间模型为

{
ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t)
yyy(t) = Cxxx(t) + Duuu(t)

(2)

其中, xxx(t) ∈ Rn 为控制对象的状态, uuu(t) ∈ Rm 为

控制输入, yyy(t) ∈ Rm 为状态输出.
图 2 中, 整个控制规则为

uuu(t) = Fevvv(t) + Fpxxx(t) (3)

其中, vvv(t) 是重复控制器的输出, 即

vvv(t) =

{
eee(t), 0 < t < L

vvv(t− L) + eee(t), t ≥ L
(4)

这里的设计问题是设计一形如式 (3) 所示的控
制器, 使得闭环系统稳定; 同时, 对任意给定周
期为 L 的参考信号 rrr(t), 使闭环系统的跟踪误差
eee(t) = rrr(t)− yyy(t) 收敛于 0.

事实上, 对给定的参考输入, 当控制系统进入
稳定状态后, 稳定的状态向量 xxx(t) 和控制输入向量
uuu(t)并不收敛于 0, 但是相邻周期之间的状态向量之
差∆xxx(t) 和控制输入向量之差∆uuu(t) 却会收敛于
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图 2 重复控制系统结构

Fig. 2 Configuration of repetitive control system

0. 为此, 考虑相邻周期之间各状态变化的量, 并对
每个变量 ξξξ(t), 当 t < 0 时, 令 ξξξ(t) = 000, 当 t ≥ 0
时, 设 ∆ξξξ(t) = ξξξ(t)− ξξξ(t− L).

从而, 由式 (2)∼ (4), 有
{

∆ẋxx(t) = A∆xxx(t) + B∆uuu(t)
eee(t)− eee(t− L) = −C∆xxx(t)−D∆uuu(t)

(5)

∆uuu(t) = Fe∆vvv(t) + Fp∆xxx(t) = Feeee(t) + Fp∆xxx(t)
(6)

另一方面, 由于重复控制系统中存在着一个周
期之内连续的控制行为和各个周期之间离散的学

习行为, 传统重复控制难于找到一个合理的数学模
型同时表达重复控制的二维特性. 现分别用两个
变量 t 和 k 来表示这两个动态过程的自变量, 其
中 t 为一个周期内连续的时间变量, 用来反映一个
周期之内连续的控制行为; k 表示离散的学习次数

变量, 用来反映各个周期之间离散的学习行为, 并
进一步假定: ξξξ(t) = ξξξ(kL + τ) = ξξξ(k, τ), 其中,
k ∈ {0, 1, 2, · · · }, 0 ≤ τ ≤ L. 从而式 (5) 化为:

∆ẋxx(k, τ) = A∆xxx(k, τ) + B∆uuu(k, τ) (7)

eee(k, τ) = eee(k−1, τ)−C∆xxx(k, τ)−D∆uuu(k, τ) (8)

式 (7) 和 (8) 写成向量形式, 组成了重复控制系统的
连续/离散二维混合模型:

[
∆ẋxx(k, τ)
eee(k, τ)

]
=

[
A 0
−C 1

][
∆xxx(k, τ)

eee(k − 1, τ)

]
+

[
B

−D

]
∆uuu(k, τ) (9)

其中, k ∈ {0, 1, 2, · · · }, 0 ≤ τ ≤ L.

根据连续/离散二维系统渐近稳定的定义, 如果
能设计一个二维状态反馈控制器

∆uuu(k, τ) = [Kp Ke]

[
∆xxx(k, τ)

eee(k − 1, τ)

]
(10)

使连续/离散二维系统 (9) 渐近稳定, 则相应的
重复控制系统 (2) 和 (3) 渐近稳定, 且跟踪误差
收敛于 0. 具体地, 如果二维状态反馈控制器
(10) 使 ∆xxx(k, τ) → 0 (k → ∞), 则相应的重复
控制系统 (2) 和 (3) 相邻周期间的状态向量之差
∆xxx(t) → 0 (t → ∞), 即沿时间方向, 重复控制系
统 (2) 和 (3) 的状态向量渐近稳定; 同时, 如果二维
状态反馈控制器 (10) 使 eee(k, τ) → 0 (k → ∞),
则相应的重复控制系统 (2) 和 (3) 的跟踪误差
eee(t) → 0 (t → ∞), 即沿学习次数方向, 重复控
制系统 (2) 和 (3) 的跟踪误差渐近稳定, 且具有与连
续/离散二维系统 (9) 同样的收敛性能. 可见重复控
制设计问题与连续/离散二维系统 (9) 的状态反馈控
制问题, 即二维状态反馈控制器 (10) 的设计问题是
等价的.
由式 (3) 和 (5), 可得





∆uuu(t) = Keeee(t− L) + Kp∆xxx(t)

Ke =
Fe

1 + FeD
, Kp =

Fp − FeC

1 + FeD

(11)

由式 (11) 可得

Fe =
Ke

1−DKe

, Fp =
Kp + KeC

1−DKe

(12)

显然, 如果存在一个二维状态反馈控制增益
[Kp Ke], 则由式 (12) 能获得图 2 相应的重复控
制系统的反馈增益 [Fp Fe].
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2 基于二维混合模型的线性重复控制系统稳

定性分析

2.1 基于 LMI的稳定性分析

为了得出稳定性条件, 先引用文献 [12−13] 的
下述引理.
引理 1[12]. 连续/离散二维系统 (1) 的渐近稳

定, 当且仅当多变量多项式

C(s, λ) = det

[
sIn −A −B0

−λC Im − λD0

]
(13)

满足

C(s, λ) 6= 0, ∀(s, λ) ∈ U2
s,λ (14)

其中, U2
s,λ = {(s, λ) : Re(s) ≥ 0, |λ| ≤ 1}.

引理 2[13]. 如果存在对称正定矩阵W1, W2, 以
及任意合适维数对称矩阵W3, 使得如下的线性矩阵
不等式 (Linear matrix inequality, LMI) 成立
[
−W 11 W 11Ā2

∗ −W 01 + ĀT
1 W 10 + W 10Ā1

]
< 0 (15)

其中,

Ā1 =

[
A B0

0 0

]
, Ā2 =

[
0 0
C D0

]

W 11 = W3 ⊕ W2, W3 > 0 (W3 ∈ Rn×n), W 10 =
W1 ⊕ 0m, W 01 = 0n ⊕W2, 则连续/离散二维系统
(1) 渐近稳定.
根据引理 1 和引理 2, 不难得到如下结果:
引理 3. 连续/离散二维系统 (9) 渐近稳定, 当

且仅当多变量多项式

C ′(s, λ) = det

[
sIn −A 0

λC 1− λ

]
(16)

满足

C ′(s, λ) 6= 0, ∀(s, λ) ∈ U2
s,λ (17)

其中, U2
s,λ = {(s, λ) : Re(s) ≥ 0, |λ| ≤ 1}.

引理 4. 如果存在对称正定矩阵W1, W2, 以及
任意合适维数对称正定矩阵 W3, 使得如下的 LMI
成立
[
−W 11 W 11Â2

∗ −W 01 + ÂT
1 W 10 + W 10Â1

]
< 0 (18)

其中,

Â1 =

[
A 0
0 0

]
, Â2 =

[
0 0
−C 1

]
(19)

W 11 = W3 ⊕ W2, W3 > 0 (W3 ∈ Rn×n), W 10 =
W1⊕ 0, W 01 = 0n ⊕W2, 则连续/离散二维系统 (9)
渐近稳定.
对于图 2 所示的重复控制系统, 有如下定理:
定理 1. 如果存在对称正定矩阵W1, W2, 以及

任意合适维数对称矩阵W3, 使得
[

Π11 Π12

∗ (1−DKe)TW2(1−DKe)−W2

]
< 0

(20)
成立, 其中,

Π11 = W1(A + BKp) + (A + BKp)TW1 +

(C + DKp)TW2(C + DKp)−W3

Π12 = W1BKe + (C + DKp)TW2(DKe − 1)

则重复控制律 (3) 和 (12) 保证图 2 所示的重复控制
系统稳定.
证明. 在状态反馈控制器 (10) 的作用下, 连

续/离散二维系统 (9) 转化为
[

∆ẋxx(k, τ)
eee(k, τ)

]
=

[
A + BKp BKe

−C −DKp 1−DKe

]
×

[
∆xxx(k, τ)

eee(k − 1, τ)

]
(21)

根据引理 4, 如果存在对称正定矩阵W1, W2, 以及
任意合适维数对称矩阵W3, 使得

[
−W 11 W 11Â′

2

∗ −W 01 + Â′T
1 W 10 + W 10Â′

1

]
< 0

(22)
成立, 其中,

Â′
1 =

[
A + BKp BKe

0 0

]

Â′
2 =

[
0 0

−C −DKp 1−DKe

]
(23)

W 11, W 10, 以及 W 01 与引理 4 中定义一致, 则连
续/离散二维系统 (21) 渐近稳定. 不等式 (22) 展开
即为不等式 (18). ¤
2.2 稳定边界

首先给出如下关于稳定边界的定义.
定义 2. 连续/离散二维系统 (9) 的稳定边界定

义为使

C ′(s, λ) 6= 0, ∀(s, λ) ∈ Û2
s,λ (24)
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成立的最大值 σ1 和 σ2, 其中, Û2
s,λ = {(s, λ) :

Re(s) > −σ1, |λ| ≤ 1 + σ2}.
便于问题的优化, 对给定 η > 0, 使得

0 ≤ η ≤ 1, 并定义

σ1 = ησ, σ2 = (1− η)σ (25)

则稳定边界的计算问题可以转化为寻求 σ 的最大值

问题.
下面的定理给出了一个寻求 σ 的最大值的

LMI.
定理 2. σ 的最大值可以通过如下优化问题获

得: 对给定的 0 ≤ η ≤ 1, 最大化 σ, 使得
[

Π̂11 [1 + (1− η)σ]ÂT
2 W 11

∗ −W 1

]
< 0 (26)

成立, 其中, Π̂11 = 2ησW 10 − W 01 + ÂT
1 W 10 +

W 10Â1; σ > 0, W 10, W 01, W 11, Â1 以及 Â2 与引

理 4 中的定义一致.
证明. 事实上, 式 (24) 等价于

C ′(s′, λ′) 6= 0, ∀(s′, λ′) ∈ Ū2
s′,λ′ (27)

其中, Ū2
s′,λ′ = {(s′, λ′) : Re(s′) > 0, |λ′| ≤ 1}, s′ =

s− σ1, λ′ = λ− σ2. 由式 (25) 和 (27), 从而可以将
ησIn +A和 1+(1−η)σ 分别代替引理 4式 (19)中
的 A 和 1. 经过简单的代数运算, 替代后的式 (18)
即转化为式 (26). ¤

3 基于 LMI的重复控制器设计

给出主要结果之前, 先引用如下引理.
引理 5[13]. 如果存在对称矩阵 Y > 0, Z > 0

以及任意合适维数矩阵M 和 N , 使得如下 LMI



Φ B0Z + BM Y CT + NTDT

∗ −Z ZDT
0 + MTDT

∗ ∗ −Z


 < 0 (28)

成立, 其中, Φ = AY + Y TA + BN + NTBT, 则连
续/离散二维系统 (1) 在控制律

uuu(k, τ) = [K L]

[
xxx(k, τ)

yyy(k − 1, τ)

]
(29)

作用下闭环过程稳定. 进一步, 如果 LMI (28) 有解,
则一个能稳的控制律参数为:

K = NY −1, L = MZ−1 (30)

将引理 5 应用于连续/离散二维系统 (9), 得到
如下定理:

定理 3. 如果存在对称矩阵 Y > 0, Z > 0 以及
任意合适维数矩阵M 和 N , 使得如下 LMI




Φ BM −Y CT −NTDT

∗ −Z Z −MTDT

∗ ∗ −Z


 < 0 (31)

成立, 其中, Φ = AY + Y TA + BN + NTBT, 则
连续/离散二维系统 (9) 在状态反馈控制器 (10) 的
作用下闭环过程稳定. 进一步, 如果 LMI (31) 有解,
则一个能稳的控制律参数为:

Kp = NY −1, Ke = MZ−1 (32)

特别地, 如果已知稳定边界 σ∗1 和 σ∗2 的值, 则有
如下定理:

定理 4. 如果存在对称矩阵 Y > 0, Z > 0, 以
及合适维数的矩阵 N, M , 使得如下 LMI




Φ BM (1 + σ∗2)(−Y CT −NTDT)
∗ −Z (1 + σ∗2)(Z −MTDT)
∗ ∗ −Z


 < 0

(33)
成立,其中, Φ = 2σ∗1Y +AY +Y TA+BN +NTBT,
则连续/离散二维系统 (9) 在状态反馈控制器 (10)
的作用下闭环过程稳定. 进一步, 如果 LMI (33) 有
解, 则一个能稳的控制律参数为:

Kp = NY −1, Ke = MZ−1

4 数值仿真

对控制对象 (2), 设

A =

[
0 1

−1 −5

]
, BBB =

[
0.5

0

]

CCC =
[

1 0
]
, D = 1

考虑如下参考输入信号的跟踪问题:

r(t) = sin
2πt

10
+ 0.5 sin

4πt

10
+ 0.5 sin

6πt

10

应用Matlab 中的 LMI 工具箱, 求解定理 2 中
的优化问题 (26), 得重复控制系统的稳定边界如
表 1 所示.
现设计重复控制律 (3), 在不考虑稳定边界限定

的情形下, 应用定理 3, 求得重复控制器参数为:

FFF p = [−0.6443 − 0.7532], Fe = 4.0 (34)

另一方面, 如果给定稳定边界, 例如, σ1 =
0.014, σ2 = 0.13, 解定理 4 中的可行性问题
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(33), 得

FFF p = [−0.8998 − 0.7447], Fe = 4.1747 (35)

系统仿真结果示于图 3 和图 4. 图 5 是在不考
虑稳定边界限定的情形下, 采用传统的重复控制设
计方法, 即采用线性二次型调节 (Linear quadratic
regulator, LQR) 方法设计的重复控制器的仿真结
果. 采用传统的重复控制设计方法, 经过 5 个周期
后, 系统仍然存在一定的稳态误差, 而采用本文提出

表 1 稳定边界

Table 1 Stability margins

η σ σ1 σ2

0.0 0.142 0.0000 0.1450

0.1 0.142 0.0142 0.1278

0.2 0.141 0.0282 0.1128

0.3 0.142 0.0426 0.0994

0.4 0.141 0.0564 0.0846

0.5 0.139 0.0695 0.0695

0.6 0.138 0.0828 0.0552

0.7 0.136 0.0952 0.0408

0.8 0.134 0.1072 0.0268

0.9 0.132 0.1188 0.0132

1.0 0.130 0.1300 0.0000

图 3 重复控制律 (3) 作用下的仿真结果 (σ1 = σ2 = 0)

Fig. 3 Simulation results for the repetitive control law (3)

(σ1 = σ2 = 0)

图 4 重复控制律 (3) 作用下的仿真结果

(σ1 = 0.014, σ2 = 0.13)

Fig. 4 Simulation results for the repetitive control law (3)

(σ1 = 0.014, σ2 = 0.13)

图 5 基于 LQR 方法的重复控制器作用下的仿真结果

(σ1 = σ2 = 0)

Fig. 5 Simulation results for the repetitive controller

based on LQR (σ1 = σ2 = 0)
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的设计方法, 经过约 3 个周期后, 系统输出便基本进
入了稳定状态, 且相对稳态跟踪误差收敛于 0. 可见,
与传统的设计方法相比, 本文提出的设计方法, 提高
了系统的跟踪精度和响应速度.

5 结语

本文将二维系统方法引入到重复控制系统设计

中, 提出了一种基于连续/离散二维混合模型的重复
控制设计新方法. 该方法建立了重复控制系统的连
续/离散二维混合模型, 并给出了系统稳定的充分条
件. 在此基础上, 给出了重复控制系统稳定边界的计
算方法, 并推导出基于 LMI 的重复控制器. 最后,
以数值实例说明了所提方法的有效性. 所得结果以
本文给出的重复控制设计方法 LMI 形式给出, 可以
方便地利用Matlab 中的 LMI 求解. 仿真研究表明,
仅需几个学习周期就可达到很高的控制精度, 说明
二维系统理论在重复控制设计和分析中具有广泛的

应用前景.
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