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非线性微分-代数子系统的逆系统的构造

戴先中 1 臧 强 1 张凯锋 1

摘 要 对于一类非线性微分-代数 (Differential-algebraic equation, DAE) 子系统, 将非线性常微分方程 (Ordinary differ-

ential equation, ODE) 系统的逆系统方法进行了完全扩展. 首先对此类非线性 DAE 子系统提出的物理背景和系统特性进行

了详细阐述. 然后给出了非线性 DAE 子系统的逆系统定义, 包括单位右逆系统和 α 阶积分右逆系统. 接下来提出一种递归算

法, 利用此算法给出了被控系统可逆的充要条件, 并构造了物理可实现的控制器, 实现了非线性 DAE 子系统的线性化解耦. 最

后基于本文所提出的控制方法, 研究了电力系统同步发电机组励磁汽门综合控制的线性化解耦问题.
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Construction of Inverse System for Nonlinear Differential-algebraic

Equations Subsystems

DAI Xian-Zhong1 ZANG Qiang1 ZHANG Kai-Feng1

Abstract For a class of nonlinear differential-algebraic equation (DAE) subsystems, the method of inverse system for

nonlinear ordinary differential equation (ODE) systems is expanded completely in this paper. At first, the background

and the particularities of such systems are expatiated. Then, the definitions of inverse system (including unit right inverse

system and α-order right inverse system) are put forward. A recursive algorithm is given, based on which the sufficient and

necessary conditions for the invertibility of the nonlinear DAE subsystems are presented. After that, a feasible controller

design scheme is proposed to decouple and linearize the nonlinear DAE subsystems. At last, the linearization for excitation

and valve coordinative control of one turbo-generator set within power systems is studied based on the control method

presented in this paper.
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许多物理系统如电力系统、经济系统以及受

限机器人系统等都描述为微分 -代数 (Differential-
algebraic equation, DAE)系统模型. 与通常的常微
分方程 (Ordinary differential equation, ODE) 系
统描述相比, DAE 形式的系统描述更具一般性. 目
前线性 DAE 系统已经初步形成了与线性 ODE 系
统相平行的理论体系[1], 对于非线性 DAE 系统的研
究近年来也取得了一定的进展. 文献 [2] 将非线性
ODE 系统的 Lyapunov 方法扩展到了非线性 DAE
系统, 给出了非线性 DAE 系统稳定的充分条件. 文
献 [3] 将非线性 ODE 系统的受控不变分布概念引
入到了非线性 DAE 系统. 文献 [4−5] 则将非线性
ODE 系统的微分几何方法进行了扩展, 提出了指数
1 条件下非线性 DAE 系统的精确反馈线性化方法.
在各种非线性控制方法中, 逆系统方法不需要
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进行复杂的坐标变换, 过程简单明了, 物理意义清
晰, 而且其适用于一般非线性系统 (有别于微分几何
理论局限于仿射非线性系统的情形), 在系统的线性
化、解耦等控制问题的研究中具有重要的地位[6−7].
对于 DAE 系统可逆性的研究始于文献 [8−9], 分别
讨论了连续和离散线性DAE 系统的可逆性问题; 文
献 [10] 研究了仿射非线性 DAE 系统的可逆性问题;
文献 [11] 则研究了一般非线性 DAE 系统的右可逆
性问题.

然而已有结果大多将受控 DAE 系统作为孤立
系统, 不考虑外部对于受控系统的影响, 但是在实
际工程应用中, 更常见的却是如下的子系统控制问
题: 被控对象是大系统中的一个非线性 DAE 子系
统, 与大系统其余部分之间存在相互约束 (这些约束
从物理角度考虑是自然产生的) 和影响. 典型的, 文
献 [12] 为研究电力系统元件分散控制问题所提出的
所谓 “元件结构化模型” 便属于这种情况. 为使读
者对我们所谓 “非线性 DAE 子系统” 控制问题提出
的物理背景有更为直观的了解, 下面对其作详细阐
述.

对于包含 N 个元件的电力大系统, 其中第 i 个

元件的结构化模型由如下的非线性微分 -代数方程
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来描述:

ẋxxi = fff i(xxxi,wwwi,uuui)

000 = gggi(xxxi,wwwi, v̂vvi, v̄vvi), i = 1, · · · , N (1)

文献 [12] 中称 xxxi ∈ RXi 为状态变量, uuui ∈ RUi 为

控制输入, wwwi ∈ RWi 为辅助变量, v̂vvi, v̄vvi ∈ R2mi

为接口变量, fff i ∈ RXi , gggi ∈ RWi+2mi 为光滑向

量场. 显然元件 i 是电力大系统中的子系统, 相对
于元件 i, 其余的元件 j (j 6= i) 与交流电网 000 =
ZZZ (v̂vv1, v̄vv1, · · · , v̂vvN , v̄vvN) ∈ R2(m1+···+mN ) 自然地组成

电力系统其余部分. 通过合适选取, 可使得 v̄vvi“完
全” 反映电力系统其余部分对元件 i 的影响, v̂vvi 则

“完全” 反映元件 i 对于电力系统其余部分的影响.
在研究元件控制问题时, 通常还需要考虑

它的控制输出, 其输出方程的一般形式为 yyyi =
hhhi(xxxi, v̂vvi, v̄vvi)[12]. 若定义式 (1) 中的 xxxi 为微分变

量, zzzi = (wwwT
i , v̂vvT

i )T 为代数变量, 那么结构化模型
(1) 与输出方程一起, 共同组成了元件 i 完整的数学

模型

ẋxxi = fff i(xxxi, zzzi,uuui)

000 = gggi(xxxi, zzzi, v̄vvi) (2)

yyyi = hhhi(xxxi, zzzi, v̄vvi), i = 1, · · · , N

即 “非线性 DAE 子系统” 模型.
综上所述, 元件被控对象 (2) 就是电力大系统

中的一个非线性DAE子系统 (有关元件结构化模型
更详细的描述请参见文献 [12]). 不仅对于电力大系
统, 对于其他领域的复杂大系统, 非线性 DAE 子系
统的控制问题也是普遍存在的[13]. 基于非线性DAE
子系统模型来研究被控对象的控制问题, 更加符合
实际控制情况和需要. 然而就作者所知, 目前对于非
线性 DAE 子系统的研究还很少.
本文研究了一类非线性 DAE 子系统的逆系统

的构造问题. 首先对此类非线性DAE 子系统的系统
特性进行了描述. 然后给出了非线性 DAE 子系统
的逆系统定义, 包括单位右逆系统和 α 阶积分右逆

系统. 接下来提出了一种递归算法, 以此给出了非线
性 DAE 子系统可逆的充要条件, 对可逆系统给出
了物理可实现的控制器 (由状态反馈和动态补偿实
现的 α 阶积分右逆系统) 设计方案, 实现了非线性
DAE 子系统的线性化解耦. 需要指出的是, 与已有
研究仅给出求逆算法不同, 本文还进一步给出了系
统可逆的充要条件 (见定理 3). 最后基于本文所提
出的控制方法, 研究了电力系统同步发电机组励磁
汽门综合控制的线性化解耦问题.

1 系统的描述和问题的提出

考虑大系统中如下的非线性 DAE 子系统:

ẋxxi = fff i(xxxi, zzzi,uuui, v̄vvi)

000 = gggi(xxxi, zzzi,uuui, v̄vvi) (3)

yyyi = hhhi(xxxi, zzzi,uuui, v̄vvi), i = 1, · · · , N

其中 xxxi ∈ Ni
0 ⊂ Rni , zzzi ∈ Mi

0 ⊂ Rli , uuui ∈ Li
0 ⊂

Rmi , yyyi ∈ Ki
0 ⊂ Rmi 分别为微分变量、代数变量、

控制输入和控制输出, 称 v̄vvi ∈ Si
0 ⊂ Rsi 为大系统其

余部分对于子系统 (3) 的关联输入变量, 反映了大
系统其余部分对于系统 (3) 的影响. fff i ∈ Rni , gggi ∈
Rli ,hhhi ∈ Rmi 均为定义域上的光滑向量场. 为简便
起见, 下文将省略下标 i. 与系统 (2) 相比, 显然系统
(3) 更具一般性.

对非线性 DAE 子系统 (3), 我们有如下假设:
假设 1. 非线性 DAE 子系统 (3) 是指数 1 的,

即代数方程 000 = ggg(xxx,zzz,uuu, v̄vv) 关于代数变量 zzz 的雅

可比矩阵在U0 上具有常满秩:

rank(
∂ggg

∂zzz
) = l, ∀(xxx,zzz,uuu,yyy, v̄vv) ∈ U0 (4)

这里U0 = [N0,M0,L0,K0,S0].
假设 2. 非线性 DAE 子系统 (3) 具有容许

初始值 XXX0 = (xxx0,uuu0, zzz0, yyy0, v̄vv0) ∈ U0
[2, 5], 即 000 =

ggg(xxx0, zzz0,uuu0, v̄vv0).
假设 1 和 2 保证了非线性 DAE 子系统 (3) 的

解对容许初始值的存在和唯一性 [2].
假设 3. 关联输入变量 v̄vv 及其充分阶次的导数

均为本地可测有界信号.
本文将研究满足以上假设的非线性 DAE 子系

统 (3) 的逆系统的构造问题, 从而实现被控系统的
线性化解耦.

注 1. 假设 1 ∼ 3 对于正常运行工况下的电力
系统元件被控对象是成立的 [12], 这正是我们研究的
出发点.

注 2. 与已有孤立非线性 DAE 系统结果相比,
系统 (3) 中的微分方程和代数方程还含有关联输入
变量 v̄̄v̄v, 这使得类似于文献 [4−5] 中的精确反馈线性
化方法不可行. 同时系统 (3) 中的关联输入变量具
有假设 3 所述的优良性质, 这为其控制器的设计提
供了极大的便利.
注 3. 由式 (4) 和隐函数定理可知, 代数方程

000 = ggg(xxx,zzz,uuu, v̄vv) 可唯一确定光滑映射 ppp(xxx,uuu, v̄vv) :
Rn+m+s → Rl, 使得 zzz = ppp(xxx,uuu, v̄vv). 若我们能够得
到解析表达式, 那么将 zzz = ppp(xxx,uuu, v̄vv) 代入系统 (3)
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中, 将使得系统 (3) 转化为非线性 ODE 子系统

ẋxx = fff(xxx,ppp(xxx,uuu, v̄vv),uuu, v̄vv) = fff∗(xxx,uuu, v̄vv) (5)

yyy = hhh(xxx,ppp(xxx,uuu, v̄vv),uuu, v̄vv) = hhh∗(xxx,uuu, v̄vv)

此时可以利用已有的非线性 ODE 系统的逆系统
控制方法 (并结合子系统的特点加以适当改进) 来
研究系统 (3) 的控制问题. 然而由于代数方程 000 =
ggg(xxx,zzz,uuu, v̄vv) 一般是非线性的, ppp(xxx,uuu, v̄vv) 的解析表达
式往往很难获得, 因而在非线性DAE 子系统框架下
研究系统 (3) 的逆系统控制方法具有重大意义, 这
也正是本文的主要工作.

类似于非线性 ODE 系统的逆系统定义[6−7], 接
下来我们将给出非线性 DAE 子系统 (3) 的逆系统
定义, 包括单位右逆系统和ααα 阶积分右逆系统, 并对
其控制原理进行简单描述.

2 非线性DAE子系统的逆系统定义

非线性 DAE 子系统 (3) 受大系统其余部分产
生的关联输入变量 v̄vv 的影响, 关联输入变量 v̄vv、控制

输入 uuu 和初始状态 (xxx0, zzz0) 一起决定着非线性DAE
子系统 (3) 的控制输出 yyy, 这有别于孤立系统的输出
仅由其初始状态和控制输入决定的情形. 而从泛函
的观点来看, 非线性 DAE 子系统 (3) 相当于一个由
输入 uuu(t) 和关联输入变量 v̄vv 映射到输出 yyy(t) 的算
子, 记为 θθθ, 即

yyy = θθθ(uuu, v̄vv) (6)

下面首先给出非线性 DAE 子系统 (3) 的单位
右逆系统的定义.
定义 1. 对于非线性 DAE 子系统 (3), 若存在

系统 Σ̄ 具有映射关系: ȳyy = θ̄θθ(rrr, v̄vv), 其输入 rrr(t) =
(r1, · · · , rm)T 为满足一定初始条件的充分光滑函数
向量, 当 uuu(t) = ȳyy(t) 时, 有 yyy(t) = rrr(t), 则称系统 Σ̄
是非线性 DAE 子系统 (3) 的一个单位右逆系统, 称
非线性 DAE 子系统 (3) 是可逆的.

直观地讲, 若非线性 DAE 子系统 (3) 存在单位
右逆系统 Σ̄, 那么把非线性 DAE 子系统 (3) 的期望
输出 rrr(t) 作为单位右逆系统的输入, 那么 Σ̄ 的输出
正是用来驱动非线性 DAE 子系统 (3) 产生期望输
出 rrr(t) 所需要的控制量. 将单位右逆系统 Σ̄ 串联在
非线性 DAE 子系统 (3) 之前, 则复合系统的输入输
出关系满足: yyy = rrr. 接下来给出非线性 DAE 子系
统 (3) 的 ααα 阶积分右逆系统定义.

定义 2. 对于非线性DAE子系统 (3),若存在系
统 Σ̄α 具有映射关系: ȳyy = θ̄θθα(ϕϕϕ, v̄vv), 其输入 ϕϕϕ(t) =
(ϕ1, · · · , ϕm)T 为满足一定初始条件的连续函数向
量. 若取 ϕϕϕ = rrr(α) = (r(α1)

1 , · · · , r(αm)
m ), 当 uuu(t) =

ȳyy(t) 时, 有 yyy(α) = ϕϕϕ, 这里 yyy(α) = (y(α1)
1 , · · · , y(αm)

m )

(即 y
(αi)
i = ϕi, i = 1, · · · ,m), 则称系统 Σ̄α 是非线

性 DAE 子系统 (3) 的一个 ααα 阶积分右逆系统, 这
里ααα = (α1, · · · , αm), 此时也称非线性DAE子系统
(3) 是可逆的.
由定义 2 可见, 将 ααα 阶积分右逆系统串联在非

线性 DAE 子系统 (3) 之前, 将把系统 (3) 补偿成标
准的积分型解耦系统: y

(αi)
i = ϕi.

与文献 [6−7] 中孤立系统的逆系统定义相比较,
非线性 DAE 子系统 (3) 的逆系统输入中还包含关
联输入变量 v̄vv, 这正体现了 (3) 的子系统特性.

3 递归算法

类似于文献 [11], 下面我们给出一种递归算法,
以此来推导出非线性 DAE 子系统 (3) 的可逆性条
件.

由式 (4) 可知在U0 上

(
∂ggg

∂zzz

)−1

存在. 首先引

入算子

Eξξξ(FFF ) =
∂FFF

∂ξξξ

∣∣∣∣
000=ggg

=
∂FFF

∂ξξξ
− ∂FFF

∂zzz

(
∂ggg

∂zzz

)−1
∂ggg

∂ξξξ
(7)

表示函数 FFF (xxx,zzz,uuu,yyy, · · · , yyy(k), v̄vv, · · · , v̄vv(k)) 在约束
000 = ggg(xxx,zzz,uuu, v̄vv) 下对变量 ξξξ 的偏导, 其中 ξξξ 为 xxx, uuu,
v̄vv 中的某一个变量. 限于篇幅, 下面仅给出算法第 k

步的步骤.
第 k (k = 1, · · · ) 步: 设直到第 k 步, 得

到一列整数 γ0, · · · , γk−2, γk−1, 且 XXXk−1
0 为 ∆k−1

的正则点, 在 XXXk−1
0 附近有 rank [Euuuhhhk−1] =

γk−1, 这里 hhhk−1 =

[
HHHk−2

ĥhhk−1

]
. 显然 γk−1 ≥

γk−2, 故可以从 ĥhhk−1 中选出 γk−1 − γk−2 行,

记为 ĥhhk−1,1, 使得 rank

[
Euuu(HHHk−2)
Euuu(ĥhhk−1,1)

]
= γk−1,

即

[
Euuu(HHHk−2)
Euuu(ĥhhk−1,1)

]
的各行构成分布 ∆k−1 的一

组基底. 记 HHHk−1 =

[
HHHk−2

ĥhhk−1,1

]
, 将 ĥhhk−1 其

余的各行记为 ĥhhk−1, 2, 则存在 XXXk−1

0
的邻域

Ūk = [Nk,Mk,Lk, K̄k, S̄k] ⊆ Uk−1 和光滑映射

λk−1(xxx,zzz,uuu,yyy, · · · , yyy(k−1), v̄vv, · · · , v̄vv(k−1)), 使得

Euuu(ĥhhk−1,2) = λk−1(·)Euuu(HHHk−1) (8)
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其中

Nk = {xxx|xxx ∈ Nk−1, rank(Euuu(hhhk−1)) = γk−1}
Mk = {zzz|zzz ∈ Mk−1, rank(Euuu(hhhk−1)) = γk−1}
Lk = {uuu|uuu ∈ Lk−1, rank(Euuu(hhhk−1)) = γk−1} (9)

K̄k = {YYY k−1|YYY k−1 ∈ Kk−1,

rank(Euuu(hhhk−1)) = γk−1}
S̄k = {v̄vvk−1| v̄vvk−1 ∈ Sk−1,

rank(Euuu(hhhk−1)) = γk−1}
这 里 定 义 YYY k−1 = (yyy, · · · , yyy(k−1)), v̄vvk−1 =
(v̄vv, · · · , v̄vv(k−1)). 若此时 Euuu(ĥhhk−1,2) = 000, 则选取
式 (8) 中的 λk−1(·) = 0 即可. 记

ĥhhk = ĥhhk(xxx,zzz,uuu,YYY k, v̄vvk) =[
Exxx(ĥhhk−1,2)− λk−1(·)Exxx(HHHk−1)

]
ẋxx+

k−1∑
i=0

[
∂ĥhhk−1,2

∂yyy(i)
− λk−1(·)∂HHHk−1

∂yyy(i)

]
yyy(i+1) + (10)

[
Ev̄vv(ĥhhk−1,2)− λk−1(·)Ev̄vv(HHHk−1)

]
˙̄vvv +

k−1∑
i=1

[
∂ĥhhk−1,2

∂v̄vv(i)
− λk−1(·)∂HHHk−1

∂v̄vv(i)

]
v̄vv(i+1)

同时递归地定义

hhhk(xxx,zzz,uuu,YYY k, v̄vvk) =

[
HHHk−1

ĥhhk

]
= 000 (11)

记 Uk = [Nk,Mk,Lk,Kk,Sk], Kk = [K̄k, K̂k],
Sk = [S̄k, Ŝk], 而 K̂k, Ŝk 分别为 xxx ∈ Nk−1,

zzz ∈ Mk−1, uuu ∈ Lk−1, YYY k−1 ∈ K̄k−1, v̄vvk−1 ∈
S̄k−1 时, yyy(k) 和 v̄vv(k) 所对应的值域. 将 Euuu(hhhk)
的各行张成的分布记为 ∆k, 此时相应地得到点
XXXk

0 = (xxx0, zzz0,uuu0,YYY
0
k, v̄vv

0
k), 这里YYY 0

k = (yyy0, · · · , yyy
(k)
0 ),

v̄vv0
k = (v̄vv0, · · · , v̄vv

(k)
0 ), 若 XXXk

0 为 ∆k 的正则点, 即矩
阵 Euuu(hhhk) 在 XXXk

0 的某个邻域内具有常秩 γk. 若
γk = m, 算法停止; 若 γk < m, 则算法进入下一步.
算法产生了一列非负整数 γ1, γ2, · · · 满足 0 ≤

γ1 ≤ γ2 ≤ γ3 ≤ · · · ≤ m, 下面给出非线性 DAE 子
系统 (3) 的相对阶定义.
定义 3. 称使得 γk = m 的最小整数 k 为非线

性 DAE 子系统 (3) 的相对阶, 记为 α, 称满足算法
每一步正则性要求的XXX0 为算法的正则点. 若不存
在任何有限整数 k 使得 γk = m, 则称 α = ∞.

4 非线性DAE子系统的可逆性

有了以上递归算法和相对阶定义, 对非线性
DAE 子系统 (3) 的可逆性有以下结论.

定理 1. 若非线性 DAE 子系统 (3) 存在有限相
对阶 α, 则系统 (3) 是可逆的, 其单位右逆系统存在.
证明. 证明是构造性的. 由递归算法, 在第 α 步

可以得到XXX0 的一个邻域和如下的方程

hhhα(xxx,zzz,uuu,YYY α, v̄vvα) = 000 (12)

其中 hhhα 在此邻域上满足 rank(Euuu(hhhα)) = γα = m.
由隐函数定理, 式 (12) 存在关于控制输入 uuu 的解

uuu = hhh−1
α (xxx,zzz,YYY α, v̄vvα) (13)

构造如下系统

˙̄xxx = fff(x̄xx, z̄zz,hhh−1
α (x̄xx, z̄zz, rrr, · · · , rrr(α), v̄vvα), v̄vv)

000 = ggg(x̄xx, z̄zz,hhh−1
α (x̄xx, z̄zz, rrr, · · · , rrr(α), v̄vvα), v̄vv) (14)

ȳyy = hhh−1
α (x̄xx, z̄zz, rrr, · · · , rrr(α), v̄vvα)

其中 x̄xx ∈ Rn, z̄zz ∈ Rl, rrr ∈ Rm 和 ȳyy ∈ Rm 分别是

系统 (14) 的微分变量, 代数变量, 控制输入和控制
输出. 系统 (14) 是子系统 (3) 的一个单位右逆系统,
结论的证明与文献 [7] 引理 4.4.2 的类似, 这里省略.

¤
注意到单位右逆系统 (14) 中含有微分环节, 这

在物理上是难以实现的. 而在一定的初始条件下, 单
位右逆系统可以转化为 α 阶积分右逆系统, 而 α 阶

积分右逆系统是物理可实现的 [7]. 为此将式 (13) 中
的 yyy 替换为 rrr 得

uuu = hhh−1
α (xxx,zzz,rrr, · · · , rrr(α), v̄vv, · · · , v̄vv(α)) (15)

设 ri (i = 1, · · · ,m) 的最低阶和最高阶导数分别是
r
(βi)
i 和 r

(αi)
i . 定义

ϕϕϕ = (ϕ1, · · · , ϕm)T = (r(α1)
1 , · · · , r(αm)

m )T (16)

ξξξi = (r(βi)
i , r

(βi+1)
i , · · · , r

(αi−1)
i )T, i = 1, · · · ,m

构造如下系统 Σ̄α:

ξ̇ξξi = Aiξξξi + BBBiϕϕϕi, i = 1, · · · ,m

ȳyy = hhh−1
α (xxx,zzz, ξξξ,ϕϕϕ, v̄vvα) (17)

其中

Ai =




0 1
. . . . . .

. . . 1
0




(αi−βi)×(αi−βi)

BBBi = (0, · · · , 0, 1)T ∈ R(αi−βi)

ξξξ = (ξξξT
1 , · · · , ξξξT

m)T, v̄vvα = (v̄vvT, · · · , (v̄vv(α))T)T

我们有如下结论:
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定理 2. 若非线性DAE 子系统 (3) 存在相对阶
α, 则系统 (17) 是非线性 DAE 子系统 (3) 的一个 α

阶积分右逆系统.
证明. 若系统 (17) 中的 rrr(t) ∈ Cα(R) 满足

hhhα(xxx,zzz,uuu,rrr, · · · , rrr(α), v̄vvα) = 000, 对 k = 1, · · · , α− 1
有

HHHk(xxx,zzz,uuu,rrr, · · · , rrr(k), v̄vvk) = HHHk(xxx,zzz,uuu,YYY k, v̄vvk)
(18)

成立, 且初始条件满足

ĥhhk,2(xxx(t0), zzz(t0),uuu(t0), rrr(t0), · · · , rrr(k)(t0), v̄vvk(t0)) =

ĥhhk,2(xxx(t0), zzz(t0),uuu(t0),YYY k(t0), v̄vvk(t0)) (19)

那 么 把 系 统 (17) 串 联 在 系 统 (3) 之 前,
当 取 ϕϕϕ = (r(α1)

1 , · · · , r(αm)
m )T, ξξξi(t0) =

(r(βi)
i (t0), · · · , r

(αi−1)
i (t0))T (i = 1, · · · ,m) 时,

将使得系统 (3) 的输出满足 yyy
(αi)
i (t) = ϕi(t), i =

1, · · · ,m (这里 ϕϕϕ 为新的待设计的控制输入), 由定
义 2, 系统 (17) 是系统 (3) 的一个由状态反馈和动
态补偿实现的 α 阶积分右逆系统. ¤
注 4. 系统 (14) 和 (17) 已经实现了非线性

DAE 子系统 (3) 的线性化和解耦, 此时可以进一步
按照线性控制理论的各种已有方法进行综合.
注 5. 隐函数定理仅仅保证了系统 (14) 和 (17)

的存在性. 在某些较为简单的情况下, 能够得到控制
uuu 的解析表达式, 使得系统 (14) 和 (17) 可以实现.
但对于某些复杂情况, 可能无法得到控制的解析表
达式, 我们对此问题已经有了一些初步的解决思路,
如: 可利用文献 [6] 中的方法, 借助于神经网络良好
的逼近能力, 将系统 (14) 和 (17) 近似实现; 也可以
借鉴文献 [11] 中的思路, 利用动态扩张的方法, 将系
统 (14) 和 (17) 解析实现等.
注意到定理 1和定理 2只是给出了非线性DAE

子系统 (3) 可逆的充分条件. 接下来我们给出一个
重要的结论, 指出非线性 DAE 子系统 (3) 可逆时的
充要条件. 在此之前, 我们先给出一个有用的引理.
引理 1. 若非线性 DAE 子系统 (3) 是可逆的,

则对于任意给定的 k = 0, · · · , α−1,存在Nk ⊂ Rn

和 Kk+1 ⊂ Rm×(k+1), 当 xxx ∈ Mk, [yyy, · · · , yyy(k)] ∈
Kk+1 时有下式成立:

rank





∂

∂xxx




ĥhh0,2

...
ĥhhk,2


−

∂

∂zzz




ĥhh0,2

...
ĥhhk,2



(

∂ggg

∂zzz

)−1
∂ggg

∂xxx





=

k∑
i=0

(m− γi)

(20)

证明. 只需要注意到代数变量 zzz 是“受限”于微

分变量 xxx 和关联输入变量 v̄vv 的, 并不是真正意义上
独立的变量. 在指数 1 和容许初始条件的前提下, 有
zzz = ppp(xxx,uuu, v̄vv) 且其初始条件满足 zzz0 = ppp(xxx0,uuu0, v̄vv0).
其余的证明与文献 [7] 引理 4.4.4 的类似. ¤
定理 3. 非线性 DAE 子系统 (3) 可逆的充分必

要条件是其相对阶 α = n.
证明. 记 ĥhh

∗
i,2(xxx, uuu, YYY k, v̄vvk) = ĥhhi,2(xxx, ppp(·),

uuu,YYY k, v̄vvk), 容易看出对 i = 0, · · · , α− 1 有

∂ĥhh
∗
i,2

∂xxx
=

(
∂ĥhhi,2

∂xxx
− ∂ĥhhi,2

∂zzz

(
∂ggg

∂zzz

)−1
∂ggg

∂xxx

)
(21)

成立, 即

∂

∂xxx




ĥhh0,2

...
ĥhhα−1,2


−

∂

∂zzz




ĥhh0,2

...
ĥhhα−1,2




(
∂ggg

∂zzz

)−1
∂ggg

∂xxx
=

∂

∂xxx




ĥhh
∗
0,2

...
ĥhh
∗
α−1,2


 (22)

充分性. 当 α ≤ n 时, 构造系统 (14), 若系统
(14)的输入 rrr满足 rrr(i)(t0) = yyy(i)(t0)(i = 0, · · · , α−
1), hhhα(x̄xx, z̄zz, ȳyy, rrr, · · · , rrr(α), v̄vvα) = 000. 当 uuu = ȳyy 时, 因
为系统 (14)的初始状态与系统 (3)的初始状态相同,
因而有 (x̄xx, z̄zz) = (xxx,zzz). 而系统 (3) 的输出 yyy(i)(t0)
满足求逆算法中产生的 ĥhhi,2, 因而定理 1 中的条件满
足, 系统 (14) 即为系统 (3) 的单位右逆系统. 充分
性得证.
必要性. 采用反证法来证明. 设 α > n, 由求逆

算法可知

m− γi ≥ 1, i = 0, · · · , α− 1 (23)

由引理 1 可得

rank





∂

∂xxx




ĥhh0,2

...
ĥhhα−1,2


−

∂

∂zzz




ĥhh0,2

...
ĥhhα−1,2



(

∂ggg

∂zzz

)−1
∂ggg

∂xxx





=

α−1∑
i=0

(m− γi) ≥
α−1∑
i=0

1 = α ≥ n + 1 (24)

由于 xxx ∈ Rn, 我们总有 rank





∂

∂xxx




ĥhh
∗
0,2

...
ĥhh
∗
α−1,2







≤

n, 而式 (22) 和 (24) 显然矛盾, 因而假设不成立. 必
要性得证. ¤
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定理 3 表明了当非线性 DAE 子系统 (3) 可逆
时, 其相对阶 α 与微分变量 xxx 的维数 n 之间的关系.

5 同步发电机励磁汽门综合控制设计例

电力系统的元件分散控制问题是我们研究的出

发点, 下面基于本文所提出的方法, 研究电力系统
同步发电机组励磁汽门综合控制的线性化解耦问题.
为简便起见, 省略了下标 i.
同步发电机组励磁汽门综合控制模型描述为如

下的双输入双输出非线性 DAE 子系统 [12]

δ̇ = f1 = ω − ω0

ω̇ = f2 =
ω0

H
{PH + CMLPm0−

D

ω0

(ω − ω0)−
[
E
′
q + (xq − x

′
d)Id

]
Iq}

Ė
′
q = f3 =

1
T
′
d0

[
Ef − E

′
q − (xq − x

′
d)Id

]

ṖH = f4 =
1

THΣ

(−PH + CHPm0 + CHUc)

000 = ggg(xxx,zzz,uuu, v̄vv)

(25)

其中

ggg =




Pt − [E
′
q + (xq − x

′
d)Id]Iq + ra(I2

d + I2
q )

θU − δ + arcctg
xqIq − raId

E′
q − x

′
dId − raIq

It −
√

I2
d + I2

q

Qt − E
′
qId + xqI

2
q + x

′
dI

2
d




(26)

微分变量 xxx = (δ, ω, E
′
q, PH)T, 分别为同步发电机的

功角、发电机转子转速、q 轴暂态电势和汽轮机高

压缸输出功率, 选取代数变量 zzz = (Pt, θU , Id, Iq)T,
分别为发电机有功、发电机母线电压相角和机端

电流的 d 轴、q 轴分量, 关联输入变量选取为 v̄vv =
(It, Qt)T, 分别为发电机定子电流和发电机无功. 在
发电机正常运行范围内, It, Qt 以及 İt, Q̇t 都是本地

有界可测的. 控制输入 uuu = (Ef , Uc)T, 分别为励磁
电动势和汽门开度, 其余的为系统参数. 控制输出选
取为机端电压与发电机转子转速

hhh(·) =

(
Vt

ω

)
=




√
P 2

t + Q2
t

It

ω


 (27)

代数方程 ggg(xxx,zzz,uuu, v̄vv) 对于代数变量 zzz 的偏导

数矩阵为

∂ggg

∂zzz
,




1 0 a13 a14

0 1 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 a43 a44


 (28)

这里 a13 = (xq − x
′
d)Iq + 2raId, a14 = (xq − x

′
d)Id

+2raIq, a23 = −1
1+A2

∂A
∂Id

, a24 = −1
1+A2

∂A
∂Iq

, a33 = Id

It
,

a34 = − Iq

It
, a43 = −E

′
q + 2x

′
dId, a44 = 2xqIq, 而

A = xqIq−raId

E′q−x
′
dId−raIq

.

容易验证, 在发电机正常运行范围之内有
det

(
∂ggg
∂zzz

)
= − 1

It
(2xqIdIq + E

′
qIq − 2x

′
dIdIq) 6= 0,

即 ∂ggg
∂zzz
是常满秩的, 非线性DAE 子系统 (24) 满足指

数 1 条件.
由式 (25) 和 (26) 计算可得

(
∂ggg

∂zzz

)−1

=




1 0 b1 c1

0 1 b2 c2

0 0 b3 c3

0 0 −a−1
33 a43 1




∂ggg

∂xxx
=




0 0 −Iq 0

−1 0
−1

1 + A2

∂A

∂E′
q

0

0 0 0 0
0 0 −Id 0




∂ggg

∂v̄vv
=




0 0
0 0
1 0
0 1




(29)

其中，b1 = −a−1
33 a13 − a−1

33 a43c1, b2 = −a−1
33 a23 −

a−1
33 a43c2, b3 = 1 − a−1

33 a43c3, c1 = −c−1
4 a14 +

a−1
33 c−1

4 a13a34, c2 = −c−1
4 a24 + a−1

33 c−1
4 a23a34, c3 =

c−1
4 a33, c4 = a44 − a−1

33 a34a43. 接下来按照本文提出
的递归算法来验证同步发电机组的可逆性. 限于篇
幅, 这里不再给出详细的推导步骤. 由递归算法可
以验证同步发电机组可逆, 其相对阶为 2, 两个输出
y1, y2 的最高阶导数分别是 1 阶和 2 阶. 控制 u 的

显式解为

Ef =
T
′
d0

−Iq − c1Id

{ 1
Pt

[
1
It

√
P 2

t + Q2
t ×

(I2
t ẏ1 + İt

√
P 2

t + Q2
t )−QtQ̇t] +

b1İt + c1Q̇t}+ E
′
q + (xd − x

′
d)Id

Uc =
ω0CH

HTHΣ

{ÿ2 − ω0

HTHΣ

(−PH + CHPm0)−
D

ω0

f2 − Iqf3 − (xq − x
′
d)c3IdIqf3 +

(xq − x
′
d)b3Iq İt + (xq − x

′
d)c3IqQ̇t−

E
′
qIdf3 + a−1

33 a43E
′
q İt + E

′
qQ̇t−

(xq − x
′
d)I

2
df3 + a−1

33 a43(xq − x
′
d)Idİi +

(xq − x
′
d)IdQ̇t} (30)
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进而可由式 (17) 和 (30) 构造出同步发电机组的
(1, 2) 阶积分右逆系统, 实现其输入输出线性化解
耦.

6 结论和展望

本文将非线性 ODE 系统的逆系统方法完全扩
展到了一类非线性DAE 子系统, 研究了此类系统的
逆系统构造问题. 首先提出了此类非线性DAE 子系
统的逆系统定义, 给出了递归算法和判断系统是否
可逆的充分必要条件, 对可逆的受控系统给出了物
理可实现的控制器设计方案, 实现了非线性DAE 子
系统的线性化解耦. 不同于通常研究仅仅给出求逆
算法, 本文不仅给出了构造性的求逆算法, 还进一步
给出了系统可逆的充要条件 (定理 3), 从而为此类子
系统的逆系统控制方法打下了坚实的理论基础. 对
复杂DAE 大系统而言, 子系统的控制问题是普遍存
在的. 电力系统分散控制是本文研究的出发点, 但本
文的结果对于其他领域复杂 DAE 大系统的分散控
制问题也具有借鉴意义.
本文所提出的逆系统控制方法实现了被控系统

在输入输出关系上的线性化和解耦, 对于系统内部
的稳定性问题则没有涉及. 初步研究表明, 对于某
些实际系统如电力系统的元件, 在应用本文的逆系
统控制方法时, 即使被控系统存在零动态, 闭环系统
也是稳定的. 不论是非线性 ODE 系统还是非线性
DAE 系统, 逆系统控制方法的稳定性问题一直是研
究的热点. 更一般意义下的此类非线性 DAE 子系
统的稳定性问题, 还有待于进一步的研究.
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