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基于指定元分析的多故障诊断方法

周福娜 1, 2 文成林 3 汤天浩 1 陈志国 2

摘 要 为了克服传统主元分析 (Principal component analysis, PCA) 因模式复合现象而无法进行多故障诊断和诊断结果

难以解释的不足, 本文引入指定元分析 (Designated component analysis, DCA) 的思想, 建立 DCA 多故障诊断理论的空间

投影框架, 从而把异常检测问题转化为将观测数据向故障子空间投影后投影能量的显著性检测问题. 在确定系统存在异常的

情况下, 再将观测数据向故障子空间中各故障模式方向分别进行投影, 根据投影能量的显著性进行多故障诊断. 并利用正交补

空间构造法证明了基于非正交模式指定元分解形式的可行性和收敛性, 建立了一种逐步 DCA 多故障诊断方法以解决指定模

式非正交情况下的多故障诊断问题. 包含 5 种共存故障的观测数据的仿真研究验证了新方法的有效性.
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DCA Based Multiple Faults Diagnosis Method

ZHOU Fu-Na1, 2 WEN Cheng-Lin3 TANG Tian-Hao1 CHEN Zhi-Guo2

Abstract As it can avoid pattern compounding problem of principal component analysis (PCA), designated component

analysis (DCA) is introduced to implement multiple faults diagnosis of a multivariate system. A projection frame, which

is the theory foundation for DCA based multiple faults diagnosis, is established in this paper. Under the DCA projection

frame, anomaly detection and fault diagnosis problem is transformed into the significance detection problem for projection

energy of the observation data projected to fault subspace spanned by fault patterns defined in advance. Then, for the

case when designated patterns are not orthogonal to each other, a progressive DCA diagnosis method is developed by

grouping the designated patterns into several orthogonal subgroups to the observation data or the residual of the previous

DCA process. Simulation for data involved 5 faults shows the efficiency of the progressive DCA method for multiple faults

diagnosis.

Key words Projection frame, non-orthogonal variation pattern, multiple faults diagnosis, designated component analysis

(DCA), principal component analysis (PCA)

大型自动化系统的结构越来越复杂, 自动化程
度越来越高, 一处故障可能导致停机停产, 甚至会造
成机毁人亡的灾难性事件. 因此, 故障诊断方法的研
究吸引了工程和学术领域众多专家的广泛关注[1−2].
现有的故障诊断方法大体上可以分为 3 类:

基于定量模型的方法[1, 3−5], 基于定性模型的方
法[1, 6] 和基于过程历史的方法 (也称数据驱动的
方法)[2, 7−11]. 数据驱动的方法基于数据提取系统状
态的有用信息进行异常监控, 无需系统或故障的准
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确机理模型, 从而可以有效解决现代大型系统面临
的数据丰富、信息匮乏问题[2].
常用的数据驱动故障诊断方法包括专家系统

(Expert system, ES) 法、人工神经网络 (Artifical
neural network, ANN)法和基于统计的方法等[1−2].
ES 法缺少学习机制, 推理的效率比较低, 而且处理
问题的能力至多是知识库中知识的总和, 限制了其
在实际运用中的灵活性. ANN 法具有大规模并行处
理和自适应学习能力, 但 ANN 是一种黑箱建模方
法, 推理诊断过程不透明[10].
数据驱动的异常监控算法中, 研究和应用最多

的是多变量统计方法. 其中的主流方法是主元分析
(Principal component analysis, PCA) 和部分最小
二乘. 主元分析及其有关改进和扩展的方法, 包括动
态主元分析、自适应主元分析、多尺度主元分析、分

块主元分析、相对主元分析和非线性主元分析等都

已成功应用到异常监控和故障诊断中[1, 7−9, 11−12].
文献 [13] 将统计建模与系统实际运行经验相

结合, 提出了指定元分析 (Designated component
analysis, DCA) 的思想. 不同于 PCA 中将观测数
据向载荷向量上投影的方法, DCA 将观测数据投影
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到有明确物理意义的指定模式上得到指定元. 从而
可以克服 PCA 的模式复合效应, 解决故障模式的
物理意义不明确且不能进行多故障诊断的不足[13].
但是现有的 DCA 故障诊断方法假设各指定模式相
互正交, 且 DCA 理论的基础研究也需进一步开展.
本文旨在建立 DCA 的空间投影框架, 进一步完善
DCA 故障诊断理论, 给出有关推证过程, 并解决非
正交指定模式的 DCA 诊断问题.

本文内容安排如下: 第 1 节和第 2 节分别介绍
基于 PCA 和 DCA 的故障诊断思想及各自的优缺
点; 第 3 节建立多变量系统的 DCA 空间投影框架,
并给出有关推证; 第 4 节针对非正交指定模式的处
理问题,证明了基于非正交指定模式DCA分解的可
行性和收敛性, 并在此基础上给出了一种逐步 DCA
多故障诊断方法; 第 5 节对包含 5 种共存故障的观
测数据, 给出了逐步 DCA 多故障诊断方法的仿真
结果; 第 6 节是本文的结论和展望.

1 基于 PCA的故障诊断

1.1 基于 PCA的异常检测

PCA 的目的是把 p 个相关的观测变量 y1, y2,
· · · , yp 变换成 p 个不相关的变量 v1, v2, · · · , vp, 变
换过程由下式定义[14−15]




v1

v2

...
vp




=




b11 b21 · · · bp1

b12 b22 · · · bp2

...
...

. . .
...

b1p b2p · · · bpp




T 


y1

y2

...
yp




(1)

主元 vi 是多元变量 yyy 在载荷向量 bbbi 上的投影, 即

vi = bbbT
i yyy (2)

其中, bbbi = [ bi1 bi2 · · · bip ]T 为多维随机变量 yyy

的协方差矩阵 ΣY 的标准化特征向量. 式 (2) 取 n

个采样后的形式为

[vi1, vi2, · · · , vin] =

[bi1, bi2, · · · , bip]




y11 y12 · · · y1n

y21 y22 · · · y2n

...
...

. . .
...

yp1 yp2 · · · ypn




(3)

对所有 i = 1, 2, · · · , p, 式 (3) 可简写为

V = BTY (4)

其中, Y = [yyy(1) yyy(2) · · · yyy(n)] ∈ Rp×n, yyy(j) (j =
1, 2, · · · , n) 是 p 维随机变量 yyy = [y1 y2 · · · yp]T

∈ Rp×1 的 n 次观测样本; V ∈ Rp×n 是主元变量 vvv

= [ v1 v2 · · · vp ]T ∈ Rp×1 的 n 次观测样本.
由 B 是标准正交矩阵知

Y = BV (5)

从而观测矩阵 Y 具有如下主元分解式

Y =
p∑

i=1

bbbivvvi =
k∑

i=1

bbbivvvi + E (6)

其中

E =
p∑

i=k+1

bbbivvvi (7)

是分解的残差矩阵, k 是关键主元的个数.
定理 1. 观测数据阵基于主元的分解式 (6) 中,

当 k → p 时, 残差阵 E → 0.
证明. 由于矩阵各范数之间是等价的, 不失一般

性, 采用 Frobenius 范数[16]

‖E‖2
F =

p∑
i=1

n∑
j=1

|eij|2 (8)

由 B 是标准正交矩阵知

bbbT
i bbbq =

{
1, i = q

0, i 6= q

p∑
i=1

bbbibbb
T
i = I (9)

bbbibbb
T
i ≤ I (10)

EET =
p∑

i=k+1

bbbivvvi

(
p∑

i=k+1

bbbivvvi

)T

=

p∑
i=k+1

var(vi)bbbibbb
T
i ≤

p∑
i=k+1

λiI (11)

所以

‖E‖2
F =tr(EET) ≤

tr

(
p∑

i=k+1

λiI

)
= (p− k)

p∑
i=k+1

λi (12)

主元分析将观测数据的协方差按从大到小顺序

排列, 除非 ΣY 具有 p 个相同特征值, 否则第 k 项之

后
∑p

i=k+1 λi 非常小, 其中 k 为关键主元的个数[14].
当 k → p 时,

∑p

i=k+1 λi → 0, 从而 ‖E‖F → 0, 这
就证明了在矩阵 F-范数意义下, E → 0. ¤
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针对主元模型 (6), 可以用多元统计控制量进行
故障检测与诊断的分析, 常用的统计量有 2 个, 即
Hotelling T 2 统计量和平方预测误差 (Squared pre-
diction error, SPE) 统计量. PCA 通过检测 T 2 或

SPE 统计量的取值是否超过其相应的控制限, 确定
过程是否处于正常工况[15, 17].

1.2 基于 PCA的故障诊断

进行工况的异常检测之后, 还要进一步做基于
PCA 的故障模式辨识. 常用的方法有单变量 She-
whart 图法、SPE-Score 图法、基于特征方向的故
障诊断法、基于统计距离和角度的故障诊断法等[14].
上述方法多是基于观测数据 PCA 分析的第一

个载荷向量, 因此, 当系统中同时包含多种故障时,
它们都无法很好地诊断.
贡献图法虽然可以确定对系统异常贡献较大的

变量, 但是无法保证发生故障的传感器对应变量的
贡献一定大[12].
主元方差刻画了观测数据在载荷向量方向的覆

盖程度, 各载荷向量对系统变化的贡献率可以用下
式计算

Pi % =
var(vi)

p∑
i=1

var(vi)

(13)

由于载荷矩阵 B 是标准正交阵, 故[17]

var(vi) = λi (14)

tr(ΣY ) =
p∑

i=1

var(vi) (15)

Pi % =
var(vi)

p∑
i=1

var(vi)

=
λi

tr(ΣY )
(16)

根据贡献率的大小可确定过程的变化主要是由

哪些载荷向量所表示的变化模式引起的. 但 PCA
的模式复合效应使得载荷向量没有明确物理意义,
从而无法指明故障根源[13]. 所以 PCA 只能做异常
检测, 而无法很好地进行故障模式辨识.

2 指定元分析

本节引入一种将统计建模和工程物理建模相结

合的多变量统计特征提取方法, 即指定元分析法. 其
基本思想是: 类似于 PCA 中的特征向量 bbbi, 首先根
据设备运行中常见的故障和征兆之间的关系, 定义
正常或故障变化模式 dddi

dddi = [di1, di2, · · · , dip]T, i = 1, 2, · · · , p (17)

然后, 将观测变量 yyy 在指定模式 dddi 所表示方向上做

投影, 即可得到相应的指定元 wi, 即

wi = dddT
i yyy (18)

在做 n 次采样的情况下, 得到如下方程

[wi1, wi2, · · · , win] =

[di1, di2, · · · , wip]




y11 y12 · · · y1n

y21 y22 · · · y2n

...
...

. . .
...

yp1 yp2 · · · ypn




(19)

对所有 i = 1, 2, · · · , p, 可用矩阵形式表示为

W = DTY (20)

其中, D ∈ Rp×p 是由标准正交指定模 dddi ∈ Rp×1,
i = 1, 2, · · · , p 构成的矩阵, 满足 DTD = I. W ∈
Rp×n 为指定元 www = [ w1 w2 · · · wp ]T ∈ Rp×1

的 n 次采样矩阵. 所以

Y = DW (21)

从而观测数据矩阵具有基于指定元的分解式[12]

Y =
p∑

i=1

dddiwwwi (22)

并可以基于各指定元的显著性信息或其 Shewhart
图进行故障诊断.
与主元方差类似, 指定元的方差也刻画了观测

数据阵在相应指定模式方向上的覆盖程度, 各指定
模式对系统变化的贡献率可以用下式计算

Di % =
var(wi)
tr(ΣY )

(23)

由于指定模式是有明确物理意义的变化模式, 根据
各指定模式贡献率的大小, 可以快速确定系统的变
化是由哪些故障模式引起的[13].

DCA 需要先定义一组相互正交的变化模式, 这
在有些情况下比较困难. 为此, 本文首先建立 DCA
的空间投影框架, 进一步完善 DCA 故障诊断理论,
将异常检测和诊断问题转化为观测数据向相应子空

间投影能量的显著性检测问题, 并在此基础上开展
非正交指定模式 DCA 诊断方法研究.

3 DCA的空间投影框架

3.1 指定模式的定义

为了对大型自动化系统进行监控, 往往需要安
装不同类型的传感器, 系统的故障现象、故障原因之
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间的关系可以用故障征兆集刻画[18]. 传感器测量的
是一个数值, 而征兆实际上是用测量值与标准值的
偏离程度表示的, 本文以下部分假设观测数据都是
中心化之后的. 刻画设备状态的变化模式包括正常
变化模式和故障模式, 统称为指定模式, 可由模式类
型和征兆之间的关系定义. 根据系统的实际运行经
验, 若系统的故障论域包括 l 个典型故障 ddd1, ddd2, · · · ,
dddl, 并可提取 p 个征兆 ur (r = 1, 2, · · · , p) 作为 dddi

的特性指标. ur 按以下规则取值:

ur =

{
1, 第 r 种征兆出现

0, 第 r 种征兆不出现
, r = 1, 2, · · · , p

从而变化模式 dddi 可以通过一个取值为 0 或 1 的 p

维向量表示

dddi = [di1, di2, · · · , dip]T (24)

其中

dir =

{
1, 模式 i 呈现征兆 r

0, 模式 i 不呈现征兆 r

i =1, 2, · · · , l, r = 1, 2, · · · , p (25)

根据实际运行经验和理论分析, 空气压缩机的
典型故障有一级吸气阀泄漏、润滑油供给不足或油

路堵塞、润滑油受到到污染、一级排气阀泄漏、电机

传动故障等 17 种, 可以提取出一级排气温度上升、
中间冷却器排气温度上升、二级排气温度上升、油

冷出口温度上升、电机电流不正常变化等 20 种征
兆, 其故障征兆集如表 1 所示[18].
空气压缩机发生一级吸气阀泄漏故障对应于表

中的第 4 行, 润滑油供给不足故障对应于表中第 5

行, 润滑油受到污染故障对应于表中第 6 行, 这些故
障模式可以定义为

ddd4 =[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]T

(26)
ddd5 =[1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0]T

(27)
ddd6 =[1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]T

(28)
从空气压缩机故障模式的定义可以看出, 按照

式 (25) 定义的指定模式并非全部相互正交. 第 3 节
先假设所有故障模式都正交, 给出基于 DCA 的空
间投影框架. 第 4 节研究非正交指定模式的 DCA
诊断问题.

3.2 DCA的空间投影框架

参考系统运行经验, 根据故障与征兆之间的对
应关系, 按照式 (25) 定义变化模式, 并对其进行标
准化. 假设 ddd1, ddd2, · · · , dddl 是 l 个正交指定模式, 则
有以下定理成立.

定理 2. 正交指定模式的数目 l 不可能超过观

测空间的维数 p, 即

l ≤ p (29)

证明. 由于 ddd1, ddd2, · · · , dddl 相互正交, 即 dddT
i dddq =

0, 对所有 i 6= q 成立, 所以 ddd1, ddd2, · · · , dddl 是线性无

关向量组. 事实上, 若存在 c1, c2, · · · , cp, 使得

l∑
i=1

cidddi = 0 (30)

则 ∀α = 1, 2, · · · , l, 有

表 1 空气压缩机故障征兆集

Table 1 Fault-symptom set of air compressor

u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11 u12 u13 u14 u15 u16 u17 u18 u19 u20

ddd1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ddd2 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ddd3 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ddd4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

ddd5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

ddd6 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ddd7 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ddd8 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

ddd9 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ddd10 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

ddd11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

ddd12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

ddd13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

ddd14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

ddd15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

ddd16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

ddd17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



7期 周福娜等: 基于指定元分析的多故障诊断方法 975

dddT
α

l∑
i=1

cidddi = 0 (31)

l∑
i=1

ciddd
T
αdddi = 0 (32)

所以

cα = 0 (33)

对所有 α 成立, 从而 ddd1, ddd2, · · · , dddl 线性无关.
设 dddi (i = 1, 2, · · · , l) 是观测空间中定义的 l (l

> p) 个正交模式, 则 ddd1, ddd2, · · · , dddl 线性无关. 另一
方面, 由线性代数知识知 p 维空间中线性无关向量

的个数不超过 p, 与 l > p 矛盾. 所以正交指定模式
的数目 l ≤ p. ¤
本节以下部分分别讨论 l = p 和 l < p 时的

DCA 故障诊断理论.
3.2.1 正交指定模式数目等于 ppp

记多变量系统观测空间 S ≡ Rp×1, 观测变量 y

的采样样本 yyy (j) (j = 1, 2, · · · , n) 是 S 中的元素.
若按式 (25) 定义的 p 个指定模式 ddd1, ddd2, · · · , dddp 是

相互正交的, 由线性代数知识知 ddd1, ddd2, · · · , dddp 是观

测空间 S 的一组基. S 可看作 ddd1, ddd2, · · · , dddp 的张成

空间

S = span{ddd1, ddd2, · · · , dddp} (34)

定理 3. 观测空间 S 可分解为正常子空间和故

障子空间的直和

S = SN ⊕ SF (35)

其中, 故障子空间 SF 由故障模式张成

SF = span{dddF1 , dddF2 , · · · , dddFlF
} (36)

正常子空间 SN 由正常随机变化模式张成

SN = span{dddN1 , dddN2 , · · · , dddNlN
} (37)

dddFt
, dddNs

∈ {ddd1, ddd2, · · · , dddp}, t = 1, 2, · · · , lF, s =
1, 2, · · · , lN, lF + lN = p.
3.2.2 正交指定模式数目小于 ppp

正交指定模式数目小于观测空间维数时, 可通
过构造由指定模式张成子空间的正交补空间的方法

给出观测数据阵基于指定元的分解式.
定理 4. 若指定了 l (l < p) 个正交变化模式 ddd1,

ddd2, · · · , dddl, 则可通过 Schmidt 正交化法构造指定模
式张成空间 S1 = span{ddd1, ddd2, · · · , dddl} 的正交补空
间 SE, 从而观测数据阵可以有如下分解形式

Y =
l∑

i=1

dddiwwwi + E (38)

证明. 由线性代数知识知ddd1, ddd2, · · · , dddl 是Rp×1

中的一组线性无关向量, 且 D = [ddd1, ddd2, · · · , dddl]
是一个列满秩矩阵 rank(D) = l. 所以存在 H ∈
Rp×(p−l), 使得

D̄ = [ D H ] (39)

是一个列满秩矩阵 rank(D̄) = p. 再对 D̄ 的列向量

做 Schmidt 正交化, 并做归一化处理可得一标准正
交矩阵 D̃, 其中 D̃ 的前 l 列是 D, 即

D̃ = [ D Ĥ ] (40)

由 D̃ 的列定义的模式是一组正交模式. 做观测数据
阵 Y 关于 D̃ 的指定元分析可得

W̃ = D̃TY (41)

Y = D̃W̃ =
p∑

i=1

d̃ddiw̃wwi =
l∑

i=1

dddiw̃wwi +
p∑

i=l+1

d̃ddiw̃wwi =

DW + ĤŴ (42)

其中

W = [w̃ww1, w̃ww2, · · · , w̃wwl]T (43)

Ŵ = [w̃wwl+1, w̃wwl+2, · · · , w̃wwp]T (44)

由于 D 和 Ĥ 中各列正交, 所以 SE = span{ĥhh1, ĥhh2,
· · · , ĥhhp−l} 是 S1 = span{ddd1, ddd2, · · · , dddl} 的正交补
空间

S = S1 ⊕ SE (45)

且观测数据阵有关于指定元的分解式

Y = ddd1www1+ddd2www2+· · ·+dddlwwwl+E = DW +E (46)

其中分解的残差阵为

E = ĤŴ (47)

¤
推论 1. 由定理 3 知 S1 = span{ddd1, ddd2, · · · , dddl}

可分解为正常子空间和故障子空间的直和

S1 = SN ⊕ SF (48)

由式 (45) 和式 (48) 可得定理 5.
定理 5. 观测空间 S 可分解为正常子空间、故

障子空间和残差子空间的直和

S = SN ⊕ SF ⊕ SE (49)

其中故障子空间 SF 由故障模式张成

SF = span{dddF1 , dddF2 , · · · , dddFlF
} (50)
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正常子空间 SN 由正常随机变化模式张成

SN = span{dddN1 , dddN2 , · · · , dddNlN
} (51)

dddFt
, dddNs

∈ {ddd1, ddd2, · · · , dddl}, t = 1, 2, · · · , lF, s = 1,
2, · · · , lN, lF + lN = l. 残差子空间

SE = span{d̃ddl+1, d̃ddl+2, · · · , d̃ddp} (52)

3.3 基于空间投影能量的异常检测

定义 1. 将空间的基看作坐标轴, 向量向子空间
投影的能量定义为它在子空间的各坐标轴上投影的

平方和.
将时刻 j 采集到的观测值 yyy(j) ∈ Rp×1 看作是

观测输出空间 S 中的一个向量, yyy(j) 向故障信号子
空间 SF、正常信号子空间 SN 和残差子空间 SE 投

影的能量可以用下式定义

eFj
=

lF∑
i=1

|dddT
Fi

yyy(j)|2 (53)

eNj
=

lN∑
i=1

|dddT
Ni

yyy(j)|2 (54)

eEj
=

p∑
i=l+1

|d̃ddT

i yyy(j)|2 (55)

则多变量系统在时刻 j 的能量可定义为

eSj
= ‖yyy(j)‖2 =

p∑
i=1

|yij|2 (56)

易知时刻 j 多变量系统的能量等于 yyy(j) 在式 (49)
所示的三个子空间上投影能量的和

eSj
= eFj

+ eNj
+ eEj

(57)

定义 2. 若 yyy(j) 在故障空间投影的能量 eFj
较

大, 则系统发生异常, 否则认为系统正常运作.
注 1. 指定模式选取合理的情况下, 观测 yyy(j)

在残差空间投影的能量 eEj
很小. 若 eEj

较大, 则说
明模式选取不合适. 这个结论可用于故障诊断初期
用试错法选取指定模式的过程.

3.4 基于空间投影能量的故障诊断

系统发生异常情况下, 为了方便及时进行故障
维修, 还需进一步判断究竟发生了什么故障, 找出引
起故障的根源. 为此, 在故障子空间中, 将时刻 j 的

观测 yyy(j) 向各指定的故障模式方向投影, 计算投影
的能量为

edij
= |dddT

i yyy(j)|2 (58)

由式 (18) 知
edij

= |wij|2 (59)

并据此定义多变量系统的采样数据阵 Y 在 dddi 方向

投影的能量

edi
=

n∑
j=1

|dddT
i yyy(j)|2 =

n∑
j=1

|wij|2 (60)

若观测变量 yyy = [y1, y2, · · · , yp]T 是零均值的随
机向量, 则各分量的线性组合 wi = dddT

i yyy 是一个零均

值的随机变量, 所以指定元各次采样的平方和即是
其方差的 n 倍

n∑
j=1

|wij|2 = n var(wi), i = 1, 2, · · · , p (61)

从而

edi
= n var(wi) (62)

由于多变量系统的能量可以用观测数据阵的范

数表示

‖Y ‖2
F = tr(Y Y T) = n tr(ΣY ) (63)

所以有如下定义:
定义 3. 观测数据阵对各指定模式的显著性定

义为

Di % =
edi

‖Y ‖2
F

=
var(wi)
tr(ΣY )

(64)

事实上, 式 (64) 刻画了第 i 种指定模式 dddi 对系统变

化的贡献率, Di % 取值较大说明系统的变化可能是
由这个模式引起的. DCA 根据式 (64) 所得显著性
的大小, 判断相应的故障是否发生.
综合第 3.3 节和第 3.4 节的研究, 在 DCA 空间

投影框架下, 异常检测问题转化为观测数据 yyy(j) 在
故障子空间 SF = span{dddF1 , dddF2 , · · · , dddFlF

} 中投影
能量的显著性检测问题, 而故障诊断问题则转化为
观测数据阵 Y 在空间 SFi

= span{dddFi
} 上投影能量

的显著性检测问题. 第 4 节根据观测数据向相应子
空间投影能量的显著性进行非正交模式 DCA 故障
诊断研究.

4 逐步DCA多故障诊断方法

在基于 DCA 的故障诊断中, 首先需要定义一
组相互正交的变化模式, 然而, 在大型自动化系统的
运作过程中, 由征兆定义的变化模式并非彼此正交.
本节基于模式分组的思想给出非正交指定模式逐步

DCA 多故障诊断方法.
首先, 根据实际运行经验和理论分析, 按照式

(25) 的方式定义 l 种变化模式 dddi (i = 1, 2, · · · , l),
并将其分为M 组组内正交的变化模式集

Dm = [dddm
1 , dddm

2 , · · · , dddm
lm

] ∈ Rp×lm (65)
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满足

DmT
Dm = I (66)

M∑
m=1

lm = l (67)

先将观测数据阵 Y 关于第一组正交模式 D1 做

指定元分析, 将第一组指定模式从观测数据中移除
之后, 得到残差数据阵 Y 2, 将 Y 2 向故障子空间 SF

投影, 根据能量显著性判断是否仍包含其他故障. 确
实包含其他故障情况下, 再将 Y 2 关于第二组指定模

式 D2 做指定元分析, 依此类推, 直到对全部故障模
式都完成分析. 即

Y 1 = Y (68)

W 1 = D1T
Y 1 (69)

Y 2 = Y 1 −D1W 1 (70)

W 2 = D2T
Y 2 (71)

Y 3 = Y 2 −D2W 2 (72)
...

W M = DMT
Y M (73)

E = Y M−1 −DMW M (74)

分别计算每步 DCA 过程中各指定元的显著性

Dm
i % =

var(wm
i )

tr(ΣY i)
, i = 1, 2, · · · , lm (75)

据此判断相应的故障有否发生.
上述逐步 (Progressive) DCA 诊断过程可用图

1 表示.

图 1 逐步 DCA 多故障诊断算法

Fig. 1 Progressive DCA for multiple faults diagnosis

定理 6. 上述逐步 DCA 过程事实上是将观测
数据矩阵表示成由非完全正交模式定义的指定元的

和.

Y = D1W 1 + D2W 2 + · · ·+ DMW M + E (76)

证明. 设 rank(D1) 表示指定模式矩阵D1 的列

秩.
1) 若 rank(D1) = p

即找到了 p 个正交的变化模式, 根据第 3 节指
定元分析的定义, 可以将观测数据阵 Y ∈ Rp×n 关

于指定元进行完全分解

Y = D1W 1 (77)

此时残差阵 E = 0.
2) 若 rank(D1) < p

由 D1 的定义知 ddd1
1, ddd

1
2, · · · , ddd1

l1
∈ Rp×1 是一组

正交的 p 维向量, 由线性代数知识知它们线性无关,
且D1 是一个列满秩矩阵. 同定理 4 的证明, 利用构
造各列张成空间的正交补空间的方法构造标准正交

矩阵

D̃1 = [ D1 H̃1 ] (78)

将观测数据阵 Y 关于 D̃1 做指定元分析

W̃ 1 = D̃1T
Y =

[
D1T

H̃1T

]
Y =

[
D1T

Y

H̃1T
Y

]
≡

[
W 1

Ŵ 1

]

(79)
从而观测数据阵 Y 有如下分解式

Y = D̃1W̃ 1 = D1W 1 + H̃1Ŵ 1 (80)

令

Y 2 = Y −D1W 1 (81)

同前述过程, 对 D2 = [D2
1, D

2
2, · · · , D2

l2
] ∈

Rp×l2 经过扩维和正交化处理之后, 可得一标准
正交矩阵

D̃2 = [ D2 H̃2 ] (82)

对移除第一组指定模式后的观测数据 Y 2 做关于 D̃2

的指定元分析, 可得

W̃ 2 = D̃2T
Y 2 (83)

且有 Y 2 关于指定元的分解式

Y 2 = D̃2W̃ 2 = D2W 2 + H̃2Ŵ 2 (84)

由式 (81) 知

Y = D1W 1 +Y 2 = D1W 1 +D2W 2 +H̃2Ŵ 2 (85)

重复此过程直到

Y M = Y M−1 −DM−1W M−1 (86)

即可得

Y = D1W 1 + D2W 2 + · · ·+ DMW M + E (87)
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其中

E = H̃MŴ M (88)

¤
定理 7. 在观测数据阵基于指定元的分解式

(76) 中, 适当选取指定模式的情况下, 当指定模式数
目 l → p 时, 残差阵 E → 0.
证明. 1) 若 rank(D1) = p, 由定理 6 的证明知,

E = 0, 结论显然成立.
2) 若 rank(D1) < p, 由定理 6 的证明知

E = H̃MŴ M (89)

由 H̃M 的定义知, H̃M ∈ Rp×(p−lM ), 不妨设

H̃M = [ h̃hh
M

lM+1 h̃hh
M

lM+2 · · · h̃hh
M

p
] (90)

Ŵ M = [ ŵwwM
lM+1 ŵwwM

lM+2 · · · ŵwwM
p ]T (91)

由 D̃M = [ DM H̃M ] 是标准正交矩阵知

D̃MD̃MT
= I = DMDMT

+ H̃MH̃MT
(92)

从而

H̃MH̃MT ≤ I (93)

即
p∑

i=lM+1

h̃hh
M

i h̃hh
MT

i ≤ I (94)

所以

h̃hh
M

i h̃hh
MT

i ≤ I (95)

EET =(H̃MŴ M)(H̃MŴ M)T =
(

p∑
i=lM+1

h̃hh
M

i ŵwwM
i

)(
p∑

i=lM+1

h̃hh
M

i ŵwwM
i

)T

=

p∑
i=lM+1

var(ŵM
i )h̃hh

M

i h̃hh
MT

i ≤
p∑

i=lM+1

var(ŵM
i )I

(96)

‖E‖2
F = tr(EET) ≤ tr

(
p∑

i=lM+1

var(ŵM
i )I

)
=

(p− lM)
p∑

i=lM+1

var(ŵM
i ) (97)

由式 (87) 可知, 对M 组正交指定模式子集做逐步

DCA 分析后, 已把全部 l =
∑M

m=1 lm 种指定模式

都从观测数据中移除, 所得残差

E = Y −
M∑

m=1

DmW mT
(98)

中包含的未指定模式 h̃hh
M

i 的指定元方差 var(ŵM
i ) 都

很小. 当指定模式数目 l → p 时,
∑p

i=lM+1 var(ŵM
i )

→ 0, 所以

‖E‖F → 0 (99)

¤
事实上, 由注 1 和式 (62) 知, 未指定模式相应

指定元的方差都很小. 若未指定模式的方差较大, 则
说明模式选取不成功, 应该回到诊断初期, 进一步利
用系统或设备的运行状态信息正确选取指定模式.

5 仿真研究

本节给出逐步 DCA 多故障诊断方法的仿真结
果, 仿真中取 p = 15, 即用 15 中征兆表示变化模式,
并取 n = 1 000 个采样点. 设观测数据由 15 种共存
的变化模式复合而成

Y =
15∑

i=1

dddiw̄wwi (100)

受各模式影响程度如图 2所示. dddi (i = 1, 2, · · · , 15)
由式 (25) 定义.

图 2 仿真用指定元方差

Fig. 2 DC value for generating observation

选定 l = 10 个指定模式 ddd1, ddd2, · · · , ddd10, 其中
ddd1, ddd3, ddd5, ddd8, ddd10 为仿真故障模式, ddd2, ddd4, ddd6, ddd7, ddd9

为正常随机变化模式. 其他表示非显著的随机变化
模式. 在 10 种指定模式中, D1 = [ddd1, ddd2, · · · , ddd6]
是一组组内正交指定模式构成的矩阵, D2 =
[ddd7, ddd8, ddd9, ddd10] 是另一组组内正交指定模式构成的
矩阵. w̄wwi 是仿真用指定元样本, 假设仿真指定元是
零均值的正态分布随机变量, 可通过 Matlab 中的
randn 及简单线性运算产生 15 组相关的随机样本
w̄wwi (i = 1, 2, · · · , 15).
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5.1 基于 PCA的故障诊断

图 3 给出了用 PCA 对观测数据做监控的 SPE
图, 从图 3 可以看出从 801 个采样点开始系统发生
了明显的故障. 但 SPE 图只能发出系统异常状况报
警, 无法判定究竟哪些故障发生了. 为此, 直接对观
测数据 Y 本身做主元分析, 提取其中变化最大的方
向, 并与已知故障方向相比较, 采用基于 PCA 的特
征方向法进行故障模式识别.

图 3 PCA 的 SPE 图

Fig. 3 SPE chart for PCA

定义两个标准化向量的方向相似度

s = 1− c θ

90
(101)

其中, θ 是向量 aaa 与 bbb 的夹角, c = 57.3 表示弧度与
度的转换系数, 1/90 为归一化系数. 表 2 给出了对
Y 直接做主元分析的第一载荷向量 bbb1 与已知故障

模式 dddi (i = 1, 3, 5, 8, 10) 的相似度.

表 2 bbb1 与已知故障模式的相似度

Table 2 Similarity between bbb1 and the simulated

fault pattern

ddd1 ddd3 ddd5 ddd8 ddd10

bbb1 0.3108 0.2537 0.2694 0.1924 0.1566

从表 2 可以看出, 当系统中包含多种故障时, 主
元分析的第一载荷向量与故障库中故障的相似度都

不超过 0.35, 因此基于 PCA 特征方向法的故障诊
断结果是不可靠的.

5.2 基于逐步DCA的多故障诊断

先将观测数据关于 D1 中的变化模式做 DCA
分析, 绘制观测数据向故障子空间 SF = span{ddd1,
ddd3, ddd5, ddd8, ddd10} 投影的能量曲线如图 4 所示. 其中实
线和虚线分别表示正常和故障数据向 SF 投影的能

量随时间变化曲线.

从图 4 可以看出, 801 点开始观测数据向故障
子空间 SF 投影的能量较大, 据此判断系统发生了异
常. 也可通过确定投影能量阈值的方法进行系统异
常检测, 阈值可由多次实验结果或经验确定.

图 4 观测数据向故障子空间投影能量曲线

Fig. 4 Projection energy of original observation

根据 DCA 分析的结果, 计算D1 中各变化模式

的显著性如表 3所示. 从表 3可以看出,观测数据关
于故障模式 ddd1, ddd3, ddd5 的显著性较大, 据此判断观测
数据中包含这三种故障. 图 5 (见下页) 给出了关于
D1 中的指定模式做指定元分析所得 6 个指定元的
Shewhart 图. 图 5 中, UCL (Upper control limit)
和 LCL (Lower control limit) 分别表示控制上限和
控制下限. 不难看出图 5 的结果进一步验证了基于
表 3 进行多故障诊断结果的可靠性.

表 3 D1 中各指定模式的显著性

Table 3 Significance of the designated pattern in D1

ddd1 ddd2 ddd3 ddd4 ddd5 ddd6

Di % 0.3204 0.0143 0.2338 0.0099 0.3039 0.0073

移除第一组变化模式 D1 后得到残差数据阵

Y 2, 将其向故障子空间 SF 投影, 并绘制其投影能量
曲线如图 6 (见第 981 页) 所示. 其中实线和虚线分
别表示正常和故障观测数据向 SF 投影的能量曲线.

从图 6 可以看出, 移除了第一组变化模式 D1

后, 系统中仍然可能包含其他故障. 为找出这些故
障,将残差数据阵关于第二组变化模式D2 再做指定

元分析, 计算各变化模式的显著性, 结果如表 4 (见
下页) 所示. 从表 4 可以看出 ddd8, ddd10 对系统变化的

贡献较大, 据此可以判断系统中发生了这两种故障.
图 7 (见第 981页)给出了各指定元的 Shewhart

图,从图 7可以看到ddd8, ddd10 相应指定元的 Shewhart
图在 801 个采样点以后超出了控制限, 其余指定元
的 Shewhart 图基本都在控制限内, 这进一步证实除
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(a) 第一指定元

(a) The 1st dc

(b) 第二指定元

(b) The 2nd dc

(c) 第三指定元

(c) The 3rd dc

(d) 第四指定元

(d) The 4th dc

(e) 第五指定元

(e) The 5th dc

(f) 第六指定元

(f) The 6th dc

图 5 D1 中各指定元的 Shewhart 图

Fig. 5 Shewhart chart for dc in D1

了已诊断出的 ddd1, ddd3, ddd5 外, 系统中还发生了 ddd8, ddd10

两种故障.
综合本节的仿真研究可知, 用逐步 DCA 方法

可以诊断出系统中包含 ddd1, ddd3, ddd5, ddd8, ddd10 等 5 种故
障, 与仿真产生 Y 的方式相同.

表 4 D2 中各指定模式的显著性

Table 4 Significance of the designated pattern in D2

ddd7 ddd8 ddd9 ddd10

Di% 0.0315 0.4277 0.0082 0.2283
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图 6 残差数据向故障子空间投影能量曲线

Fig. 6 Projection energy of residual

6 结论和展望

结合多变量统计建模与物理建模的 DCA 可以
克服 PCA 模式复合的不足, 除了可以进行异常检测
外, 还可以有效地进行故障的识别和多故障的诊断.

本文首先建立多变量系统的观测空间 S, 并将
其分解为正常子空间 SN 和故障子空间 SF 的直和,
然后将观测数据分别向故障子空间和正常子空间投

影, 建立 DCA 的空间投影框架. 从而将异常检测问
题转化为观测数据 yyy(j) 在故障子空间 SF 中投影能

量的显著性检测问题, 而故障诊断问题则转化为观
测数据阵 Y 在子空间 SFi

≡ span{dddFi
} 上投影能量

的显著性检测问题. 以此为理论基础, 开展了非正交
指定模式 DCA 多故障诊断问题研究, 提出了一种
逐步 DCA 多故障诊断方法, 并证明了非正交模式
逐步 DCA 分析的可行性和收敛性.
利用标架 (Frame) 的相关理论也是解决非正交

指定模式 DCA 诊断问题的途径之一. 但是用标架
表示相应空间的信息时所产生的冗余性, 使得非正
交模式的标架投影 DCA 方法研究过程中, 将会遇
到因分解形式的不唯一性而带来的新问题. 解决这
些关键理论问题可以给出更完善的 DCA 理论框架,
同时有助于增强算法的实用性.

(a) 第七指定元

(a) The 7th dc

(b) 第八指定元

(b) The 8th dc

(c) 第九指定元

(c) The 9th dc

(d) 第十指定元

(d) The 10th dc

图 7 D2 中各指定元的 Shewhart 图

Fig. 7 Shewhart charts for dcs in D2
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