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离散传递函数正实性与连续传递函数有限频率

正实性的代数判据

周 彬 1 段广仁 1

摘 要 正实性是控制理论中最重要的概念之一. 许多控制目标的实现皆依赖于某些传递函数的正实性. 相比于正实性, 有

限频率正实性则是较近提出的概念, 并且亦在控制理论中找到了大量应用. 为了判断离散标量传递函数的正实性和连续标量

传递函数的有限频率正实性, 本文分别给出了一种易于计算的简洁代数判据. 现有的判断连续标量传递函数严格正实性的代

数判据可以看作是本文结果的特殊情况. 数值算例验证了方法的有效性.
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Algebraic Criteria for Positive Realness of Discrete Transfer Function and

Finite Frequency Positive Realness of Continuous Transfer Function

ZHOU Bin1 DUAN Guang-Ren1

Abstract Positive realness of a transfer function is one of the most important notions in control theory. The achieve-

ments of many control objectives rely on the positive realness of certain transfer functions. Compared with positive

realness, finite frequency positive realness is a new notion, and it also finds some important applications in control theory.

In order to verify the positive realness of scalar discrete transfer function and the finite frequency positive realness of

continuous scalar transfer function, this paper presents a simple algebraic criterion. Some existing results can be regarded

as special cases of the presented results. Numerical examples show the effectiveness of the proposed approach.

Key words Discrete transfer function, positive realness, continuous transfer function, finite frequency positive realness,
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正实传递函数 (或正实系统) 是控制理论中重要
的概念之一. 在许多控制问题中, 诸如在网络稳定性
分析[1]、绝对稳定性分析[2] 和自适应控制[3] 中, 系
统的正实性都起着关键性的作用. 由于正实性的重
要性, 许多研究者讨论了各种各样的分析和设计问
题. 例如, 对于正实传递函数 (系统) 的分析, 著名
的Kalman-Yakukobovich-Popov (KYP) 引理给出
了判断用状态空间描述的系统的正实的充要条件[2];
文献 [4] 利用相角和幅值条件讨论了判断正实性的
频率方法; 文献 [5−6] 给出了单输入单输出系统的
简便代数判据, 并推广到了多输入系统[7] 等. 对于
正实系统的设计, 文献 [8] 考虑了设计输出反馈使得
给定系统是严格正实的; 文献 [9] 考虑了设计观测器
和输出反馈使得闭环系统对新的输出是严格正实的;
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文献 [10] 考虑了正实控制的多乘子设计方法; 文献
[11] 则考虑了带有不确定性线性系统的正实控制.
近些年来, 对于线性系统发展起来的理论和方法已
经相应地被推广到非线性系统[12]、随机系统[13] 和

广义系统[14].
传递函数的普通正实性是定义在所有频率上的,

即对任意频率, 传递函数都具有正实部. 考虑到实际
系统由于传感器和执行器都不能工作在所有的频率

范围内, 而只能工作在有限频率范围内, 有必要考虑
有限频率正实性. 关于有限频率正实性, 控制界已经
有比较详细的讨论, 特别是文献 [15] 给出了五个支
持讨论有限频率正实性的理由, 并且文献 [15] 还较
为完备地将普通正实性的概念和著名的 KYP 引理
推广到有限频率正实性的情况, 并结合实际控制系
统讨论了其应用前景.
对于给定传递函数, 虽然可以用著名的KYP引

理和有限频率KYP 引理[15] 来判断其是否严格正实

和有限频率正实, 但由于需要线性矩阵不等式求解
器, 在有些场合并不实用[6]. 并且对于标量连续传递
函数, 可以有更简单的判据来判断其是否是严格正
实的[5−6]. 但据作者所知, 关于判断离散标量传递函
数正实性的代数判据和连续标量传递函数有限频率
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正实性的代数判据并没有相关的结果. 本文旨在对
上述两个问题进行研究. 对于前一个问题, 本文给出
了一种形式上非常简洁的代数判据, 并且容易看出
该判据从形式上与已知文献中报道的连续标量传递

函数正实性判据具有对偶的形式. 但由于离散系统
不同于连续系统, 本文结果的导出明显较已知文献
复杂. 对于后一个问题, 本文也给出了一个形式和计
算都很简单的代数判据. 本文指出, 如果令有限频率
上限 ωmax 趋于无穷大, 则从本文的结果可以导出文
献 [5] 中报道的判断普通正实性的代数判据. 值得
指出的是, 本文所用的方法不同于文献 [5] 所用的方
法. 为了验证结论的正确性和有效性, 本文亦给出了
若干数值例子进行说明.
除了特殊说明, 本文中符号 |A| 表示矩阵 A 的

行列式.

1 主要结果

1.1 离散传递函数严格正实的代数判据

离散传递函数严格正实的定义如下.
定义 1. 给定离散标量传递函数 h(z) 被称为是

严格正实的, 如果
1) h(z) 在单位圆 |z| < 1 之外是解析的 (此处

|z| 表示复数 z 的模), 即单位圆外及圆上没有极点;
2) 对于任意 0 ≤ ω ≤ 2π, 成立 h(ejω)+h(e−jω)

> 0.
为了证明本小节的主要结果, 需要如下引理.
引理 1[16]. 设矩阵 A,B, C 和D 为具有适当维

数的给定矩阵, 并且 D 和 A 是非奇异的, 那么

|D||A−BD−1C| = |A||D − CA−1B| (1)

特别地, 在式 (1) 中令 D = −Im 和 A = −In, 得到

|I + BC| = |I + CB| (2)

本小节的主要结果表述如下.
定理 1. 令 h(z) = d + ccc(zI −A)−1bbb 为给定离

散传递函数, 那么 h(z) 是严格正实的当且仅当: 1)
矩阵 A 是 Schur 稳定的, 即 A 所有的特征值的模都

严格小于 1; 2) d > 0; 3) 矩阵 A = A− (1/d)bbbccc 是
Schur 稳定的; 4) 矩阵 ActAct 没有负实特征值, 这
里

Act = (A− I)(A + I)−1 (3)

Act = (A − I) (A + I)−1 (4)

证明. 矩阵 A 的 Schur 稳定性是 h(z) 正实的
必要条件.根据著名的KYP引理,传递函数 h(z)严
格正实当且仅当存在矩阵 P > 0, 使得

[
ATPA− P ATPbbb− cccT

bbbTPA− ccc −(d + dT − bbbTPbbb)

]
< 0 (5)

显然, 由 Schur 补引理, 不等式 (5) 暗含 2d− bbbTPbbb

> 0, 即 d > 0, 以及

0 > ATPA− P +
(ATPbbb− cccT)(bbbTPA− ccc)

2d− bbbTPbbb
=

A TPA − P +
1
d
cccTbbbTPA +

1
d
ATPbbbccc−

bbbTPbbb

d2
cccTccc +

(ATPbbb− cccT)(bbbTPA− ccc)
2d− bbbTPbbb

=

A TPA − P +
1

2d− bbbTPbbb
NNT

其中

N = ATPbbb +
d− bbbTPbbb

d
ccc

因此, 为了保证式 (5) 成立, 下式必须成立

A TPA − P < 0

根据 Lyapunov 稳定性定理, 上式即表明矩阵 A =
A− (1/d)bbbccc 是 Schur 稳定的.
令 ĥ(z) = ccc(zI −A)−1bbb, 则根据定义 1, 传递函

数 h(z) 是严格正实的当且仅当下式成立

1
2

(
h(ejω) + h(e−jω)

)
= d + Re

(
ĥ(ejω)

)
> 0 (6)

其中 0 ≤ ω ≤ 2π. 为了对上式进行化简, 需要用到
如下关于传递函数的一个著名的表征

ccc(zI −A)−1bbb =
|zI −A + bbbccc| − |zI −A|

|zI −A| (7)

事实上, 恒等式 (7) 可以通过对恒等式 (1) 进行代换
(A,B, C, D) 7→ (zI − A,bbb, ccc, 1) 得到. 那么利用式
(7), 有

1 + Re
(
ĥ(ejω)

)
=

1 + Re
(
ccc(ejωI −A)−1bbb

)
=

1 + Re
( |ejωI −A + bbbccc| − |ejωI −A|

|ejωI −A|
)

=

Re
( |e−jωI −A||ejωI −A + bbbccc|

|ejωI −A||e−jωI −A|
)

=

Re
( |I + A2 −Abbbccc− 2A cos(ω) + bbbccce−jω|

|I + A2 − 2A cos(ω)|
)

=

Re
( |At + bbbccce−jω|
|I + A2 − 2A cos(ω)|

)
(8)

这里 At = I + A2 − Abbbccc − 2A cos(ω). 通过对恒等
式 (1) 实行代换 (A,B, C, D) 7→ (At, bbb, ccc,−ejω), 可
以得到

(−ejω
) |At + bbbe−jωccc| = |At|

(−ejω − cccA−1
t bbb

)
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进一步, 有

Re
(|At + bbbe−jωccc|) =

Re

(
|At|

(−ejω−cccA−1
t bbb

)

(−ejω)

)
=

Re
(|At|

(
1 + cccA−1

t bbbe−jω
))

(9)

通过对恒等式 (1) 进行代换 (A,B, C, D) 7→ (At,
bbb cos(ω), ccc,−1), 可得

|At + bbbccc cos(ω)| = |At|
(
1 + cccA−1

t bbb cos(ω)
)

(10)

将方程 (10) 代入到方程 (9) 中, 并进行化简得到

Re
(|At + bbbe−jωccc|) = |At + bbbccc cos(ω)| (11)

将式 (11) 代入到式 (8), 并利用恒等式 (2) 有

1 + Re
(
ĥ(ejω)

)
=
|Y −Abbbccc + bbbccc cos(ω)|
|I + A2 − 2A cos(ω)| =

|I − Y −1(A− cos(ω)I)bbbccc| =
|1− cccY −1(A− cos(ω)I)bbb| =
1− cccY −1(A− cos(ω)I)bbb

这里 Y = I + A2 − 2A cos(ω). 因此, 通过再一次利
用式 (2), 可以得到如下等式

d + Re(ĥ(ejω)) =

d− cccY −1(A− cos(ω)I)bbb =

d

(
1− 1

d
cccY −1(A− cos(ω)I)bbb

)
=

d

∣∣∣∣I −
1
d
Y −1(A− cos(ω)I)bbbccc

∣∣∣∣ =

d
∣∣Y −1

∣∣
∣∣∣∣Y − 1

d
(A− cos(ω)I)bbbccc

∣∣∣∣ (12)

由于矩阵 A 是 Schur 稳定的, 下述关系成立

|Y | = |(A− cos(ω)I)2 + sin2(ω)I| > 0

那么从式 (12) 可以推出

0 < d + Re(ĥ(ejω))

⇔
∣∣∣∣Y − 1

d
(A− cos(ω)I)bbbccc

∣∣∣∣ > 0

⇔
∣∣∣∣I + AA − cos(ω)

(
2A− 1

d
bbbccc

)∣∣∣∣ > 0

⇔ |I + AA − cos(ω)(A + A )| > 0

⇔ |R− θ(A + A )| > 0 (13)

其中, R = (I + A)(I + A ), θ = 1 + cos(ω). 如果 ω

= π, 由于矩阵 A 和矩阵 A 都是 Schur 稳定的, 所

以有

|I + AA + A + A− θ(A + A )| =
|I + AA + A + A| = |R| =
|I + A||A + I| > 0 (14)

这就是说, 不等式 (13) 是恒成立的. 如果 ω 6= π, 则
有 θ > 0, 所以不等式 (13) 等价于

0 < |R− θ(A + A )|
⇔

∣∣∣∣θ
(

1
θ
R− (A + A )

)∣∣∣∣ > 0

⇔
∣∣∣∣
(

1
θ
− 1

2

)
R− (A + A ) +

1
2
R

∣∣∣∣ > 0

⇔
∣∣∣∣
(

1
θ
− 1

2

)
R +

(A− I)(A − I)
2

∣∣∣∣ > 0

⇔ |$R + (A− I)(A − I)| > 0 (15)

这里 $ = 2/θ − 1. 由于 0 ≤ ω ≤ 2π, 并且 ω 6= π,
所以 0 ≤ $ < ∞. 从而不等式 (15) 可以化简为

|$I + (A + I)−1(A− I)Act||R| > 0

由式 (14) 知, 上式可进一步等价于对任意 0 ≤ $ <

∞
d + Re

(
ĥ(ejω)

)
> 0 ⇔ |$I + ActAct| > 0 (16)

这里, 矩阵 Act 和矩阵 Act 由式 (3) 和 (4) 给出.
充分性. 如果 ActAct 没有负实特征值, 那么可

以断定对于任意 0 ≤ $ < ∞, 矩阵 $I + ActAct 没

有负实特征值, 因此式 (16) 中的第二个不等式成立.
必要性. 反证法. 假设式 (16) 中的第二个不等

式成立, 但是矩阵 ActAct 具有负实特征值 −$0 <

0, 那么有 |$0I + ActAct| = 0. 这显然和式 (16)
矛盾. ¤

注 1. 设 (A,bbb, ccc, d) 为 h(z) 的状态空间描述,
并且 d 6= 0, 那么 h−1(z) 的状态空间描述为[17]

(
A− 1

d
bbbccc, bbb

1
d
, −1

d
ccc,

1
d

)

因此, 要求 A − (1/d)/bbbccc 是稳定的, 也就是要求原
传递函数的逆也是稳定的, 或者是最小相位的.

注 2. 设 g(s) = d + ccc(sI − A)−1bbb, d > 0 为一
给定连续时间传递函数. 文献 [5]给出如下判断 g(s)
正实性的代数判据 (参见第 1.2 节的推论 1): 传递函
数 g(s) 是严格正实的当且仅当矩阵 A 是 Hurwitz
稳定的,以及矩阵A (A− bbbccc/d)没有负实特征值.比
较定理 1 和上述结论可以看到, 定理 1 是上述结论
的对偶结果.
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1.2 连续系统有限频率严格正实的代数判据

有限频率严格正实的定义如下.
定义 2. 令 g(s) = d+ccc(sI−A)−1bbb, A ∈ Rn×n

为一个给定的传递函数, 则 g(s) 称为有限频率严格
正实的, 如果

1) g(s) 在闭的右半平面解析, 即矩阵 A 在闭的

右半平面没有极点;
2) 对于任意 |ω| ∈ [0, ωmax] (这里 |ω| 表示 ω 的

绝对值, 下同), 成立 g(jω)+ g(jω) = 2Re(g(jω)) >

0, 这里 ωmax 为给定的正数, 代表系统的频带宽
度[15].
为了证明本小节的主要结果, 需要如下引理.
引理 2. 考虑传递函数 g(s) = ccc(sI−A)−1bbb, 这

里 A 为 Hurwitz 稳定矩阵. 令 p 为使得 cccApbbb 6= 0
成立的最小奇数, 那么 Re(g(jω)) > 0 对任意 |ω| ∈
[0, ωmax] 成立, 当且仅当 cccA−1bbb < 0 与 Re(ĝ(jω)) >

0 对于任意 |ω| ∈ (0, ωmax] 成立, 这里

ĝ(s) = d̂ + ĉcc(sI −A)−1bbb (17)

其中

d̂ = (−1)
p+1
2 cccApbbb, ĉcc = (−1)

p+1
2 cccAp+1 (18)

证明. 再一次利用恒等式 (7), 可得

Re
(
ccc(jωI −A)−1bbb

)
=

|jωI −A + bbbccc|
|jωI −A| − 1 =

Re
( | − jωI −A||jωI −A + bbbccc|

|jωI −A|| − jωI −A|
)
− 1 =

|ω2I + A2 −Abbbccc|
|ω2I + A2| − 1 =

|I − (ω2I + A2)−1Abbbccc| − 1 =

− ccc(ω2I + A2)−1Abbb (19)

当 ω 6= 0 时, 利用级数展开, 上述恒等式可以写成

Re(g(jω)) =

− ccc(ω2I + A2)−1Abbb =

− ccc

ω2

∞∑
i=0

(
−A2

ω2

)i

Abbb =

1
ω2

∞∑
i=0

(
(−1)i+1 1

ω2i
cccA2i+1bbb

)

根据 p 的定义, 定义整数 i0 使得 2i0 + 1 = p, 那么

有

Re(g(jω)) =

1
ω2

∞∑
i=i0

(
(−1)i+1 1

ω2i
cccA2i+1bbb

)
=

1
ω2

∞∑
i=0

(
(−1)i+i0+1 1

ω2i+2i0
cccA2i0+1A2ibbb

)
=

1
ω2

(−1)i0
1

ω2i0

∞∑
i=0

(
(−1)i+1 1

ω2i
cccApA2ibbb

)
=

(−1)i0

ω2i0+2

(
cccA2

ω2

(
Ap

∞∑
i=0

A2i(−1)i

ω2i

)
bbb− cccApbbb

)

将 2i0 + 1 = p 代入上述表达式, 并利用级数求和及
式 (18) 中的矩阵, 可得

Re(g(jω)) =

(−1)i0

ω2i0+2

(
−cccApbbb + ccc

A2

ω2
Ap

(
I +

A2

ω2

)−1

bbb

)
=

(−1)i0

ω2

1
ω2i0

(
−cccApbbb + ccc

A2

ω2
ω2ApA−1

1 bbb

)
=

(−1)
p−1
2

1
ωp+1

(−cccApbbb + cccAp+2A−1
1 bbb) =

1
ωp+1

(d̂− ĉccA−1
1 Abbb) (20)

其中 A1 = ω2I + A2. 联立式 (20) 与 (19), 有

Re(g(jω)) =
1

ωp+1
Re(ĝ(jω)), ω 6= 0 (21)

由于 p 为奇数, 所以由式 (21) 可以推得 Re(g(jω))
> 0 对于任意 |ω| ∈ (0, ωmax] 成立, 当且仅当
Re(ĝ(jω)) > 0 对于任意 |ω| ∈ (0, ωmax] 成立. 最
后, 如果 ω = 0, 那么 Re(g(jω)) = −cccA−1bbb. 该式显
然表明 cccA−1bbb < 0. ¤

本小节的主要定理表述如下.
定理 2. 考虑传递函数 g(s) = d+ccc(sI−A)−1bbb,

令A = A− (1/d)bbbccc. 如果 d 6= 0, 那么 g(s) 为有限
频率严格正实当且仅当: 1) 矩阵 A 是 Hurwitz 稳
定的; 2)

d|A||A | > 0 (22)

成立; 3)
λi(AA ) /∈ [−ω2

max, 0] (23)

成立,这里用记号 λi(A), i = 1, 2, · · · , n表示矩阵A

的所有特征值. 如果 d = 0, 令 p 如引理 2 所定义,
那么 g(s) 为有限频率严格正实当且仅当: 1) 矩阵 A
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是 Hurwitz 稳定的; 2) cccA−1bbb < 0; 3)

λi

(
A

(
A− 1

cccApbbb
bbbcccAp+1

))
/∈ [−ω2

max, 0) (24)

其中 i = 1, 2, · · · , n; 4)

(−1)
p+1
2 +νcccApbbb > 0 (25)

这里 ν 是矩阵

A

(
A− 1

cccApbbb
bbbcccAp+1

)

在区间 (−∞, −ω2
max) 上特征值的个数.

证明. 注意到 g(s) 在右半平面解析等价于矩阵
A 是 Hurwitz 稳定的, 先考虑 d 6= 0 的情况. 此时,
通过利用式 (19), 可得

Re(g(jω)) = d + Re(ccc(jωI −A)−1bbb) =

d− ccc(ω2I + A2)−1Abbb =

d
|ω2I + A2 − 1

d
Abbbccc|

|ω2I + A2| (26)

定义一个新的变量 µ 如下

ω2 =
ω2

max

1 + µω2
max

(27)

那么 |ω| ∈ (0, ωmax] 等价于 µ ∈ [0,∞). 若 ω = 0,
则

Re(g(jω)) = g(0) = d− cccA−1bbb =
1
|A| |A|

(
d− cccA−1bbb

)
=

d
|A |
|A| > 0 (28)

上式即为式 (22). 进一步, 不等式 (28) 表明矩阵 A
是非奇异的. 注意到

|ω2I + A2|Re(g(jω)) =

d

∣∣∣∣
ω2

max

1 + µω2
max

I + A2 − 1
d
Abbbccc

∣∣∣∣ =

d (ω2)n|A||A ||Υ + µI| (29)

这里

Υ = (AA )−1 + ω−2
maxI

由于矩阵 A 是 Hurwitz 稳定的, 所以有 ∀ω, |ω2I

+A2| > 0. 那么根据式 (28) 和 (29), 可以断定
Re(g(jω)) > 0对于任意 |ω| ∈ (0, ωmax]成立当且仅
当 |Υ+µI| > 0对于 µ ∈ [0,∞)成立. 类似于定理 1

的证明, 对于 i = 1, 2, · · · , n, 上述命题等价于

λi(Υ) /∈ (−∞, 0]

⇔ λi((AA )−1 + ω−2
maxI) /∈ (−∞, 0]

⇔ λi((AA )−1) /∈ (−∞,−ω−2
max]

⇔ λi(AA ) /∈ [−ω2
max, 0)

上式连同式 (28) 即完成了本定理第一部分的证明.
下面考虑 d = 0 的情况. 根据引理 2 可知

Re(g(jω)) > 0 对于任意 |ω| ∈ [0, ωmax] 成立当且仅
当 cccA−1bbb < 0 以及 Re(ĝ(jω)) > 0 对于任意 |ω| ∈
(0, ωmax] 成立. 所以为了完成本部分的证明, 只需说
明 Re(ĝ(jω)) > 0 对于任意 |ω| ∈ (0, ωmax] 成立当
且仅当式 (24) 和 (25) 都成立. 应用类似于得到式
(26) 的方法, 可得

Re(ĝ(jω)) = d̂

∣∣∣∣ω2I + A2 − 1

d̂
Abbbĉcc

∣∣∣∣
|ω2I + A2| =

d̂
∣∣∣ω2I + A

(
A− bbbcccAp+1

cccApbbb

)∣∣∣
|ω2I + A2| (30)

通过利用恒等式 (2), 有
∣∣∣∣A− bbbcccAp+1

cccApbbb

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣I −

1
cccApbbb

bbbcccAp

∣∣∣∣ |A| =
(

1− cccApbbb

cccApbbb

)
|A| = 0

所以不能用化简式 (20) 的方法来化简上述表达式
(30). 为此将式 (30) 写成

Re(ĝ(jω)) = d̂
1

|ω2I + A2|
n∏

i=1

(ω2 + λi) (31)

其中 λi, i = 1, 2, · · · , n 是矩阵

A

(
A− bbbcccAp+1

cccApbbb

)

的特征值. 所以由式 (31) 可得 Re(ĝ(jω)) > 0 对任
意 |ω| ∈ (0, ωmax] 成立仅当 λi /∈ [−ω2

max, 0), i =
1, 2, · · · , n. 此式即式 (24). 容易看出, 在上述充
分条件满足的前提下, Re(ĝ(jω)) > 0 对任意 |ω| ∈
(0, ωmax] 成立当且仅当 d̂(−1)ν > 0 成立, 这里 ν 已

经在本定理中定义. 该式等价于式 (25). 这就完成了
第二部分的证明. ¤

如果令定理 2 中的 ωmax = ∞, 那么可以得到如
下的推论.
推论 1. 考虑传递函数 g(s) = d+ccc(sI−A)−1bbb,

d 6= 0, 那么 g(s) 是严格正实的当且仅当: 1) 矩阵 A
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是 Hurwitz 稳定的; 2) d > 0; 3)

λ(AA ) /∈ (−∞, 0]

注 3. 推论 1 与文献 [5] 中定理 3.1 的差别在于
条件 d > 0. 该条件在文献 [5] 的定理 3.1 中是假设
条件, 但推论 1 表明该条件是 g(s) 严格正实的必要
条件之一. 此外, 注意到当考虑有限频率严格正实的
时候, d 可以是负数, 但当考虑通常意义上的严格正
实的时候, d 必须是正数.
推论 2[5]. 考虑传递函数 g(s) = ccc(sI − A)−1bbb,

那么 g(s) 是严格正实的当且仅当: 1) 矩阵 A 是

Hurwitz 稳定的; 2) cccA−1bbb < 0; 3) cccAbbb < 0; 4)

λ

(
A

(
A− 1

cccAbbb
bbbcccA2

))
/∈ (−∞, 0) (32)

证明. 根据文献 [5] 中的结论可知, 引理 2 中
定义的 p 等于 1. 此外, 显然有 ν = 0. 在这种情
况下, 根据式 (24) 和 (25) 可知式 (32) 成立, 并且
cccAbbb < 0. ¤

2 数值算例

例 1. 考虑离散标量传递函数

h(z) =
−35z2 + 11z + 36

100z3 + 40z2 − 20z + 30
+ d (33)

以及它的一个状态空间实现

A =




0 1 0
0 0 1

− 3
10

1
5

−2
5


 , bbb =



−1

2
0
1


 , cccT =




3
10
1
5

−1
5




和 d = 0.7. 我们用定理 1 来判断它是否严格正实.

首先矩阵 A 和 A = A − 1
d
bbbccc 都是 Schur 稳定的.

另外通过直接计算, 矩阵 ActAct 的特征值集合为

{822.603,−0.331 ± 0.127j}. 所以根据定理 1, 传递
函数 h(z) 是严格正实的. h(z) 的正实性亦可通过
如图 1 所示的 Nyquist 图加以验证.
例 2. 考虑连续标量传递函数

g(s) =
10(15s2 + 51s + 7)
s3 + 3s2 + 5s + 4

(34)

它的一个状态空间实现可取为

A =




0 1 0
0 0 1
−4 −5 −3


 , bbb =




0
10
0


 , cccT =




1
15
−1


 .

通过直接计算, 有 cccA−1bbb = −17.5 和 cccAbbb = 60. 所
以根据引理 2 中的定义, 有 p = 1. 由此可计算得

A

(
A− 1

cccAbbb
bbbcccA2

)

的特征值集合为 {0, 0.16, −29.16}. 如果令 ωmax =
5, 那么显然条件 (24) 满足. 同时有 ν = 1, 此亦表
明条件 (25) 满足. 所以根据定理 2, g(s) 在频率段
[−5, 5] 上是有限频率严格正实的. 但是另一方面,
g(s) 的 Nyquist 图 (见图 1) 表明它并非全频率严格
正实的.

图 1 离散传递函数 (33)和连续传递函数 (34)的 Nyquist 图

Fig. 1 The Nyquist diagrams of the discrete transfer

function (33) and the continuous transfer function (34)

3 结论

正实传递函数在控制理论中起着非常重要的作

用. 著名的 KYP 引理给出了从状态空间判断传递
函数正实的充要条件. 但对于标量传递函数用 KYP
引理判断正实性则过于复杂. 本文给出了一种判断
离散传递函数严格正实的简单代数判据. 该判据只
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需检验一个矩阵特征值的位置, 因而便于应用. 本文
的另一项工作是给出了连续传递函数有限频率严格

正实的一种同样简单的代数判据. 本文的结果或补
充了已有文献的结果, 或将已有文献的结果当成特
例. 下一步的工作目标是利用本文的方法来考虑离
散传递函数的有限频率严格正实性的代数判断.
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