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随机时滞系统的时滞相关无源控制

陈 云 1, 2 薛安克 1 王俊宏 1

摘 要 研究随机时滞系统的时滞相关无源性分析和控制问题. 利用

Lyapunov-Krasovskii 方法和松弛矩阵方法, 得到时滞相关的无源性条

件. 基于该条件设计时滞相关的随机无源控制器. 文中的结果以线性矩

阵不等式 (Linear matrix inequalities, LMIs) 表示, 可以利用标准的

凸优化算法进行有效求解. 通过一个数值例子说明本文方法的有效性.
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Delay-dependent Passive Control of
Stochastic Delay Systems

CHEN Yun1, 2 XUE An-Ke1 WANG Jun-Hong1

Abstract This paper investigates delay-dependent passive

analysis and control for stochastic delay systems. Delay-

dependent stochastic passive condition for the stochastic time-

delay systems is obtained by employing Lyapunov-Krasovskii

approach and slack matrix technique. Based on this condi-

tion, a delay-dependent passive controller is presented. The pro-

posed results are formulated in terms of linear matrix inequali-

ties (LMIs), which can be efficiently solved by standard convex

optimization algorithms. A numerical example is provided to

demonstrate the effectiveness of the method.

Key words Stochastic delay systems, passivity, delay-

dependent, linear matrix inequality (LMI)

来源于电路系统的 “无源性” 方法最早由 Lurie 和

Popov 引入控制中, 如今已成为控制系统分析与综合的强

有力工具之一. 无源性最初是从输入输出角度提出来的, 将

输入输出的乘积作为对系统的能量供给率[1] (例如, 用电压

和电流的乘积表示电功率). 系统的无源性和稳定性之间有着

非常密切的联系. 几十年来, 经过国内外诸多学者的努力, 各

类控制系统无源性理论研究取得了丰硕的成果[1−7], 并将无

源性方法成功运用于固定床反应器的控制[8] 等工程领域.

由于时滞现象广泛存在于各类实际系统中[9], 时滞系

统的无源性分析和控制器设计近年来引起了许多学者的兴

趣[10−13]. 文献 [10] 应用输入输出方法得到了时滞无关的无

源性分析方法. 文献 [11] 应用 Lyapunov-Krasovskii 方法研

究了时滞系统的时滞相关无源性问题, 其结果以线性矩阵不

等式 (Linear matrix inequalities, LMIs) 形式给出.文献 [12]

讨论了基于观测器的不确定时滞系统的无源控制问题. 文献

[13] 将确定性 (Deterministic) 系统的无源性定义进行拓展,

给出了时滞Markovian 跳变系统的随机无源性定义, 并设计

了相应的无源控制器.
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近年来, 随机建模及控制在很多工业领域得到成功的

应用, Itô 类型随机时滞系统成为一个研究热点[14]. 文献

[15−17] 分别对不确定随机时滞系统的稳定性、鲁棒镇定和

鲁棒 H∞ 控制等问题进行了探讨. 关于 Itô随机时滞系统无

源性的研究成果则较少. 文献 [18] 讨论了具有Markovian 跳

变参数的 Itô随机时滞系统的无源性问题. 然而, 文献 [18] 的

方法是时滞无关的. 据本文作者所知, Itô随机时滞系统时滞

相关无源控制的研究目前还未见报导, 这正是本文要研究的

内容.

本文将研究 Itô随机时滞系统的随机无源控制问题. 首

先, 给出 Itô随机系统无源性的定义. 然后, 利用 Lyapunov-

Krasovskii 方法并引入适当的松弛矩阵, 得到时滞相关的随

机无源性条件. 基于该条件, 设计系统的时滞相关随机无源

控制器. 在推导中避免使用模型变换方法和交叉项界定技巧.

最后, 将通过数值算例验证本文方法的有效性.

如果没有特殊说明, 本文中所使用的数学符号都是标准

的. | · | 为矢量或矩阵的 Euclidean 范数; E{·} 为数学期望算
子. P > 0 (P < 0) 表示矩阵 P 是正定 (负定) 对称的. 对称

矩阵中的对称项用 ∗ 表示.

1 问题描述与定义

考虑下述 Itô随机时滞系统





dxxx(t) = [Axxx(t) + A1xxx(t− h) + Buuu(t) + B1vvv(t)]dt+

[Exxx(t) + Fxxx(t− h)]dw(t)

zzz(t) = Cxxx(t) + Dvvv(t)

xxx(θ) = ψψψ(θ), ∀ θ ∈ [−h, 0]

(1)

式中 xxx(t) ∈ Rn 为状态向量, uuu(t) ∈ Rm 为控制输入, zzz(t) ∈
Rq 为被控输出, vvv(t) ∈ Rp 为定义在 L2[0,∞) 上的外部扰

动信号. 标量 h > 0 表示系统的时滞. ψψψ(·) 为定义在区间
t ∈ [−h, 0]内的初始条件. A, A1, B, B1, E, F , C, D 为具有

适当维数的已知实矩阵. w(t) 为定义在概率空间 (Ω,F ,P)

内的一维Wiener 过程, 且满足

E{dw(t)} = 0, E{dw2(t)} = dt (2)

定义 1. 随机时滞系统 (1) (uuu(t) = 0, vvv(t) = 0) 称为随

机均方稳定的, 如果存在一个标量 σ(ε) > 0, 对于任意的标量

ε > 0, 使得当

sup
−h≤s≤0

E{|ψψψ(s)|2} < σ(ε)

时下式成立

E{| xxx(t) |2} < ε, ∀t > 0

另外, 如果对于任意的初始条件, 有

lim
t→∞

E{|xxx(t)|2} = 0

则称系统 (1) (uuu(t) = 0, vvv(t) = 0) 是随机渐近均方稳定的.

下面给出的随机无源性定义是对文献 [2, 11] 中确定性

(Deterministic) 系统无源性定义的推广.

定义 2. 系统 (1) (uuu(t) = 0) 称为是随机无源的, 如果在

零初始条件下, 对于任意的 vvv(t) ∈ L2[0,∞), 存在 γ ≥ 0 使

得下式成立

2E

{∫ t

0

vvvT(s)zzz(s)ds

}
≥−γE

{∫ t

0

vvvT(s)vvv(s)ds

}
, ∀t > 0
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注 1. 在定义 2 中, 若令 γ = −2η 且 η > 0, 则得到文献

[18] 中的定义 2, 因此文献 [18] 中的随机无源性定义比本文

的定义 2 要更加苛刻一些.

本文的目的是为系统 (1) 设计一个时滞相关的状态反馈

控制器, 使得闭环系统是随机无源的.

引理 1[9]. 给定任意正定对称矩阵 R ∈ Rn×n, 标量

τ > 0 和矢量函数 xxx(t) : [0, τ ] → Rn×n, 则有

−τ

∫ t

t−τ

xxxT(s)Rxxx(s)ds ≤ −
∫ t

t−τ

xxxT(s)dsR

∫ t

t−τ

xxx(s)ds

2 随机无源性分析

首先考虑系统 (1) (uuu(t) = 0) 的时滞相关随机无源性问

题, 可以得到如下定理.

定理 1. 给定标量 γ ≥ 0, 系统 (1) (uuu(t) = 0) 是随机无

源的, 如果存在正定对称矩阵 P , Q, R ∈ Rn×n 和矩阵M ,

N ∈ Rn×n, 使得

Π =




Π11 Π12 M Π14 ETP hATR

∗ Π22 N 0 FTP hAT
1 R

∗ ∗ −R 0 0 0

∗ ∗ ∗ Π44 0 hBT
1 R

∗ ∗ ∗ ∗ −P 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R




< 0 (3)

式中

Π11 = PA + ATP + Q−M −MT

Π12 = PA1 + M −NT

Π22 = −Q + N + NT

Π14 = PB1 − CT

Π44 = −γI −D −DT

证明. 为简单起见, 本文采用下述记号

yyy(t) = Axxx(t) + A1xxx(t− h)

fff(t) = Axxx(t) + A1xxx(t− h) + B1vvv(t)

ggg(t) = Exxx(t) + Fxxx(t− h)

选择 Lyapunov-Krasovskii 泛函

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t) (4)

式中

V1(t) = xxxT(t)Pxxx(t)

V2(t) =

∫ t

t−h

xxxT(α)Qxxx(α)dα

V3(t) = h

∫ 0

−h

∫ t

t+β

yyyT(α)Ryyy(α)dαdβ

式中 P > 0, Q > 0, R > 0.

由 Itô微分公式[14], 上述 Lyapunov-Krasovskii 泛函沿

着系统 (1) (uuu(t) = 0, vvv(t) = 0) 的随机微分为

dV (t) = LV (t)dt + 2xxxT(t)Pggg(t)dw(t) (5)

式中

LV (t) = 2xxxT(t)Pyyy(t) + gggT(t)Pggg(t) + xxxT(t)Qxxx(t)−
xxxT(t− h)Qxxx(t− h) + h2yyyT(t)Ryyy(t)−

h

∫ t

t−h

yyyT(α)Ryyy(α)dα

由引理 1 可知

LV (t) ≤ 2xxxT(t)Pyyy(t) + gggT(t)Pggg(t) + xxxT(t)Qxxx(t)−
xxxT(t− h)Qxxx(t− h) + h2yyyT(t)Ryyy(t)−
∫ t

t−h

yyyT(α)dαR

∫ t

t−h

yyy(α)dα

当 (uuu(t) = 0, vvv(t) = 0) 时, 由系统 (1) 可得

xxx(t)− xxx(t− h) =

∫ t

t−h

yyy(α)dα +

∫ t

t−h

ggg(α)dw(α) (6)

因而, 对于任意的矩阵M, N ∈ Rn×n

0 = 2[xxxT(t)M + xxxT(t− h)N ][−xxx(t) + xxx(t− h)+
∫ t

t−h

yyy(α)dα +

∫ t

t−h

ggg(α)dw(α)] (7)

将式 (7) 加到式 (5) 可得

dV (t) = LṼ (t)dt + 2xxxT(t)Pggg(t)dw(t)+

2[xxxT(t)M + xxxT(t− h)N ]

∫ t

t−h

ggg(α)dw(α) (8)

式中

LṼ (t) = LV (t) + 2[xxxT(t)M + xxxT(t− h)N ]×
[
−xxx(t) + xxx(t− h) +

∫ t

t−h

yyy(α)dα

]
≤ ξξξT(t)Θξξξ(t)

(9)

且 ξξξT = [xxxT(t) xxxT(t− h)
∫ t

t−h
yyyT(α)dα]

Θ =




Θ11 Θ12 M

∗ Θ22 N

∗ ∗ −R




Θ11 = PA + ATP + Q−M −MT + ETPE + h2ATRA

Θ12 = PA1 + M −NT + ETTPF + h2ATRA1

Θ22 = −Q + N + NT + FTPF + h2AT
1 RA1 (10)

如果Θ < 0,则LṼ (t) < 0,根据定义 1和随机稳定性定理[14]

可知系统 (1) (uuu(t) = 0, vvv(t) = 0) 是随机渐近均方稳定的.

根据 Schur 补引理[9], Θ < 0 等价于

Λ =




Λ11 Λ12 M ETP hATR

∗ Λ22 N FTP hAT
1 R

∗ ∗ −R 0 0

∗ ∗ ∗ −P 0

∗ ∗ ∗ ∗ −R




< 0 (11)

式中

Λ11 =PA + ATP + Q−M −MT

Λ12 =PA1 + M −NT

Λ22 =−Q + N + NT
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显然, Π < 0 成立将保证 Λ < 0 也是成立的, 此时系统 (1)

(uuu(t) = 0, vvv(t) = 0) 是随机渐近均方稳定的.

接下来考虑系统 (1) (uuu(t) = 0) 的随机无源性. 选择下

述 Lyapunov-Krasovskii 泛函

V (t) = V1(t) + V2(t) + h

∫ 0

−h

∫ t

t+β

fffT(α)Rfff(α)dαdβ (12)

对任意非零的 vvv(t), Lyapunov-Krasovskii 泛函 (12) 沿着系

统 (1) (uuu(t) = 0) 的随机微分为

dV1(t) = LV1(t)dt + 2xxxT(t)Pggg(t)dw(t) (13)

式中

LV1(t) = 2xxxT(t)Pfff(t) + gggT(t)Pggg(t) + xxxT(t)Qxxx(t)−
xxxT(t− h)Qxxx(t− h) + h2fffT(t)Rfff(t)−

h

∫ t

t−h

fffT(α)Rfff(α)dα

与式 (7) 类似, 考虑系统 (1) (uuu(t) = 0), 对任意的矩阵 M ,

N ∈ Rn×n 有

0 = 2[xxxT(t)M + xxxT(t− h)N ]

[
− xxx(t) + xxx(t− h)+

∫ t

t−h

fff(α)dα +

∫ t

t−h

ggg(α)dw(α)

]
(14)

将上式加到式 (13) 两边可得

dV1(t) = LṼ1(t)dt + 2xxxT(t)Pggg(t)dw(t)+

2[xxxT(t)M + xxxT(t− h)N ]

∫ t

t−h

ggg(α)dw(α) (15)

式中

LṼ1(t) = LV1(t) + 2[xxxT(t)M + xxxT(t− h)N ]×
[
−xxx(t) + xxx(t− h) +

∫ t

t−h

fff(α)dα

]
≤ ηηηT(t)Σηηη(t)

(16)

且 ηηηT = [xxxT(t) xxxT(t− h)
∫ t

t−h
fffT(α)dα vvvT(t)]

Σ =




Θ11 Θ12 M PB1 + h2ATRB1

∗ Θ22 N h2AT
1 RB1

∗ ∗ −R 0

∗ ∗ ∗ h2BT
1 RB1




(17)

记 H(t) = LṼ1(t)− 2vvvT(t)zzz(t)− γvvvT(t)vvv(t), 则有

H(t) ≤ ηηηT(t)Σ1ηηη(t) (18)

式中

Σ1 =




Θ11 Θ12 M Ω14 + h2ATRB1

∗ Θ22 N h2AT
1 RB1

∗ ∗ −R 0

∗ ∗ ∗ Ω44 + h2BT
1 RB1




(19)

显然, 由 Schur 补引理可知, 如果式 (3) 成立, 则有 Σ1 < 0

及 H(t) < 0 成立.

另外, 由系统的零初始条件, 对任意的 t > 0

2E

{∫ t

0

vvvT(s)zzz(s)ds

}
=

E

{∫ t

0

[LṼ1(s)− γvvvT(s)vvv(s)−H(s)]ds

}
≥

E

{∫ t

0

[LṼ1(s)− γvvvT(s)vvv(s)]ds

}
= E{Ṽ1(t)} − E{Ṽ1(0)}−

γE

{∫ t

0

vvvT(s)vvv(s)ds

}
≥ −γE

{∫ t

0

vvvT(s)vvv(s)ds

}
(20)

所以, Π < 0 成立将保证 Σ1 < 0, 以及对任意的 t > 0

有 2E{∫ t

0
vvvT(s)zzz(s)ds} ≥ −γE{∫ t

0
vvvT(s)vvv(s)ds}, 即系统 (1)

(uuu(t) = 0) 是随机无源的. ¤
注 2. 文献 [13] 的时滞相关结果是利用奇异模型变换和

交叉项界定方法得到的. 而本文在得到时滞相关随机无源性

条件 (定理 1) 时, 没有用到任何模型变换和交叉项界定的方

法.

3 随机无源控制器设计

利用定理 1可以为系统 (1) 设计时滞相关的随机无源控

制器, 可得如下结论.

定理 2. 给定标量 γ ≥ 0 和 λ > 0, 如果存在正定对称矩

阵 X, Q̄ ∈ Rn×n 和矩阵 M̄, N̄ ∈ Rn×n, Y ∈ Rm×n 使得

Υ =




Υ11 Υ12 M̄ Υ14 XET Υ16

∗ Υ22 N̄ 0 XFT hλXAT
1

∗ ∗ −λX 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ω44 0 hλBT
1

∗ ∗ ∗ ∗ −X 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λX




< 0 (21)

式中

Υ11 = AX + XAT + BY + Y TBT + Q̄− M̄ − M̄T

Υ12 = A1X + M̄ − N̄T, Υ22 = −Q̄ + N̄ + N̄T

Υ14 = B1 −XCT, Υ16 = hλ(AX + BY )T

则 uuu(t) = Kxxx(t) 为系统 (1) 的随机无源控制器, 且相应的控

制器增益矩阵为

K = Y X−1 (22)

证明. 设 R = λP , 其中 λ > 0 为一个标量参数. 将式

(3) 中的 A 利用 AK = A + BK 替换可得

Ξ =




Ξ11 Ω12 M Ω14 ETP hAT
KλP

∗ Ω22 N 0 FTP hAT
1 λP

∗ ∗ −λP 0 0 0

∗ ∗ ∗ Ω44 0 hBT
1 λP

∗ ∗ ∗ ∗ −P 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λP




< 0 (23)

式中

Ξ11 = PAK + AT
KP + Q−M −MT

利用 diag{P−1, P−1, P−1, I, P−1, P−1} 分别左乘和右乘
式 (23) 且令

X = P−1, Y = KX, Q̄ = XQX

M̄ = XMX, N̄ = XNX (24)
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再经过简单的运算即可得式 (21). 因此, 根据式 (24) 可得控

制器增益矩阵为K = Y X−1. ¤
注 3. 定理 2 应用了参数 (即标量 λ) 调整的方法, 可以

利用Matlab 优化工具箱中的命令 fminsearch 来求解.

注 4. 与文献 [15−17] 类似, 容易将本文方法推广到参

数不确定随机时滞系统, 得到相应的时滞相关随机无源性分

析和控制器设计的结论. 具体形式略.

4 数值算例

本节通过一个数值例子来说明本文所提方法的有效性.

例 1. 考虑下述系统

A =

[
−0.9 −2.2

2.2 −2

]
, A1 =

[
0 0

−2.3 0

]

BBB =

[
1

0.5

]
, BBB1 =

[
0.99

1

]
, E = F = aI

CCC =
[

0 1
]
, D = 1.05 (25)

给定 γ = 0, a = 0.5, 应用文献 [18] 的方法, 系统 (25)

对应的自治系统 (B = 0) 没有可行解. 而利用定理 1, 对不同

的 a 值该系统允许的最大时滞上界 hM 如表 1 所示.

表 1 不同 a 对应的 hM (γ = 0)

Table 1 hM for different a (γ = 0)

a 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

hM 0.6886 0.4580 0.3209 0.2105 0.1171 0.0370 0

显然, 随着 a 增大, 随机干扰 [Exxx(t) + Fxxx(t − h)]dw(t)

逐渐增强, 即随机性表现得越明显, 则能保证系统随机无源

的最大时滞 hM 逐渐减小, 直到系统不再具有随机无源性能.

由定理 1, 当 γ = 0, a = 1.0 时, 式 (25) 对应的自治系统

不是随机无源的 (从表 1 的变化规律也可以看出, 当 γ = 0,

a > 0.8 时, 式 (25) 对应的自治系统不是随机无源的). 但是,

如果定理 2 有可行解, 则表明式 (25) 对应的闭环系统是随机

无源的. 如果 γ = 0, a = 1.0, λ = 0.1, 求解线性矩阵不等式

(21) 可得保证式 (21) 成立的最大时滞为 hM = 1.6988, 相应

的控制器为

uuu(t) = KKKxxx(t) = [−2.9113 − 1.7162]xxx(t) (26)

这表明, 利用所设计的状态反馈控制 (26), 可以使得开

环不是随机无源的系统 (25) 对应的闭环系统是随机无源的.

5 结论

本文讨论了随机时滞系统时滞相关的随机无源性分析和

随机无源状态反馈控制问题. 本文的结论是利用 Lyapunov-

Krasovskii 方法和松弛矩阵方法得到的. 随机无源性分析结

果和控制器存在的充分条件均用线性矩阵不等式表示. 设计

的控制器使得闭环系统是随机无源的. 本文方法的有效性通

过数值例子得到了验证.
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