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多指标决策中隶属度转换

算法及其应用

刘开第 1 庞彦军 1 栗文国 1

摘 要 隶属度转换涉及了众多应用领域, 但是, 目前已有的隶属度转

换算法仍然存在如下问题: 给出的转换算法不能揭示指标隶属度中哪部

分对目标分类有用, 从而导致了指标隶属度中原本对目标分类不起作用

的冗余数值也被用于计算目标隶属度. 针对已有隶属度转换算法中存在

的冗余数据问题, 本文从对目标分类的角度设计了一种滤波器, 可以识

别对目标分类不起作用的冗余的指标隶属度和指标隶属度中的冗余数值,

并从指标隶属度中分离出对目标分类起作用的 “有效值”, 参与计算目标

隶属度; 最终建立实现由指标隶属度到目标隶属度转换的一般算法. 应

用实例说明了转换的全过程.
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Membership Transforming Algorithm in
Multi-index Decision and Its Application

LIU Kai-Di1 PANG Yan-Jun1 LI Wen-Guo1

Abstract Membership transformation has many practical ap-

plications. Existing membership transforming algorithms have

some essential problems. For example, they cannot show which

parts in the index membership are useful for the objective clas-

sification or which parts are of no use. Therefore, the redun-

dant data in the index membership that do not contribute to

objective classification are also used to calculate the objective

membership. To overcome this problem, we design a kind of fil-

ter from the viewpoint of objective classification to identify and

remove those redundant index memberships as well as the redun-

dant data in the index membership, and extract the “available

values” for the objective classification. A general transforming

algorithm from index membership to the objective membership

can be obtained. An application example is introduced to illus-

trate the transforming process.

Key words Multi-index decision, distinguish weight, available

value, comparable value, membership transformation

多指标决策系统的决策指标体系通常是一个递阶层次结

构, 底层指标关于 P 个等级的隶属度是可确定的. 决策的目

的是确定顶层总目标关于 P 个等级的隶属度. 决策过程是从

底层指标隶属度开始, 逐一计算相邻上层中每一项指标的 P

个等级隶属度; 并且, 在每一个层次上的每一种计算, 都是在

实现一种从 “指标隶属度到目标隶属度” 的转换.

比如, 文献 [1] 给出的如表 1 (见下页) 所示的某工程项

目的风险评价矩阵是一个 L = 4 层结构, 底层指标关于 P 个

等级的隶属度由领域专家按 “头脑风暴”方法确定; 上层任一

指标下辖的下层相关指标的重要性权重由专家按层次分析法
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(Analytical hierarchy process, AHP) 确定[2]. 决策的目的是

确定工程项目风险的等级隶属度. 决策过程包括 L − 1 = 3

个计算层次, 每个层次上都至少经过一次从 “指标隶属度到

目标隶属度” 的转换.

又如, 环评中水质评价的评价矩阵是一个二层结构, 底

层指标是各种污染指标的监测值, 其 P = 5 个等级隶属度可

根据水质分级 “标准” (国家统一规定) 通过构造隶属函数获

得. 决策的目的是确定水环境质量关于 P = 5 个等级的隶属

度, 即实现从指标监测值隶属度到水样本隶属度的转换, 这

也是一种从 “指标隶属度到目标隶属度” 的转换.

如果把水环境、大气环境、土壤环境等作为某区域自然

环境的子环境 (各子环境都分为 P 个等级), 那么区域自然环

境质量评价的评价矩阵是一个 L = 3 层结构. 决策的目的是

确定区域自然环境质量的等级隶属度. 决策过程是从底层指

标监测值隶属度开始, 经过 L− 1 = 2 个计算层次, 在每个层

次上至少经过一次从 “指标隶属度到目标隶属度” 的转换.

再如, 混凝土桥梁耐久性评估的评价矩阵是一个三层结

构, 底层指标是诸如裂缝宽度、钢筋锈蚀速度等若干耐久性

指标的检测值, 其关于 P 个耐久性等级的隶属度, 可根据领

域中规定的耐久性指标的分级 “标准” 用构造隶属函数的方

法获得; 中间层是柱、板、基础等混凝土构件. 决策的目的是

确定混凝土桥梁的耐久性等级, 需经过两个层次上的若干隶

属度转换.

上述问题涉及故障诊断、风险分析、质量评价、管理、工

业过程等众多应用领域, 并且, 隶属度转换在决策中起着实

质性的关键作用. 由于每一环节上的隶属度转换, 都是在实

现一种从 “指标隶属度到目标隶属度” 的转换, 所以, 当抽象

掉转换过程中的具体内容后, 都可归结为下述模型:

某多指标系统中, 影响目标 Q 状态的有 m 种指标, 每

种指标都被划分为 P 个等级 (也称为类), 用 C1, · · · , Cp 表

示, 且 Ck 级优于 Ck+1 级. 如果 j 指标属于 Ck 类的隶属度

µjk(Q) (j = 1, · · · , m; k = 1, · · · , P ) 已知, 且 µjk(Q) 满足

0 ≤ µjk(Q) ≤ 1,

P∑

k=1

µjk(Q) = 1 (1)

求目标 Q 属于 Ck 类的隶属度 µk(Q) (k = 1, · · · , P ).

以上就是隶属度转换, 也称为隶属度合成.

在国内, 人们最早从水质评价中指标权重该如何确定的

争论中得到启发, 逐步开始关注隶属度的转换算法. 并且, 开

始时注意点放在确定怎样的指标 “重要性权重” 可正确实现

隶属度转换. 如, 模糊综合评判把隶属度转换看作是指标隶

属度与指标重要性权重的 “加权和”, 并且围绕着指标重要性

权重该由专家按主观方法确定 (称为专家权), 还是应该按如

“超标法” 这种相对客观的方法确定 (称为超标权) 的争论延

续了三十多年, 至今未达成共识[3−7].

因为水质评价中的 “权重” 之争没有定论, 又没有可相

信的 “隶属度转换” 算法, 所以, 文献 [8] 把模糊模式识别方

法用于水质评价: 在 “最优权” 意义上, 把与待识样本有最大

“模糊贴近度” 的那个标准化样本 (由质量标准提供) 代表的

类, 作为待识样本的类别, 由此避免模糊综合评判中需应用

指标重要性权重实现的 “隶属度转换”. 但是, 定义 “模糊贴

近度” 的前提条件是实施无量纲化, 结果是必然造成分类信

息失真; 而基于 “隶属度转换”的水质评价方法的优点就是不

造成分类信息失真. 所以, 在水质评价中, 试图以 “模糊模式

识别” 替代 “模糊综合评判” 是不行的, 但是, 后者必须解决
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表 1 项目风险评价的评价矩阵

Table 1 The evaluation matrix of the risk evaluation of project

总目标 综合评判因素集 专家评判意见

一级因素 二级因素 三级因素 轻微 较小 一般 较高 严重

钢桁梁制安 (0.20) 0 4/10 4/10 1/10 1/10

吊杆制造安装 (0.10) 4/10 6/10 0 0 0

上部结构 (0.50)
系杆制造安装 (0.15) 1/10 7/10 2/10 0 0

钢箱拱安装 (0.25) 0 7/10 2/10 1/10 0

技术风险 (0.38) 支座安装 (0.05) 3/10 5/10 1/10 1/10 0

Y 构悬臂梁 (0.25) 0 3/10 3/10 3/10 1/10

工程 墩柱 (0.20) 0 4/10 5/10 1/10 0

项目 下部结构 (0.10) 横梁 (0.15) 0 8/10 1/10 1/10 0

风险 柱基础 (0.65) 0 0 8/10 2/10 0

大型临时施工设备 (0.40) 0 5/10 4/10 1/10 0

融资通道不畅 (0.15) 0 5/10 3/10 2/10 0

经济风险 (0.40) 物料超常涨价 (0.25) 0 4/10 5/10 1/10 0

关键项目的实际支出与预算差距很大 (0.60) 0 3/10 3/10 3/10 1/10

不利气象条件：高温、高热、暴雨等 (0.35) 0 8/10 2/10 0 0

自然风险 (0.10) 不利水文条件：洪水、泥石流等 (0.25) 1/10 7/10 1/10 1/10 0

不利地质条件：地震、滑坡、地质情况复杂等 (0.40) 0 6/10 3/10 0 1/10

法律风险 (0.12)
分包商行为 (0.60) 0 6/10 3/10 1/10 0

合同失效诉讼 (0.40) 2/10 6/10 1/10 1/10 0

隶属度转换算法问题.

为了改变 “加权和” 这种简单化做法, 文献 [9] 将模糊方

法与粗集理论相结合, 给出了计算隶属度转换的一种 “主客

观综合法”. 但是, 模糊综合评判中的 “加权和” 至今仍被广

泛应用[10−11].

人们已意识到模糊综合评价中的 “加权和”有些简单, 但

是, 总相信存在一种 “指标权” 能正确实现隶属度转换, 所以,

寻求一种 “权重” 使之能正确实现隶属度转换的努力从未停

止. 如文献 [1] 在改进的模糊综合评判中, 定义 “综合权重”

替代指标重要性权重实现由指标隶属度到目标隶属度的转

换, 并且, 这种隶属度转换方法已被广泛应用于工业过程中.

上述所有做法都有一个共同思路, 即认为存在一种能正

确实现隶属度转换的 “指标权”, 并且都在设法寻找这种指标

权. 这种思路的缺欠在于: 因为没有从对目标Q “分类” 的角

度去考虑隶属度转换, 所以无法揭示对于目标 Q 分类而言,

指标隶属度中哪部分是有用的, 哪部分是没用的, 从而导致

了指标隶属度中原本对目标 Q 分类不起作用的冗余数值也

被用于计算目标隶属度.

我们认为, 不应完全寄希望于寻找某种 “指标权” 就能正

确实现隶属度转换, 而应从对目标 Q 分类的角度去考虑推导

隶属度转换的数学计算方法. 针对隶属度转换中的冗余数据

问题, 我们设计了一种滤波器, 在隶属度转换过程中, 可以识

别对目标 Q 分类不起作用的冗余的指标隶属度和指标隶属

度中的冗余数值, 并从指标隶属度中提取出对目标分类起作

用的 “有效值”, 用于计算目标隶属度, 进而建立实现隶属度

转换的一般方法.

1 区分权与指标隶属度的有效值
我们的目的是对目标 Q 分类, 所以, 从对目标 Q 分类的

角度出发, 最需关心的问题是: 是否每一项指标隶属度对目

标 Q 分类都是有用的? 其中有没有对目标 Q 分类来说是不

起作用的冗余的指标隶属度? 每一项指标隶属度中是否存在

对目标Q 分类来说是不起作用的冗余数值? 这些问题都是非

常重要的, 因为这涉及到究竟怎样的指标隶属度和隶属度中

怎样的数值才有资格参与计算目标隶属度. 为了弄清楚这些

问题, 进行如下分析.

1) 如果 µj1(Q) = µj2(Q) = · · · = µjP (Q), 这时, j 指

标隶属度提供了这样的分类信息: 单从 j 指标看, 目标 Q 属

于各类的程度都一样. 显然, 这种信息对于确定目标 Q 究竟

该属于哪一类不起作用, 删除 j 指标也不会影响 Q 的分类,

所以, 此时的 j 指标隶属度对于目标 Q 分类而言, 是不起作

用的冗余的指标隶属度. 如果用实数 αj(Q) 表示 j 指标对目

标 Q 分类所做贡献大小的归一化量化值, 则此种情况下有

αj(Q) = 0.

2) 如果存在整数 k 使 µjk(Q) = 1, 其余隶属度均为 0,

这时 j 指标隶属度提供的分类信息是: 单从 j 指标看, 目标

Q 只能属于 Ck 类而不可能属于其他类. 这时, j 指标对于 Q

的分类做出了最大的贡献, 实数 αj(Q) 此时应取到最大值.

3) 同理可说明, 当隶属度 µjk(Q) 对 k 而言取值越集中

时, j 指标隶属度对目标 Q 分类做出的贡献越大, 即 αj(Q)

越大; 反之, 当 µjk(Q) 对 k 而言取值越分散时, j 指标隶属

度对目标 Q 分类做出的贡献越小, 即 αj(Q) 越小.

上述分析说明, 表示 j 指标对目标 Q 分类贡献大小的实

数 αj(Q), 其值由隶属度 µjk(Q) 对 k 而言取值集中与分散

的程度决定; 而 µjk(Q) 对 k 而言取值集中与分散的程度可

由隶属度的熵 Hj(Q) 定量描述, 所以, 实数 αj(Q) 可表示为

熵 Hj(Q) 的函数[12].

Hj(Q) = −
P∑

k=1

µjk(Q) · ln µjk(Q) (2)
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vj(Q) = 1− 1

ln P
Hj(Q) (3)

αj(Q) =
vj(Q)

m∑
t=1

vt(Q)

(4)

定义 1. 若目标 Q 的 j 指标属于 Ck 类的隶属度为

µjk(Q), k = 1, · · · , P , j = 1, · · · , m, 且 µjk(Q) 满足式 (1),

则称由式 (2)∼ (4) 确定的实数 αj(Q) 为 j 指标关于目标 Q

的区分权. 显然, 区分权 αj(Q) 满足

0 ≤ αj(Q) ≤ 1,

m∑
j=1

αj(Q) = 1 (5)

区分权 αj(Q) 的意义在于 “区分”, 即它是指标隶属度能

否把目标 Q 所属类别区分开和在怎样程度上区分开的一种

度量. 如果区分权 αj(Q) = 0, 由熵的性质知[12], 此时必有

µj1(Q) = µj2(Q) = · · · = µjP (Q), 在这种情况下, j 指标的

隶属度是对目标 Q 分类不起作用的冗余指标隶属度; 而冗余

指标隶属度自然不能参与计算目标 Q 的隶属度.

定义 2. 若 µjk(Q), k = 1, · · · , P, j = 1, · · · , m 是 j 指

标属于 Ck 类的隶属度, αj(Q) 是 j 指标关于目标 Q 的区分

权, 则称

αj(Q) · µjk(Q), k = 1, · · · , P (6)

是 j 指标的 k 类隶属度的有效区分值, 简称 k 类有效值.

当区分权 αj(Q) = 0 时, 表明 j 指标隶属度对于目标 Q

分类来说是不起作用的冗余指标隶属度; 而对目标 Q 分类来

说冗余指标隶属度不能参与计算目标 Q 的隶属度. 注意到当

αj(Q) = 0 时, 有效值 αj(Q) · µjk(Q) = 0, 由此可发现, 用

于计算目标 Q 的 k 类隶属度 µk(Q) 的不是 j 指标的 k 类隶

属度 µjk(Q), 而是 j 指标的 k 类有效值 αj(Q) · µjk(Q), 这

是一个至关重要的事实.

当用指标的有效值代替隶属度参与计算目标隶属度时,

区分权就是一种滤波器, 它能识别对目标分类来说不起作用

的冗余的指标隶属度和指标隶属度中的冗余数值.

2 指标隶属度的可比值与隶属度转换

虽然 j 指标的 k 类有效值 αj(Q) ·µjk(Q) 对于计算目标

Q 的 k 类隶属度 µk(Q) 是必不可少的, 但是, 在通常情况下,

不同 j 指标的 k 类有效值之间并不具有可比性, 更不具有直

接可加性, 因为不同 j 指标的 k 类有效值的 “单位重要性”

程度在通常情况下是不同的. 原因是: 在获取指标各类隶属

度的过程中, 在通常情况下都没有用到各指标关于目标 Q 的

“相对重要性”. 所以, 在计算目标 Q 的 k 类隶属度 µk(Q)

时, 不同 j 指标的 k 类有效值必须转化为可进行大小比较的

可比有效值.

定义 3. 若αj(Q)·µjk(Q)是 j 指标的 k类有效值, βj(Q)

是 j 指标关于目标 Q 的重要性权重, 则称

βj(Q) · αj(Q) · µjk(Q), k = 1, · · · , P (7)

是 j 指标 k 类隶属度的可比有效值, 简称 k 类可比值.

显然, 目标 Q 的不同 j 指标的 k 类可比值之间, 具有可

比性和直接可加性.

定义 4. 若 βj(Q) · αj(Q) · µjk(Q) 是目标 Q 的 j 指标

的 k 类可比值, 则称

Mk(Q) =

m∑
j=1

βj(Q) · αj(Q) · µjk(Q), k = 1, · · · , P (8)

是目标 Q 的 k 类可比和.

显然, 目标 Q 的 k 类可比和相对越大, 则属于 Ck 类的

程度越大.

定义 5. 若Mk(Q), k = 1, · · · , P 是目标Q 的 k 类可比

和, 则

µk(Q) =
Mk(Q)

P∑
t=1

Mt(Q)

, k = 1, · · · , P (9)

其中, µk(Q) 是目标 Q 属于 Ck 类的隶属度.

显然, 由式 (9) 定义的隶属度 µk(Q) 满足

0 ≤ µk(Q) ≤ 1,

m∑

k=1

µk(Q) = 1 (10)

至此, 在目标 Q 的各项指标的隶属度与指标重要性权重

已知的条件下, 通过式 (2)∼ (4)、(8)、(9) 实现了从指标隶属

度到目标隶属度的转换, 并且在转换过程中, 不增加新的先

验知识, 也不造成分类信息失真. 转换算法可概括为 “一滤、

二比、三合成”. 一滤是指用区分权滤波, 滤掉指标隶属度中

对目标分类不起作用的冗余数值, 提取有效值; 二比是指有

效值转化为可比值并生成可比和; 三合成是指用可比和定义

目标隶属度.

特别值得一提的是, “一滤、二比、三合成” 算法模式是

在指标隶属度中不包含指标关于目标的 “相对重要性” 条件

下得到的. 倘若不然, 对于某个特定决策问题, 如果在指标隶

属度中包含着指标关于目标的 “相对重要性”, 那么, 在这种

情况下, j 指标的 k 类有效值 αj(Q) · µjk(Q) 同时也是 k 类

可比值. 此时式 (8) 的可比和可以用有效和替代, 即

Mk(Q) =

m∑
j=1

αj(Q) · µjk(Q), k = 1, · · · , P (11)

注意到有效和Mk(Q) 显然满足

0 ≤ Mk(Q) ≤ 1,

P∑

k=1

Mk(Q) = 1 (12)

由式 (12) 知, 有效和Mk(Q) 就是目标 Q 属于 Ck 类的隶属

度 µk(Q), 所以, 有下述定义.

定义 6. 若 µjk(Q), j = 1, · · · , m, k = 1, · · · , P 是目标

Q 的 j 指标属于 Ck 类的隶属度, 如果 µjk(Q) 中包含着 j

指标关于目标 Q 的 “相对重要性”, 并且 µjk(Q) 满足式 (1),

αj(Q) 是 j 指标关于目标 Q 的区分权, 则

µk(Q) =

m∑
j=1

αj(Q) · µjk(Q) (13)

其中, µk(Q) 是目标 Q 属于 Ck 类的隶属度.

上述隶属度转换算法可概括为 “一滤、二合成”, 是 “一

滤、二比、三合成” 的简化模式.

环评中, 由指标监测值隶属度到样本隶属度的转换用

“一滤、二合成” 模式. 原因是: 环评中质量 “标准” 的分类

数据中隐含着污染指标对环境质量危害的 “相对重要性”, 所

以, 根据 “标准” 中分类数据通过构造隶属函数获得的指标

监测值隶属度中, 隐含着指标 (对环境质量危害) 的 “相对重

要性”.
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顺便补充一点: 在水质评价中, 因 “标准” 的分类数据中

隐含着污染指标对水质危害的 “相对重要性” (理由略), 所

以, 指标的 “相对重要性” 不能再由专家另行规定; 又因 “标

准” 中分类数据的非线性关系, 使得人们不可能把隐含在分

类数据中的指标对水质危害的 “相对重要性”, 再改用 “权重”

这种表达指标 “相对重要性” 的惯用形式来表达. 所以, 在水

质评价中, 人们争论了三十多年用来表示指标 (对水质危害

的) 重要性 “权重” 的 “专家权” 与 “超标权” 都是没有意义

的.

3 实例

文献 [1] 给出某工程项目风险评价矩阵如表 1 所示, 表

中括号内数字为相应指标的重要性权值.

以表 1 中项目风险评价矩阵为例, 计算工程项目风险隶

属度步骤如下:

1) 按 “一滤、二比、三合成” 模式计算上部结构 x1 的隶

属度.

a) x1 下辖的底层指标的隶属度矩阵为

U(x1) =




0 0.4 0.4 0.1 0.1

0.4 0.6 0 0 0

0.1 0.7 0.2 0 0

0 0.7 0.2 0.1 0

0.3 0.5 0.1 0.1 0

0 0.3 0.3 0.3 0.1




(14)

b) 计算矩阵 U(x1) 中各行指标的区分权, 得区分权向量

ααα(x1) 为

ααα(x1) = (0.1123, 0.2528, 0.2180, 0.2180, 0.1191, 0.0789)

c) 由表 1 知, 各底层指标关于上部结构 x1 的重要性权

重向量为

βββ(x1) = (0.20, 0.10, 0.15, 0.25, 0.05, 0.25)

d) 由式 (7) 计算 6 种指标关于 5 个等级隶属度的可比

值, 可比值矩阵为

N(x1) =




0 0.0090 0.0090 0.0022 0.0022

0.0101 0.0152 0 0 0

0.0033 0.0229 0.0065 0 0

0 0.0382 0.0109 0.0055 0

0.0018 0.0030 0.0006 0.0006 0

0 0.0060 0.0060 0.0060 0.0020




(15)

e) 由式 (8) 计算上部结构 x1 的各类可比和, 得可比和

向量MMM(x1) 为

MMM(x1) = (0.0134, 0.1293, 0.0433, 0.0191, 0.0042)

f) 由式 (9) 计算上部结构 x1 的隶属度向量 µµµ(x1) 为

µµµ(x1) = (0.0639, 0.6176, 0.2068, 0.0914, 0.0203)

同理, 得下部结构 x2 的隶属度向量 µµµ(x2) 为

µµµ(x2) = (0, 0.1698, 0.6581, 0.1721, 0)

由表 1知, 大型临时施工设备 x3 的隶属度向量µµµ(x3)为

µµµ(x3) = (0, 0.5, 0.4, 0.1, 0)

2) 同样, 由 x1、x2、x3 的隶属度计算技术风险 y1 的隶

属度向量 µµµ(y1) 为

µµµ(y1) = (0.0268, 0.5016, 0.3562, 0.1068, 0.0085)

同理可得经济风险 y2、自然风险 y3、法律风险 y4 的隶

属度向量分别为

µµµ(y2) = (0, 0.3790, 0.3773, 0.2025, 0.0412)

µµµ(y3) = (0.0199, 0.7123, 0.2140, 0.0199, 0.0339)

µµµ(y4) = (0.0656, 0.6000, 0.2344, 0.1000, 0)

3) 由技术风险 y1、经济风险 y2、自然风险 y3 和法律风

险 y4 的隶属度, 按照与步骤 1) 相同的步骤, 可得工程项目风

险 Z 的隶属度向量 µµµ(Z) 为

µµµ(Z) = (0.0220, 0.5059, 0.3258, 0.1244, 0.0220) (16)

4) 风险识别

因项目风险等级划分有序 (Ck 级优于 Ck+1 级), 所以,

适用于无序划分的最大隶属度识别准则在此并不适用, 改用

置信度识别准则[13],根据向量µµµ(Z),判工程项目风险属于C3

级, 且有不低于 85% (0.0220+0.5059+0.3258 = 0.8537)的

置信度.

4 小结

1) “一滤、二比、三合成” 是一般的隶属度转换算法模

式, 其中关键步骤是区分权滤波; 2) “一滤、二比、三合成”

模式不增加先验知识, 也不造成分类信息失真; 3) 本文算法

的理论价值是: 用算法说明模糊逻辑系统[14] 中由论域 U 上

模糊集到论域 V 上模糊集的转换算法与信息条件有关, 并在

不同信息条件下给出了两种不同的算法实现.
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