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一种有效的移动机器人里程计误差建模方法

杨晶东 1, 2 杨敬辉 3 洪炳熔 2

摘 要 移动机器人里程计误差建模是研究移动机器人定位问题的基础. 现有的移动机器人里程计误差建模方法多数针对某

一种驱动类型移动机器人设计, 运动过程中缺乏对里程计累计误差的实时反馈补偿, 经过长距离运动过程定位精度大幅度降

低. 因此本文针对同步驱动和差动驱动轮式移动机器人平台提出了一种通用的里程计误差建模方法. 在假设机器人运动路径

近似弧线基础上, 依据里程计误差传播规律推导了非系统误差、系统误差与里程计过程输入之间的近似函数关系, 进而提出一

种具有闭环误差实时反馈补偿功能的移动机器人定位算法, 对定位过程中产生的里程计累计误差给予实时反馈补偿. 实验表

明新算法有效地减少了里程计累计误差, 提高了定位精度.
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An Efficient Approach to Odometric Error Modeling for Mobile Robots

YANG Jing-Dong1, 2 YANG Jing-Hui3 HONG Bing-Rong2

Abstract Odometric error modeling for mobile robot is a basis of localization. Most of the approaches to odometric error

modeling are designed for some special driving-type robot up to now. And the unbounded odometric long term error, which

degrades localization precision after long-distance movement, is not often able to be compensated in real-time. Therefore,

a general approach to odometric error modeling for mobile robot is proposed with respect to both synchronous-drive

roller robot and differential-drive roller robot. The method assumes that the robot path to be approximately to circular

arcs. The approximate functions relationships between the process input of odometry and non-systematic errors as well

as systematic errors are derived based on the odometric error propagation law. Further, a new localization algorithm

for mobile robot is proposed, which is used to online compensate the accumulative errors of odometry in the process

of localization. The experiments show that the new localization algorithm reduces the accumulative errors of odometry

efficiently, and improves the localization precision remarkably.

Key words Extended Kalman filter, odometric error modeling, mobile robot localization, pose estimation

轮式移动机器人定位过程中会产生两种误差，

系统误差和非系统误差. 这两种误差在移动机器人
定位中都会导致很大的里程计累积误差, 使定位精
度降低[1−2]. 如何有效地减小因长距离移动而产生
的系统误差和非系统误差, 提高定位精度逐渐成为
移动机器人定位研究中的热点问题.

许多学者对这两种里程计误差进行了深入研究,
Borenstein[3] 提出了一种里程计系统误差测试标准.
Chong 等[4−5] 针对差动驱动轮式移动机器人, 提出
了一种机器人弧线运动路径的假设. Martinelli[6−7]
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针对同步驱动轮式移动机器人提出了一种里程计误

差建模方法用来评估系统误差和非系统误差. Tur[8]

在自主车 (Ackerman) 驱动系统平台上用一种 “闭
环形式” 的协方差矩阵表示机器人位姿估计的不确
定性. 以上这些都仅针对某一驱动类型的机器人进
行分析, 对于轮式移动机器人不具有代表性.
本文针对同步驱动和差动驱动轮式移动机器人

提出了一种通用的里程计误差建模方法. 在假定机
器人弧线运动路径基础上, 推导了两种误差与里程
计过程输入之间的函数关系. 进而提出一种具有闭
环误差实时反馈补偿功能的移动机器人定位算法.
实验表明这种具有实时误差补偿功能的定位算法有

效地减少了定位误差, 提高了定位精度, 可以适用于
同步驱动和差动驱动轮式移动机器人平台.

1 里程计模型

针对同步驱动和差动驱动轮式移动机器人根据

运动学原理对其运动过程中的位姿变化进行描述.
假定机器人的任意运动路径被分割成无数段小弧线

轨迹,由位姿 sk 到 sk+1 的运动路径就可看作半径为

rk 的一小段弧线轨迹, 机器人弧线运动的弧度角 γ
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与方向偏移量 θ 以及航向角 φ 的关系为 γ = θ + φ.
引进 ∆γ 作为世界坐标系下机器人由一个时间段到

另一个时间段运动方向的变化.

γk+1 = γk + ∆γk (1)

机器人在世界坐标系下的任意时刻两个位置 sk 和
sk+1 具有近似函数关系, 由此 sk+1 可表示为

sk+1 =




xk +

(
Dk

γk

)
[sin(γk + ∆γk)− sin γk]

yk −
(

Dk

γk

)
[cos(γk + ∆γk)− cos γk]

γk + ∆γk




(2)

其中 Dk 为弧线运动弧长.

2 非系统误差分析

定义 1. 函数 f(sk, uk, wk) 和 h(sk, uk, wk) 的
偏微分以及任意 k + 1 和 k 时刻角度正余弦函数偏

差分别定义如下

∇sk
f = ∇sk,∇uk

f = ∇uk,∇wk
f = ∇wk

∇sk
h = ∇hsk,∇vk

h = ∇huk,∇wk
h = ∇hwk

sγk+1 − sγk =M sγ, cγk+1 − cγk =M cγ

式中及下文中 s, c 分别表示弧度角 γ 的 sin, cos 函
数值.

移动机器人在 k + 1 时刻位姿预测过程是一个
只与 k 时刻有关, 而与以前时刻无关的马尔可夫过
程. 假定以雅可比矩阵形式一阶泰勒展开不会引入
高阶误差, 根据非线性误差传播规律, k + 1 时刻的
位姿协方差矩阵 pk+1 可表示为以下形式

[9−10]

pk+1 = OskpkOsT
k + Ouk

∑
k

OuT
k =

OskpkOsT
k + Qk (3)

其中, Qk 表示过程噪声 (非系统误差) 协方差.
式 (2) 的两个雅可比矩阵为

Osk =




1 0 rk(cγk+1 − cγk)

0 1 rk(sγk+1 − sγk)

0 0 1


 (4)

Ouk =




∆sγ

∆γk
− rk

∆γk
(∆sγ) + rkcγk+1

−∆cγ

∆γk

rk

∆γk
(∆cγ) + rksγk+1

0 1




(5)

定义 2. 非系统误差协方差 Qk 可定义为: 当

N →∞, Qk = lim
N→∞

∑N−1

i=1
Qi

k,11.

定义 3. 里程计过程输入 uk 的协方差
∑

k 可表

示为对角矩阵形式:
∑

k =
[

δD2
k

0

0 δMγ2
k

]
.

机器人运动过程中的距离和角度方差 δD2
k
, δMγ2

k

可表示为

δD2
k

= kD|Dk| = kD|rk∆γk| (6)

δMγ2
k

=kγ
γ | M γk|+ kD

γ |Dk| = (kγ
γ + kD

γ |rk|)| M γk| =
kγ(rk)| M γk| (7)

其中 kD, kγ , kγ
γ , kD

γ 均为误差常数, 表示马达驱动
和轮子 -地面交互的非确定性参数.
定理 1. 假设移动机器人运动过程中的第 k 时

刻位姿误差与里程计输入误差无关, 那么运动过程
中产生的非系统误差协方差 Qk 可表示为里程计过

程输入 uk 的近似函数形式

Qk = g(rk,M γk,M γk+1, Dk)

证明.
1) 弧线运动
假设把 k 个时间步细分成 N 个子步, i =

1, 2, · · · , N 那么

s0
k = sk, · · · , sN

k = sk+1, p0
k = pk, · · · , pN

k = pk+1

由式 (3) 根据递推关系推导出以下关系式

pk+1 =

[
N−1∏
i=0

∇si
k

]
pk

[
N−1∏
i=0

∇si
k

]T

+

N−1∑
i=0

[
∇ui

k

N−1∏
j=i+1

∇sj
k

]
n∑

k=1

[
∇ui

k

N−1∏
j=i+1

∇sj
k

]T

(8)

依据式 (4) 可以得到下面关系式

N−1∏
j=i+1

∇sj
k =




1 0 rk(cγN−1
k − cγi+1

k )

0 1 rk(sγN−1
k − sγi+1

k )

0 0 1


 (9)

机器人从 k 时刻到 k + 1 时刻经过的路径被分成无
数段小的弧线. 每段小弧线当 N → ∞,M ri

k → 0,
进而 rN−1

k → rk+1, 因此从 N − 1 到 N 的扩展误差
也趋近零, 利用式 (5) 和 (9) 再根据三角函数和差化
积极限关系式可得

[Oui
k]T

[
N−1∏

j=i+1

∇sj
k

]
=




cγi
k rk(cγk+1 − cγi

k)

sγi
k rk(sγk+1 − sγi

k)

0 1


 (10)

利用式 (10) 和定义 3, 矩阵 Qi
k 可改成如下形式

lim
N→∞

[
N∏

j=i+1

∇sj
k

]T

[Oui
k]

i∑
k

[Oui
k]

T

[
N∏

j=i+1

∇sj
k

]
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由此可以计算矩阵 Qi
k 各元素如下

Qi
k,11 = δ2

Di
k
c2γi

k + δ2
Mγi

k
r2

k(cγk+1 − cγi
k)

2 (11)

Qi
k,12 = Qi

k,21 = δ2
Di

k
cγi

ksγ
i
k +

δ2
Mγi

k
r2

k(cγk+1 − cγi
k) · (sγk+1 − sγi

k) (12)

Qi
k,13 = Qi

k,31 = δ2
Mγi

k
rk(cγk+1 − cγi

k) (13)

Qi
k,22 = δ2

Di
k
s2γi

k + δ2
Mγi

k
r2

k(sγk+1 − sγi
k)

2 (14)

Qi
k,23 = Qi

k,32 = δ2
Mγi

k
rk(sγk+1 − sγi

k) (15)

Qi
k,33 = δ2

Mγi
k

(16)

利用式 (6) 和 (7) 以及定义 2 得到 Qi
k 各元素累加

和的表达式, 定义成关于 γi
k 黎曼积分的形式并根据

半角三角函数关系推得

Qk,11 = sgn(M γk)0.5(kD|rk|+ r2
kkγ)[M γk +

0.5 M s2γ + r2
kkγ(M γkc2γk+1 −

2cγk+1 M sγ)] (17)

Qk,12 = Qk,21 = sgn(M γk)0.25(kD|rk|+
r2

kkγ) M c2γ + r2
kkγ [0.5 M γks2γk+1 +

c2γk+1 − c(γk+1 + γk)] (18)

Qk,13 = Qk,31 = |rk|kγ(M γkcγk+1 − cγk+1 + sγk)
(19)

Qk,22 = sgn(M γk)0.5(kD|rk|+ r2
kkγ)(M γk +

0.5 M s2γ) + r2
kkγ [M γks2γk+1 +

2cγk+1 M cγ] (20)

Qk,23 = Qk,32 = |rk|kγ(M γksγk+1+ M cγ) (21)

Qk,33 = kγ | M γk| (22)

其中, sgn(M γk) = sgn(rk) = |rk|/rk 6= 0
2) 原地转动
当 rk → 0, 为弧线运动的一种特例, 即机器人

绕某一固定点原地转动. 由此 Qk 各元素为

Qk,11 =Qk,12 =Qk,13 =Qk,21 =Qk,31 =Qk,22 = 0

Qk,33 =kγ
γ | M γk| (23)

3) 直线运动
直线运动可看作机器人弧线运动轨迹的一种

特例, 当 rk → ∞, M γk → 0, Dk = rk M γk,
γk+1 = γi

k+ M γk(N − i)/Nk, Dk → Dk/Nk, M
γk →M γk(N − i)/N . 根据无穷级数和公式, 当

N → ∞ 时, 非系统误差协方差矩阵 Qi
k 各元素

(11)∼ (16) 可以改写成以下形式

Qk,11 = |Dk|(kDc2γk +0.3kD
γ D2

ks
2γk) (24)

Qk,12 = Qk,21 = 0.5|Dk|(kD−0.3kD
γ D2

ks2γk) (25)

Qk,13 = Qk,31 = −0.5kD
γ |Dk|Dksγk (26)

Qk,23 = Qk,32 = 0.5kD
γ |Dk|Dkcγk (27)

Qk,22 = |Dk|(kDs2γk + 0.3kD
γ D2

kc
2γk) (28)

Qk,33 = kD
γ |Dk| (29)

至此可以看出移动机器人运动过程中产生的非

系统误差协方差 Qk 可以表示成里程计过程输入量

uk 的近似函数形式. ¤

3 系统误差分析

系统误差是由于轮式移动机器人设计结构不合

理或里程计精度不高导致的内部误差, 是一个与时
间无关的近似零均值物理量. 这里主要考虑由于移
动机器人驱动轮半径存在微小的差异, 在运动过程
中发生侧滑而引起的系统误差.
侧滑发生时机器人会产生旋转和平移运动, 地

面对轮子产生的滑动摩擦力和滑动摩擦力矩分别为

FFF fric 和MMM fric. 假设产生的合力作用在机器人质心
上, 根据力学原理得到如下关系

MMM fric =krigid M θθθ=−L sinφφφFfric =−µmgL sinφφφ

其中 krigid 表示机体与地面发生相对转动的倔强系

数, µ 表示滑动摩擦系数. 侧滑发生时移动机器人的
航向角 φ 与方向偏移量 M θ 之间具有近似正弦函数

关系, 它反映了机器人在转弯行进过程中沿航向角
每米距离的方向偏移量. 假定驱动移动机器人沿直
线方向前进到达某点, 由于轮径差异的影响, 会使机
器人沿弧线轨迹到达终点, 显然实际距离 D 大于理

论值 D(R). 由于角度偏差很小, 机器人实际轨迹可
以近似看作由出发点出发的一条斜线, 实际距离与
理论值具有如下近似正比例关系式: D ≈ βD(R).
因此这部分由于轮径间微小差异引起的系统误

差会在移动机器人运动过程中长期存在, 必须给予
实时补偿.

4 具有实时误差反馈补偿功能的移动机器人

定位算法

本文利用扩展卡尔曼滤波 (Extended Kalman
filter, EKF) 原理[11] 并根据环境地图库的信息对移

动机器人进行位姿跟踪. 其位姿估计的非线性运动
模型以及传感器量测模型如下式

sk+1 = f(sk, uk,M γk, wk) (30)
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zk = h(sk,M, vk) (31)

其中, h 表示根据地图库信息产生的传感器量测值,
M 表示特征地图库, wk 和 vk 表示过程噪声和量

测噪声, 满足零均值白噪声的正态分布. E[wk] =
E[vk] = 0,E[wk, w

T
k ] = Qk,E[vk, v

T
k ] = Rk, Qk, Rk

为输入噪声和量测噪声协方差, 并且互不相关.
利用 EKF 原理进行移动机器人位姿跟踪过程

大致分成以下几个步骤:
步骤 1. 预测: 根据机器人先行位姿估计及其

协方差预测先验位姿估计及其协方差.

ŝk+1 = f(ŝk, uk,M γk, wk) (32)

Pk+1/k = Fk+1Pk/kF
T
k+1 + Wk+1QkW

T
k+1 (33)

函数 f 的雅可比矩阵如下

Fk+1/k = ∇sk+1|ŝk/k,uk,0 (34)

Wk+1/k = ∇wk+1|ŝk/k,uk,0 (35)

步骤 2. 量测: 根据地图库M 得到量测预测值

与传感器实际量测值获得量测修正误差.

ẑk+1/k = h(ŝk+1/k,M, vk) (36)

vk+1 = zk+1 − ẑk+1 (37)

E[vk+1, v
T
k+1] = Rk+1 (38)

Ck+1 = Hk+1Pk+1/kH
T
k+1 + Vk+1Rk+1/kV

T
k+1 (39)

函数 h 的雅可比矩阵

Hk+1/k = ∇hsk+1|ŝk/k,uk,0 (40)

Vk+1/k = ∇hwk+1|ŝk/k,uk,0 (41)

步骤 3. 匹配: 比较每一次实际量测值与量测
预测值是否匹配.

Gk ≥ vk+1Ck+1v
T
k+1 (42)

Gk 为实际量测与量测预测之间的马氏距离.
步骤 4. 更新: 计算里程计误差反馈增益以及

获得机器人后验位姿估计及其协方差.

Kk1 = Pk+1/kH
T
k+1C

−1
k+1 (43)

Kk2 = sk/kλk(M D
(R)
k ,M φk) (44)

其中 λk(M D
(R)
k ,M φk) 为系统误差补偿函数

Pk+1/k+1 = (I −Kk1Hk+1)Pk+1/k (45)

ŝk+1/k+1 = ŝk+1/k + Kk1vk+1 + Kk2 (46)

对移动机器人位姿跟踪过程中里程计误差进行实时

补偿的移动机器人定位算法如下:

输入: 机器人先行位姿估计以及里程计过程输入量

输出: 机器人后验位姿估计

For 对于每个运动时刻 k = 1, 2, · · · , do

Step 1. 初始化初始位姿E[s0] = ŝ0, E[(s0− ŝ0)
2] = p0

Step 2. 计算系统误差反馈增益Kk2

Step 3. 预测先验位姿 ŝk+1/k

Step 4. 计算函数 f 的雅可比矩阵: Fk+1, Wk+1

Step 5. 计算非系统误差协方差Qk. ((17)∼(29))/*弧

线运动、直线运动或原地转动 */

Step 6. 预测先验位姿协方差 Pk+1/k

Step 7. 获得量测预测值 Ẑk+1/k

Step 8. 计算传感器实际量测值 Zk+1

Step 9. 计算函数 h 雅可比矩阵 Hk+1, Vk+1

Step 10. 计算量测修正误差 vk+1

Step 11. 计算量测噪声协方差 Rk+1

Step 12. 计算复合修正位姿协方差 Ck+1

Step 13. 计算马氏距离 Gk

If 满足式 (42) 条件, 转 Step 14, 否则转 Step 2; End If

Step 14. 计算非系统误差反馈控制增益Kk1

Step 15. 更新后验位姿协方差 Pk+1/k+1

Step 16. 更新后验位姿估计 sk+1/k+1

End For

5 实验结果与分析

为了验证具有实时误差补偿功能的移动机器人

定位算法的有效性和通用性, 本文针对多台轮式移
动机器人, 在室内环境下完成了非系统误差和系统
误差在线补偿的定位实验. 其中较为典型的机器人
是差动驱动机器人 ERSP, 如图 1 (a) 所示.

(a) ERSP 机器人 (b) 导航环境

(a) ERSP robot (b) Navigation environment

图 1 ERSP 机器人定位导航过程

Fig. 1 The localization and navigation for

ERSP robot

实验 1. 非系统误差实时补偿对定位精度的影
响

室内环境下的移动机器人自主导航实验: 首先
利用遥控器驱动机器人 ERSP 从一个房间穿越两边
堆有错落叠放木板的走廊, 进入走廊另外一侧的一
个房间内, 然后再沿原路返回 (如图 1 (b)). 经过几
次针对起止点往返导航过程后, 机器人会自动创建
环境栅格地图, 进入自主导航过程, 可以任意地从环
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境中指定的一点无碰撞地到达另外一指定点.
图 2 和图 3 给出了图 1 (b) 环境下非系统误差

补偿前后的位置误差和角度误差的对比图. 从图中
可以看出误差补偿后的位姿偏差大幅度减少, 其中
角度和位置均值误差分别减少 81.31% 和 80.49%,
并且波动幅度较为平稳.

图 2 非系统误差补偿前后位置误差变化

Fig. 2 The changes of position errors before and after

non-system errors compensation

图 3 非系统误差补偿前后角度误差变化

Fig. 3 The changes of angle errors before and after

non-system errors compensation

在上述同样环境下, 针对同步驱动移动机器
人进行的定位实验得出角度和位置误差分别减少

76.43% 和 75.64%. 因此该定位算法对于同步驱动
和差动驱动移动机器人具有通用性, 当机器人位姿
偏差增大时能够把运动过程中的不确定性误差 Qk

实时量化到里程计过程输入量 uk 中, 并通过及时更
新非系统误差反馈增益参数 Kk1 得到补偿, 有效地
减小运动过程中的定位误差.

实验 2. 系统误差实时补偿对定位精度的影响

在一个半径 12m 左右的室内在具有不同初始
方向角条件下沿同一个方向行进 10m 左右的距

离. 测得实际距离 D 和理论值 D(R) 及其之间的

比例函数关系. 表 1 数据显示 ERSP 经过 11 次
上述实验过程的结果. 测得比例关系 β ≈ 1.0013,
而对同步驱动机器人 HIT-3SDR 在同样条件下的
实验则满足 β ≈ 1.0027. 表 1 还给出了上述同
样环境下针对机器人 HIT-3SDR 和 ERSP 进行的
航向角与方向偏移量关系数据. 测得 ERSP 平台
满足 4θ ≈ −3.78 sin φ(deg/s), HIT-3SDR 则满足
4θ ≈ −2.2 sin φ(deg/s).

表 1 沿具有不同初始角同一方向运动中的距离和角度偏差

Table 1 The errors of distance and angle with different

starting angles along the same direction

变量 D D(R) D/D(R) θθθstart φφφ ∆θθθ

单位 mm mm 1 deg deg deg

1 9 825.4 9 815.6 1.000 998 7.9 82.1 -2.450

2 9 830.1 9 815.7 1.001 467 340.5 −250.5 −1.865

3 9 887.6 9 874.3 1.001 347 40.5 49.5 −1.456

4 9 858.4 9 836.2 1.002 257 78.8 21.2 −0.157

5 9 734.6 9 726.9 1.000 792 103.4 −13.4 0.813

6 9 785.5 9 773.7 1.001 207 133.0 −43.0 1.356

7 9 778.9 9 767.8 1.001 136 163.3 −73.3 1.874

8 9 956.5 9 946.8 1.000 975 192.3 −102.3 1.974

9 9 946.9 9 931.5 1.001 551 212.6 −122.6 2.156

10 9 978.9 9 968.3 1.001 063 249.7 −159.7 0.601

11 9 875.4 9 856.7 1.001 897 305.5 −215.5 −0.634

针对差动驱动和同步驱动机器人在运动控制

端对这部分系统误差进行了反馈补偿. 实验测得
ERSP 的位置误差和角度误差分别减少 63.53% 和
73.66%, 而同步驱动 HIT-3SDR 分别减少 53.24%
和 70.51%. 因此该定位算法可以同时适用于同步驱
动和差动驱动轮式移动机器人, 能够把移动机器人
在运动过程中由轮径差异引起的距离偏差 ∆D 和角

度偏差 ∆φ 实时映射到里程计过程输入量 D(R) 和

φ 中, 并通过调节系统误差反馈增益 Kk2 进行在线

补偿, 及时减小了这种固有系统误差导致的里程计
累计误差, 保证了运动中定位的准确性.
图 4 给出了上述环境下导航过程中路标点附

近 88 次不同位置的定位时间对比数据, 可以看出
移动机器人里程计误差补偿前后的定位时间非常

接近, 误差补偿前后平均定位时间为: 579.21 ms 和
659.25ms, 这是因为在误差补偿过程中反复计算误
差增益和雅可比矩阵将会占用一定的时间. 但是整
个过程是以定位时间增加 12.14% 为代价获得位置
和角度误差减小 80.49% 和 81.31% 较高的定位精
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度, 实验表明这种误差实时补偿能够满足移动机器
人的实时导航过程.

图 4 里程计误差补偿前后定位时间变化

Fig. 4 The changes of localization times before and after

odometric errors compensation

6 结论

本文针对同步驱动和差动驱动轮式移动机器人

平台提出了一种通用的里程计误差建模方法, 并根
据里程计误差与过程输入之间的函数关系, 在导航
定位过程中对里程计误差进行实时补偿, 提高定位
精度. 今后的研究工作重点放在继续完善这种建模
方法, 并建立起移动机器人物理约束系统和反馈补
偿系统, 使其具有更普遍的推广意义.
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