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基于二维混合模型的改进型重复控制系统保性能设计方法

吴 敏 1 陈诗桓 1 佘锦华 2 何 勇 1 中野道雄 3

摘 要 针对一类具有参数不确定性的线性系统, 基于连续/离散二维混合模型进行改进型重复控制系统的保性能设计. 首先

给出一种具有反馈作用的改进型重复控制系统结构, 通过独立地考虑重复控制系统的连续控制行为与离散学习行为, 建立重

复控制系统的连续/离散二维混合模型, 并将重复控制的设计问题转化为一类连续/离散二维系统的状态反馈控制问题. 然后,

应用二维 Lyapunov 泛函导出保性能改进型重复控制器存在的充分条件, 进而证明该条件等价于一个线性矩阵不等式可解性

问题. 最后通过求解对应的凸优化问题, 给出了最优保性能控制器的具体形式. 数值仿真验证了所提出方法的有效性.
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Guaranteed Cost Design of Modified Repetitive Control Systems

Based on 2D Hybrid Model
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Abstract This paper deals with the problem of designing a guaranteed cost modified repetitive control system based

on two dimensional (2D) hybrid model for a class of linear systems with parametric uncertainties. First, by analyzing of

the continuous control process and discrete learning process independently, the structure of a feedback modified repetitive

control (FMRC) system is given and a hybrid continuous-discrete 2D model for the FMRC system is established. Then,

the FMRC design problem is converted to the design problem of the continuous-discrete 2D systems with a state feedback.

Next, by using the 2D Lyapunov theory, a sufficient condition for existence of guaranteed cost modified repetitive control

is obtained. Furthermore, it is pointed out that the condition is equivalent to the solvability problem of a linear matrix

inequality. Finally, the design problem of the optimal guaranteed cost control is formulated in solution of the associated

convex optimization problem. The validity of the method is verified by a numerical example.

Key words Parametric uncertainties, linear systems, modified repetitive control, guaranteed cost design, two dimen-

sional systems, linear matrix inequality (LMI)

重复控制是日本中野道雄教授及其研究小组于

1981 年提出的一种新型控制方法, 通过将周期信
号的动态模型植入系统的控制器内, 实现对周期性
输入或干扰信号进行高精度的跟踪或抑制[1]. 重复
控制最先是针对质子同步加速器励磁电源的周期励

磁电流信号进行高精度跟踪的问题提出来的, 具体
地, 要在 3 秒的时间内使励磁电流由 206A 变化到
3 045 A, 而且跟踪精度达到 10−4, 即在 3 045 A 的
电流时允许的误差仅为 ±300mA[2]. 由于这种控制
方法能够实现其他控制方法难以达到的高精度跟踪,
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所以重复控制一经提出就获得了广泛关注, 在电源
控制、超高精度机械加工、伺服控制系统高精度跟

踪控制等各个领域得到了成功的应用, 不少学者对
此进行了广泛深入的研究[1−10].
由于重复控制器的时滞特性, 使得重复控制系

统的稳定性难以得到保证, Inoue等构造了改进型重
复控制系统[1], 在改进型重复控制系统中引入另外
两个前向系数, 改善了闭环系统的稳定性, 并在机电
系统获得了应用[3]. She 等提出了离散时间变结构
严密内模重复控制方法[4]. 张立强等及 Park等研究
了基于 PID 的重复控制[5−6], 成功应用于伺服控制
系统和磁盘传动问题. 但是在选择控制器参数时, 这
些方法都需要进行反复调节.

在稳定性得到满足的条件下, 为了提高重复控
制系统的收敛速度和抑制不确定性的影响, 人们开
始探讨重复控制系统的过渡过程性能和鲁棒性问题.
Hara 等给出了连续和离散两种重复控制系统结构
的鲁棒稳定性条件和可镇定条件[7]. Ramrath 等提
出了一种基于最小 – 最大方法的鲁棒重复控制设计
方法[8]. Chen 和 Liu 在频域空间中研究了鲁棒重复
控制器的设计问题[9], 但得到的条件相当苛刻,
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只能适用于最小相位系统. Doh 等结合光驱传动的
伺服跟踪问题, 针对不确定线性系统, 提出了基于
LMI 的低通滤波器和重复控制器设计方法[10]. 但他
们考虑的是针对给定的重复控制系统设计具有最高

带宽的低通滤波器问题.
重复控制系统中存在着两种完全不同的行为:

一个周期之内的连续控制行为和各个周期之间的离

散学习行为. 然而, 现有的重复控制研究都是采用一
维空间的方法, 把连续控制和离散学习这两种完全
不同的行为同时在一维时间轴上等同对待, 因而导
致了这两种行为的相互影响而无法对其中的某个行

为独立进行研究, 不利于重复控制的稳定性和鲁棒
性分析与设计. 为了解决重复控制系统设计中存在
的系统稳定性和跟踪性能之间的矛盾, 亟需对重复
控制系统中的控制和学习这两种动态行为进行更深

入的分析研究.
另一方面, 在设计一个控制系统时, 期望设计的

控制律不仅能使闭环系统渐近稳定, 而且使得控制
系统具有一定的鲁棒性能水平. 解决这类问题的常
用方法之一是保性能控制. 保性能最早由 Chang 和
Peng 于 1972 年在自适应控制中提出[11], 随后一些
控制系统的保性能控制吸引了相当多学者的注意,
并推广至不确定时滞系统[12]、模糊不确定系统[13]、

网络控制系统[14] 等系统中, Paszke 等针对离散线
性重复过程和差分线性重复过程提出了相应的保性

能控制方法[15−16], 然而并没有涉及到改进型重复控
制系统的保性能控制.
本文针对一维时间轴上同时处理重复控制的

控制与学习过程所带来的局限性, 运用二维系统方
法[17], 建立重复控制的连续/离散二维混合模型, 在
连续坐标上反映的是一个周期之内的控制过程, 而
在离散坐标上反映的是各个周期之间的学习过程,
从而提出一种基于二维混合模型的保性能改进型重

复控制设计新方法, 对给定的二次性能指标, 给出闭
环系统的保性能改进型重复控制律参数设计及其优

化方法, 有效地解决改进型重复控制的稳定性和稳
态性能之间的折衷问题, 而且能够使改进型重复控
制器的设计简化、直观和实用, 为解决重复控制设计

问题提出了一种有效的途径.

1 问题描述

基本的改进型重复控制器 CR 如图 1 虚线所示
部分. 若控制系统回路中包含 CR, 则相应的控制系
统称为改进型重复控制系统[1].
在图 1 中, L 为时滞环节的延时时间, 与参考信

号的周期一致. 文献 [2] 指出, 为了改善系统的稳定
条件, 在时滞反馈回路中插入一个低通滤波器, 通过
牺牲对高频成分的跟踪性能可以保证系统的稳定性,
这就是改进型重复控制的基本思想.

图 1 基本的重复控制系统

Fig. 1 Basic repetitive control system

但是, 目前所提出的各种重复控制系统设计方
法, 都是在时间轴上混合考虑它们的综合效应, 无法
对重复控制中的控制行为和学习行为独立进行设计,
因而不能对重复控制系统中的控制器参数进行更精

确的调节, 普遍存在着对控制对象的要求较严、适用
性较差以及参数相互影响等问题. 为此, 本文首先将
反馈控制器引入到重复控制系统中, 设计如图 2 所
示的改进型重复控制系统; 然后在二维空间上将重
复控制律设计问题转化为一类连续/离散二维混合
系统的状态反馈控制问题; 最后, 利用二维系统理论
和线性矩阵不等式方法, 通过最小化给定的二次性
能指标来设计和优化改进型重复控制律.

在图 2 中, Kf , Kp 和 Ke 为系统的控制增益,
q(s) 为低通滤波器. 引入控制增益 Kf 的作用是改

善系统的跟踪收敛性, 即快速响应特性, 从而调节控
制过程; 采用状态反馈控制增益 Kp 的作用是使系

统稳定和满足一定的鲁棒性能; 在误差 eee(t) 与控制
输入 uuu(t) 之间引入了一个由时滞环节 e−sL 和控制

增益Ke 组成的前向通道, 通过控制增益Ke 来改善

图 2 改进型重复控制系统

Fig. 2 Modified repetitive control system
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学习过程的性能, 即提高系统的稳态跟踪误差, 从而
调节学习过程, 这是本文提出的重复控制系统结构
与现有的重复控制系统结构的不同之处, 从而有效
地分离了重复控制的控制行为和学习行为, 可以在
二维空间上对重复控制的控制行为和学习行为进行

独立设计. 这样, 重复控制系统的控制过程可以由控
制增益Kf 和Kp 来调节, 而学习过程则由控制增益
Ke 来调节. 同时, 把低通滤波器放在系统的前向通
道, 这种前置并没有改变重复控制内模的传递函数
的分母, 因而内部模型所起的作用是与放在反馈通
道的情形相同的.

设控制对象的状态空间模型为

ẋxxp(t) = (Ap + ∆AP )xxxp(t) + (Bp + ∆Bp)uuu(t)

yyyp(t) = (Cp + ∆Cp)xxxp(t) (1)

由图 2 可知, 低通滤波器的状态空间描述为

ẋxxf (t) = −ωfxxxf (t) + ωfxxxf (t− L) + ωfeee(t) (2)

其中, xxxp(t) ∈ Rn 为控制对象的状态, uuu(t) ∈ Rn 为

控制输入, yyyp(t) ∈ Rm 为控制输出, ωf = 1/T , 控
制规律 uuu(t) = Keeee(t− L) + Kpxxxp(t) + Kfxxxf (t).
假设时变不确定结构为

{
[∆Ap ∆Bp] = H1F [E1 E2]
∆Cp = H2FE1

(3)

其中, H1, H2, E1, E2 均为已知常数矩阵, F 是具有

Lebesgue 可测元的不确定矩阵, 且满足 FTF ≤ I.
为了获得控制规则的显式表达式, 首先对重复

控制过程的控制行为和学习行为分开考虑, 采用连
续/离散二维混合模型对图 2 所示的改进型重复控
制系统进行描述[18]. 为此, 对变量 ξξξ(t)(t ≥ 0), 设
∆ξξξ(t + L) = ξξξ(t + L)− ξξξ(t), 则可得

∆ẋxxp(t + L) = (Ap + ∆Ap)∆xxxp(t + L) +

(Bp + ∆Bp)∆uuu(t + L) (4)

∆ẋxxf (t + L) = −ωf∆xxxf (t + L)−
ωf (Cp + ∆Cp)∆xxxp(t + L) (5)

σσσ(t + L) = ∆eee(t + L) =

−(Cp + ∆Cp)∆xxxp(t + L) (6)

∆uuu(t + L) = Keσσσ(t) + Kp∆xxxp(t + L) +

Kf∆xxxf (t + L) (7)

重复控制依赖于两个独立的动态过程, 即连续
时间动态过程和学习次数动态过程. 现分别用两个
变量 τ (0 ≤ τ < L) 和 k (k = 0, 1, 2, · · · ) 来表示这
两个动态过程的自变量, 其中 τ 为表示时间的连续

变量, k 为表示学习次数的离散变量. 进一步假定

ξξξ(k, τ) = ξξξ(kL + τ) = ξξξ(t)

ξξξ(k + 1, τ) = ξξξ((k + 1)L + τ) = ξξξ(t + L)

则式 (4) 和 (5) 可以写为

∆ẋxxp(k + 1, τ) = (Ap + ∆Ap)∆xxxp(k + 1, τ) +

(Bp + ∆Bp)∆uuu(k + 1, τ) (8)

∆ẋxxf (k + 1, τ) = −ωf (Cp + ∆Cp)∆xxxp(k + 1, τ)−
ωf∆xxxf (k + 1, τ) + ωf∆xxxf (k + 1, τ − L) (9)

另一方面,

σσσ(k+1, τ) = σσσ(k, τ)−(Cp+∆Cp)∆xxxp(k+1, τ) +

(Cp + ∆Cp)∆xxxp(k + 1, τ − L) (10)

由式 (8)∼(10) 描述的控制对象与式 (1) 截然不同.
式 (1) 把控制对象在一个周期内的连续控制行为与
各个周期之间的离散学习行为进行了混合描述, 但
在式 (8)∼(10) 的描述中, 式 (8) 和 (9) 描述的是一
个周期内的连续控制行为, 而式 (10) 描述的是各个
周期之间的离散学习行为. 由于式 (8) 和 (9) 中不包
含 eee(k, t) 项, 显见一个周期内的控制行为不受学习
行为的影响, 这与实际的重复控制过程相符. 反之,
由式 (10) 可知一个周期内的控制行为直接影响到学
习行为, 这是由于控制行为收敛越快则对学习的需
求越低造成的.
式 (8)∼(10) 写成向量形式为


∆ẋxxp(k + 1, τ)
∆ẋxxf (k + 1, τ)
σσσ(k + 1, τ)


 =




Ap + ∆Ap 0 0
−ωf (Cp + ∆Cp) −ωf 0
−(Cp + ∆Cp) 0 1







∆xxxp(k + 1, τ)
∆xxxf (k + 1, τ)

σσσ(k, τ)


 +




0 0 0
0 ωf 0

Cp + ∆Cp 0 0







∆xxxp(k + 1, τ − L)
∆xxxf (k + 1, τ − L)

σσσ(k − 1, τ)


 +




Bp + ∆Bp

0
0


∆uuu(k + 1, τ) (11)

由式 (7) 可知, 改进型重复控制设计问题可以转化
为时滞连续/离散二维系统 (11) 的无记忆状态反馈
控制问题, 即得到二维无记忆状态反馈控制器

∆uuu(k + 1, τ) = [Kp Kf Ke ]




∆xxxp(k + 1, τ)
∆xxxf (k + 1, τ)

σσσ(k, τ)




(12)
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针对二维连续/离散系统 (11) 和控制律 (12),
记∆xxxT(k + 1, τ) = [∆xxxT

p (k + 1, τ),∆xxxT
f (k + 1, τ)],

Kx = [Kp Kf ], 那么

∆uuu(k + 1, τ) = [Kx Ke] [∆xxxT(k + 1, τ)σσσT(k, τ)]T

(13)
则相应的闭环过程为
[

∆ẋxxk+1(τ)
σσσk+1(τ)

]
=

[
A + ∆A 0
C + ∆C I

][
∆xxxk+1(τ)

σσσk(τ)

]
+

[
Ad 0

−C−∆C 0

][
∆xxxk+1(τ−L)

σσσk−1(τ)

]
+

[
B + ∆B

0

]
∆uuuk+1(τ) (14)

其中,

A =

[
Ap 0

−ωfCp −ωf

]
, ∆A =

[
∆Ap 0

−ωf∆Cp 0

]

Ad =

[
0 0
0 ωf

]
, B =

[
Bp

0

]
, ∆B =

[
∆Bp

0

]

C = [−Cp 0], ∆C = [−∆Cp 0]

∆A = H̄1F̄ Ē1 =

[
H1 0

−ωfH2 0

][
F 0
0 0

][
E1 0
0 0

]

∆B = H̄2F̄ Ē2 =

[
H1 0
0 0

][
F 0
0 0

][
E2

0

]

∆C = H̄3F̄ Ē3 = [H2 0]

[
F 0
0 0

][
E1 0
0 0

]

基于二维连续/离散系统 (14) 和控制律 (13),
得出其闭环系统结构, 如图 3 所示.

图 3 闭环系统结构

Fig. 3 Closed loop system

可以看出, 各个周期内的控制过程不受学习过
程的影响, 而 Kx 直接影响控制过程的收敛; 各个周
期之间的学习过程直接受控制过程的影响, 而Ke 则

关系到学习过程的好坏. 这与实际重复过程相符. 事
实上, 控制过程收敛越快则对学习的需求越低.

在重复控制过程中, 既关心控制输入和稳态跟
踪误差的收敛性, 又考虑控制行为与学习行为的相
互影响, 对不确定线性系统 (14), 定义如下二次性能
指标

J =
∫ ∞

−L

[uuu(t+L)−uuu(t)]TR[uuu(t + L)− uuu(t)]dt +
∫ ∞

−L

[xxx(t + L)− xxx(t)]TS1[xxx(t + L)− xxx(t)]dt +
∫ ∞

−L

σσσT(t)S2σσσ(t)dt (15)

其中, S1, S2 和 R 是给定的对称正定加权矩阵. 很
显然, S1, S2 和 R 分别反映了控制过程的性能要求,
学习过程的性能要求和控制信号的约束. 因此, 通过
选取性能指标 (15) 中的加权矩阵 S1 和 S2 可以分

别实现对控制过程和学习过程的调节.
定义 1. 对线性连续不确定系统 (14) 和性能

指标 (15), 如果存在一个正数 J∗, 重复控制律 uuu∗(t)
使得闭环系统跟踪误差收敛, 而且性能指标满足
J ≤ J∗, 则 J∗ 称为不确定系统 (14) 的一个性能上
界, uuu∗(t) 称为不确定系统 (14) 的一个保性能改进
型重复控制律.

2 最优保性能重复控制

本节针对不确定系统 (14) 和性能指标 (15), 考
虑形如式 (13) 具有反馈作用的保性能改进型重复控
制律设计和优化问题. 进一步, 基于线性矩阵不等式
方法, 给出保性能改进型重复控制律的存在条件和
设计方法. 给出主要结果之前, 先给出本文中需要的
下面几个引理.

引理 1[19]. 给定对称矩阵 Σ1, Σ2, Σ3, 这里
Σ1 = ΣT

1 , 0 < Σ2 = ΣT
2 , 则 Σ1 + ΣT

3 Σ−T
2 Σ3 < 0 等

价于
[

Σ1 ΣT
3

Σ3 −Σ2

]
< 0,

[
−Σ2 Σ3

ΣT
3 Σ1

]
< 0

引理 2[20]. 对任意合适维数的矩阵 U , V , W ,
这里 V TV ≤ I, 则 UV W + (UV W )T < 0 当且仅
当存在常数 ε>0, 使得 εUUT+ε−1WTW < 0 成立.
首先得到如下结果:
定理 1. 对线性连续不确定系统 (14) 和性能指

标 (15), 如果存在对称正定矩阵 P1, P2 以及合适维

数的对称正定矩阵 P3, 使得对所有允许的不确定性

(A1 + ∆A1)TP̄1 + P̄1(A1 + ∆A1) + Q̄1 − Q̄2 + S +

(A2 + ∆A2)TP̄ (A2 + ∆A2) + KTRK < 0 (16)
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成立, 其中,

K = [Kx Ke 0 0]

P̄1 = diag{P1, 0, 0, 0}
P̄ = diag{P3, P3, P3, P2}
S = diag{S1, S2, 0, 0}
Q̄1 = diag{Q1, Q2, 0, 0}
P̄2 = diag{0, 0, 0, P2}
Q̄2 = diag{0, P2, Q1, Q2}

则重复控制律

∆uuu(t) = Kx∆xxx(t) + Keσσσ(t− L)

使闭环系统稳态跟踪误差鲁棒稳定, 并且该重复控
制律是线性连续不确定系统 (14) 的一个保性能重复
控制律, 相应的一个系统性能上界

J∗ = ∆xxxT(0)P1∆xxx(0) +
∫ 0

−L

∆xxxT(t)Q1∆xxx(t)dt +

∫ 0

−L

σσσT(t)P2σσσ(t)dt+
∫ 0

−L

σσσT(t−L)Q2σσσ(t−L)dt

证明. 针对二维连续/离散系统 (14), 定义

A1 =




A + BKx BKe Ad 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




∆A1 =




∆A + ∆BKx ∆BKe 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




A2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
C 1 −C 0




∆A2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∆C 0 −∆C 0




选取二维 Lyapunov 函数

V (k, τ) = V1(k, τ) + V2(k, τ)

V1(k, τ) = ∆xxxT
k+1(τ)P1∆xxxk+1(τ) +∫ τ

τ−L

∆xxxT
k+1(s)Q1∆xxxk+1(s)ds

V2(k, τ) = σσσT
k (τ)P2σσσk(τ) + σσσT

k−1(τ)Q2σσσk−1(τ)

能量泛函 V (k, τ) 的增量定义为

δV (k, τ) = V̇1(k, τ) + ∆V2(k, τ)

V̇1(k, τ) =
dV1(k, τ)

dτ
∆V2(k, τ) = V2(k + 1, τ)− V2(k, τ)

把上式代入二维连续/离散系统 (14), 得

δV(k,τ)=ξξξT(k,τ)[(A1+∆A1)TP̄1+P̄1(A1+∆A1)−
Q̄2 + Q̄1 + (A2+∆A2)TP̄2(A2+∆A2)]ξξξ(k, τ) (17)

其中,

ξξξT(k, τ) = [∆xxxT
k+1(τ)σσσT

k (τ)∆xxxT
k+1(τ − L)σσσT

k−1(τ)]

如果对所有的 ξξξ(k, τ) 6= 0 有 ∆V (k, τ) < 0, 则
二维连续/离散系统 (14) 渐近稳定. 另一方面, 若

δV (k, τ) + ξξξT(k, τ)(S + KTRK)ξξξ(k, τ) < 0 (18)

则二维连续/离散系统 (14) 渐近稳定.
将式 (18) 还原成一维变量 t 表示的形式, 即为

V̇1(t)+V2(t+L)−V2(t)+∆uuuT(t+L)R∆uuu(t+L)+

∆xxxT(t + L)S1∆xxx(t + L) + σσσT(t)S2σσσ(t) < 0 (19)

进一步,将式 (19)两边对时间 t从−L到∞积
分得∫ ∞

−L

[uuu(t + L)− uuu(t)]TR[uuu(t + L)− uuu(t)]dt +
∫ ∞

−L

[xxx(t + L)− xxx(t)]TS1[xxx(t + L)− xxx(t)]dt +
∫ ∞

−L

σσσT(t)S2σσσ(t)dt ≤ −
∫ ∞

−L

V̇1(t)dt−
∫ ∞

−L

σσσT(t+L)P2σσσ(t+L)dt+
∫ ∞

−L

σσσT(t)P2σσσ(t)dt−
∫ ∞

−L

σσσT(t)Q2σσσ(t)dt+
∫ ∞

−L

σσσT(t−L)Q2σσσ(t−L)dt=

−[∆xxxT(t+L)P1∆xxx(t+L) +
∫ ∞

−L

σσσT(t)P2σσσ(t)dt−
∫ ∞

−L

σσσT(t)Q2σσσ(t)dt+
∫ ∞

−L

σσσT(t−L)Q2σσσ(t−L)dt +
∫ t

t−L

∆xxxT(s+L)Q1∆xxx(s+L)]
∣∣∞−L −

∫ ∞

−L

σσσT(t+L)P2σσσ(t+L)dt =

∆xxxT(0)P1∆xxx(0)+
∫ 0

−L

∆xxxT(t)Q1∆xxx(t)dt +

∫ 0

−L

σσσT(t)P2σσσ(t)dt+
∫ 0

−L

σσσT(t−L)Q2σσσ(t−L)dt
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从而,

J =
∫ ∞

0

[uuu(t+L)−uuu(t)]TR[uuu(t+L)−uuu(t)]dt +
∫ ∞

0

[xxx(t+L)−xxx(t)]TS1[xxx(t+L)−xxx(t)]dt +
∫ ∞

0

σσσT(t)S2σσσ(t)dt ≤ ∆xxxT(0)P1∆xxx(0) +
∫ 0

−L

∆xxxT(t)Q1∆xxx(t)dt+
∫ 0

−L

σσσT(t)P2σσσ(t)dt+

∫ −0

−L

σσσT(t−L)Q2σσσ(t−L)dt

根据式 (18) 以及定义 1, 如果定理条件成立, 则

∆uuu(t + L) = Kx∆xxx(t + L) + Keσσσ(t)

是二维连续/离散系统 (14) 的一个保性能改进型重
复控制律, 且 J∗ 是相应的闭环性能指标的一个上
界. ¤
定理 1 的条件中由于包含了不确定性矩阵, 对

所有容许的不确定性矩阵以及控制增益, 检验矩阵
不等式 (16) 的成立仍然是很困难的. 下面的定理给
出这一条件的等价结果.
定理 2. 对线性连续不确定系统 (14) 和性能指

标 (15), 如果存在标量 ε> 0, 对称正定矩阵 N , M ,
U1, U2, W1, W2, 以及合适维数矩阵 X, Y , 使得对
所有允许的不确定性, 矩阵不等式 (20) (见本页下
方) 成立, 其中 Φ = NAT + AN + XTBT + BX +
U1 + ε(H̄1H̄

T
1 + H̄2H̄

T
2 ), S1, S2 和 R 是二次型性能

指标的给定对称正定加权矩阵, 则重复控制律 (13)
使闭环系统鲁棒渐近稳定且跟踪误差收敛. 且

Kx = [Kp Kf ] = XN−1, Ke = Y M−1 (21)

另外, 该重复控制律是二维连续/离散系统 (14) 的
一个保性能重复控制律, 相应的一个系统性能上界

是

J∗=∆xxxT(0)N−1∆xxx(0)+
∫ 0

−L

∆xxxT(t)W−1
1 ∆xxx(t)dt+

∫ 0

−L

σσσT(t)M−1σσσ(t)dt+
∫ 0

−L

σσσT(t−L)W−1
2 σσσ(t−L)dt

证明. 由引理 1, 式 (16) 等价于式 (22), 其中

Λ1 = (A + BKx)TP1 + P1(A + BKx) +

Q1 + S1 + (∆A + ∆BKx)TP1 +

P1(∆A + ∆BKx) + KT
x RKx

Λ2 = P1(B + ∆B)Ke + KT
x RKe

对于式 (22), 移除第五行第五列、第六行第六列
以及第七行第七列不改变其负定性,因此,式 (22)等
价于式 (23) (见下页),其中, Λ3 = (A+BKX)TP1+
P1(A + BKX) + Q1 + S1 + KT

XRKX .
对式 (23) 两边同时左乘和右乘矩阵 diag{P−1

1 ,
P−1

2 , Q−1
1 , Q−1

2 , P−1
2 }, 令 N = P−1

1 ,M = P−1
2 , U1 =

P−1
1 Q1P

−1
1 , U2 =P−1

2 Q2P
−1
2 ,W1 =Q−1

1 ,W2 = Q−1
2 ,

得式 (24) (见下页), 其中, Λ4 = N(A + BKX)T +
(A + BKX)N + U1 + NS1N + NKT

XRKXN .
式 (24) 进一步写成式 (25)(见下页), 其中

Ē =




Ē1N 0 0 0 0
Ē2KxN Ē2KeM 0 0 0
Ē3N 0 −Ē3W1 0 0




H̄ =




H̄1 H̄2 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 H̄3




, Γ̄ = diag{F̄ , F̄ , F̄}




Φ BY AdW1 0 NCT NĒT
1 XTĒT

2 NĒT
3 XT N 0

∗ U2 −M 0 0 M 0 Y TĒT
2 0 Y T 0 M

∗ ∗ −W1 0 −W1C
T 0 0 −W1Ē

T
3 0 0 0

∗ ∗ ∗ −W2 0 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −M + εH̄3H̄

T
3 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ R−1 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ S−1

1 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ S−1

2




< 0 (20)
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


Λ1 Λ2 P1Ad 0 0 0 0 (C + ∆C)TP2

∗ Q2 − P2 + S2 + KT
e RKe 0 0 0 0 0 P2

∗ ∗ −Q1 0 0 0 0 −(C + ∆C)TP2

∗ ∗ ∗ −Q2 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ P3 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ P3 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ P3 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ P2




< 0 (22)




Λ3 P1BKe + KT
x RKe P1Ad 0 CTP2

∗ Q2 − P2 + S2 + KT
e RKe 0 0 P2

∗ ∗ −Q1 0 −CTP2

∗ ∗ ∗ −Q2 0
∗ ∗ ∗ ∗ P2




+




(∆A + ∆BKx)TP1 + P1(∆A + ∆BKx) P1∆BKe 0 0 ∆CTP2

∗ 0 0 0 0
∗ ∗ 0 0 −∆CTP2

∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0




< 0 (23)




Λ4 BKeM + NKT
x RKeM 0 0 NCT

∗ U2 −M + MS2M + MKT
e RKeM 0 0 M

∗ ∗ −W1 0 −CTW1

∗ ∗ ∗ −W2 0
∗ ∗ ∗ ∗ M




+




N(∆A + ∆BKx)T + (∆A + ∆BKx)N ∆BKeM 0 0 N∆CT

∗ 0 0 0 0
∗ ∗ 0 0 −∆CTW1

∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0




< 0 (24)




Λ4 BKeM + NKT
x RKeM 0 0 NCT

∗ U2 −M + MS2M + MKT
e RKeM 0 0 M

∗ ∗ −W1 0 −CW1

∗ ∗ ∗ −W2 0
∗ ∗ ∗ ∗ M




+ H̄Γ̄Ē + (H̄Γ̄Ē)T < 0 (25)

由引理 2, 式 (25) 的第二项等价于 εH̄H̄T +
ε−1ĒTĒ < 0. 注意到式 (21), 并应用引理 1, 易证
式 (25) 等价于式 (20). ¤
注 1. 利用定理 2 进行重复控制设计时, 首先要

确定低通滤波器的转折频率 ωf . 这样, 矩阵不等式
(20) 就是一个 LMI, 可以方便地应用 LMI 方法进

行重复控制系统设计.
在确定 ωf 时, 为了提高重复控制系统的稳态跟

踪精度, 在保证系统稳定的前提下, 尽可能选择较大
的值, 从而减小系统设计的保守性. 令 ωf = ωc + δ,
其中 ωc 为 ωf 的一个粗略估计, 是一个具有较大保
守性的基值, δ 为增量, 它的确定是一个试探求解过



1期 吴 敏等: 基于二维混合模型的改进型重复控制系统保性能设计方法 61

程, 通过把 δ 从 0 开始逐步增大, 根据定理 2 可以求
得使矩阵不等式 (20) 成立的较大值, 从而获得一个
具有较小保守性 ωf .
注 2. 定理 2 给出了改进型重复控制系统稳态

跟踪误差收敛的充分条件以及重复控制器参数的具

体求解方法, 而且对所有容许的不确定性, 给出了性
能指标的一个保性能上界. 这个充分条件在 ωf 事

先确定时是以 LMI 的形式给出的, 因而可以方便地
利用Matlab 中的工具箱进行重复控制系统设计. 与
文献 [6−10] 相比, 无需验证繁杂的频域稳定性条件.
可见, 本文的重复控制设计不但条件容易验证, 参数
容易求解, 而且适用范围更广. 这也是与现有重复控
制方法一个重要的不同之处.
从定理 2 可以看出, 系统的性能上界依赖于保

性能改进型重复控制律参数的选取. 那么, 如何选取
合适的保性能改进型重复控制律参数, 使得系统性
能上界最小, 即最优保性能改进型重复控制律问题.

下面的定理 3 给出了最优保性能重复控制器的
具体形式.
定理 3. 对线性连续不确定系统 (14) 和性能指

标 (15), 如果以下优化问题

min{α + tr(X1) + tr(X2) + tr(X3)} (26)

s.t. 1) 式 (20) 成立;
2)

[
−α ∆xxxT(0)

∆xxx(0) −N

]
< 0,

[
−X1 ΣT

1

Σ1 −W1

]
< 0

[
−X2 ΣT

2

Σ2 −M

]
< 0,

[
−X3 ΣT

3

Σ3 −W2

]
< 0

有可行解, α > 0, ε > 0, N , M , W1, W2, Σi, Xi > 0
(i = 1, 2, 3),则∆uuu(t+L) = Kx∆xxx(t+L)+Keσσσ(t)
是二维连续/离散系统 (14) 的最优保性能重复控制
律, 其中Kx = [Kp Kf ] = XN−1, Ke = Y M−1.
证明. 由定理 2, 如果条件满足, 则定理中的改

进型重复控制律是二维连续/离散系统 (14) 的一个
保性能改进型重复控制律. 由于最小化系统性能上
界等价于在矩阵不等式 (21) 成立的条件下, 使

min
{
∆xxxT(0)N−1∆xxx(0)+

∫ 0

−L

∆xxxT(t)W−1
1 ∆xxx(t)dt+

∫ 0

−L

σσσT(t)M−1σσσ(t)dt+
∫ 0

−L

σσσT(t−L)W−1
2 σσσ(t−L)dt

}
=

min
{
tr

[
N−1∆xxxT(0)∆xxx(0)

]
+

tr
(

W−1
1

∫ 0

−L

∆xxxT(t)∆xxx(t)dt

)
+

tr
(

M−1

∫ 0

−L

σσσT(t)σσσ(t)dt

)
+

tr
(

W−1
2

∫ 0

−L

σσσT(t− L)σσσ(t− L)dt

)}

由于非线性项W−1
1 和W−1

2 的存在, 上述闭凸优化
问题还不能直接求解. 但采用下述算法仍能得到一
个次优解.

不妨假定存在矩阵 Σi, Xi > 0 (i = 1, 2, 3), 以
及 α > 0, 满足

∆xxxT(0)N−1∆xxx(0) < α

Σ1ΣT
1 =

∫ 0

−L

∆xxxT(t)∆xxx(t)dt

ΣT
1 W−1

1 Σ1 < X1

Σ2ΣT
2 =

∫ 0

−L

σσσT(t)σσσ(t)dt

ΣT
2 M−1Σ2 < X2

Σ3ΣT
3 =

∫ 0

−L

σσσT(t− L)σσσ(t− L)dt

ΣT
3 W−1

2 Σ3 < X3 (27)

因此, 有∫ 0

−L

∆xxxT(t)∆xxx(t)dt = tr(Σ1W
−1
1 ΣT

1 ) =

tr(ΣT
1 W−1

1 Σ1) < tr(X1)∫ 0

−L

σσσT(t)σσσ(t)dt = tr(Σ2M
−1ΣT

2 ) =

tr(ΣT
2 M−1Σ2) < tr(X2)∫ 0

−L

σσσT(t− L)σσσ(t− L)dt = tr(Σ3W
−1
2 ΣT

3 ) =

tr(ΣT
3 W−1

2 Σ3) < tr(X3)

由引理 1, 式 (27) 等价于定理 3 中的条件 2). ¤
优化问题 (26) 是一个具有 LMI 约束的凸优化

问题, 可以利用 LMI 工具箱[21] 中的求解器 mincx
求解.

3 数值仿真

在实际应用中, 很多控制对象都可以看成一个
二阶系统,例如典型的跟踪伺服系统[10], 执行机构可
以看作一个二阶质量 – 弹簧 – 阻尼模型, 由于建模
误差的存在, 具有参数不确定性, 转化成状态空间描
述则可以表示成控制对象 (1) 的形式. 在本文中设
控制对象 (1) 是单输入单输出系统, 具有如下参数

Ap =

[
0 1
−2 −3

]
, Bp =

[
15
5

]
, Cp =

[
6 2

]
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含有如下不确定性

H1 =

[
0 0
1 0.1

]
, E1 =

[
1 0
0 1

]

F (t) =

[
sin 0.1πt 0

0 cos 0.1πt

]

H2 =
[

0.1 0.1
]
, E2 =

[
0.5
0

]

考虑

r(t)=sin 0.2πt+0.25 sin 0.4πt+0.5 sin 0.6π t (28)

的跟踪问题.
由于本文考虑的是线性连续时间系统的控制

问题, 系统的性能对初始状态的变化并不敏感, 因
此设系统的初始状态为 xxxp(t) = [0.1et 0.2et]T,
(−10 ≤ t ≤ 0), 考虑下述三种情形.

情形 1. 在性能指标 (15) 中, 由于 R, S1 和

S2 分别反映了控制信号的约束, 控制过程的性能
和学习过程的性能, 遵循控制过程收敛越快则对学
习的要求可能需要降低的实际情况, 考虑 R = 1,
S1 = I3, S2 = 10 的情形. 由此可以看出这种情形
更加强调学习过程的作用, 即保证稳态跟踪误差的
要求.
首先是确定低通滤波器的转折频率 ωf . 确定的

原则是: 在保证系统稳定的条件下, 尽可能地选择
较大的值, 从而提高重复控制系统的稳态跟踪精度.
令 ωf = ωc + δ, 其中 ωc 为 ωf 的一个粗略估计, 这
是一个具有较大保守性的基值; δ 的确定是通过把 δ

从 0 开始逐步增大, 基于 ωc 和 δ 计算出 ωf , 应用
Matlab 工具箱 feasp, 根据本文的定理 2, 不断地进
行迭代和判断, 可以求得使矩阵不等式 (20) 成立的
一个较大值 ωf = 255.9814 rad/s, 从而减少控制系
统设计的保守性.
然后是设计控制器参数. 在确定 ωf 后, 式 (20)

是一个 LMI, 根据定理 3, 应用 Matlab 中的 LMI
工具箱, 可以求得最优保性能改进型重复控制器的
参数为: Kp = [−0.843 − 1.671], Kf = 102.591,
Ke = 0.0494. 很显然, 相应的控制器具有下述形式:

u(t) = 0.0494 e(t− L) +

[−0.834 − 1.671]xxxp(t)+102.591 xf (t) (29)

这时, 重复控制系统的性能上界为 J∗ = 1.1439.
这种情形的仿真结果如图 4 所示, 其中图 4 (a)

的实线和虚线分别表示系统的参考输入和跟踪输

出, 图 4 (b) 表示由式 (29) 描述的控制输入 u(t), 图
4 (c) 表示跟踪误差. 从图 4 可以看出, 经过约 3 个

周期后, 系统的跟踪输出便进入了稳态, 而且稳态跟
踪的相对误差在 ±0.1% 之内.

(a) 参考信号和跟踪输出

(a) Reference signal and tracking output

(b) 控制输入

(b) Control input

(c) 跟踪误差

(c) Tracking error

图 4 情形 1 的仿真结果

Fig. 4 Simulation results for Case 1

情形 2. 为了考察控制增益 Ke 对学习过程性

能的影响, 在情形 1 的基础上考虑 Ke = 0 的情形.
应该指出, 本文提出如图 2 所示的重复控制系统结
构, 在误差 e(t) 与控制输入 u(t) 之间引入了一个由
时滞环节 e−sL 和控制增益 Ke 组成的前向通道, 这
是与现有重复控制系统结构的不同之处, 目的是充
分考虑学习过程的性能要求. 因此, Ke = 0 是一种
反映了削弱学习作用的情形.

ωf 的确定与情形 1 相同. 利用定理 3 可求
得控制器的参数为: Kp = [−2.2067 − 0.731],
Kf = 14.7853. 相应的控制器具有下述形式

u(t)=[−2.2067 − 0.731]xxxp(t)+14.7853 xf (t) (30)

这种情形的仿真结果如图 5 (见下页) 所示. 从
图 5 可以看出, 由于Ke = 0, 削弱了学习作用, 跟踪
误差明显增大, 达到了 ±0.2%; 而控制过程收敛速
度加快, 系统在经过 1 个周期后就进入了稳态.

情形 3. 考虑加权矩阵 S1 和 S2 对控制过程

和学习过程的调节作用. 在性能指标 (15) 中, 考虑
R = 1, S1 = 10I3, S2 = 1 的情形. 很显然, 这种情
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(a) 参考信号和跟踪输出

(a) Reference signal and tracking output

(b) 控制输入

(b) Control input

(c) 跟踪误差

(c) Tracking error

图 5 情形 2 的仿真结果

Fig. 5 Simulation results for Case 2

形加强了控制作用, 削弱了学习作用.
与情形 1 一样确定 ωf , 然后利用定理 3 取控

制器的参数为: Kp = [−1.502 − 1.789], Kf =
78.105, Ke = 0.031. 相应的控制器具有下述形式:

u(t) = 0.031 e(t− L) +

[−1.502 1.789]xxxp(t) + 78.105xf (t)(31)

这种情形的仿真结果如图 6 所示. 与图 4 比较
可以看出, 由于削弱了学习作用, 跟踪误差有所增
大, 达到了 ±0.15%; 而加强了控制作用, 使得系统
收敛速度加快, 在经过 1 个周期后系统就进入了稳
态.
通过上述三种情形可以看出, 对容许的不确定

性, 设计的重复控制系统不但能保证系统稳定, 而且
跟踪输出能很好地跟踪参考输入; 同时, 重复控制系
统的控制过程和学习过程能够方便地进行调节, 通
过调节加权矩阵 S1 和控制增益 [Kf Kp] 可以调
节控制过程的性能, 通过调节加权矩阵 S2 和控制增

益Ke 可以调节学习过程的性能.
注 2. 针对给定控制对象 (1), 采用文献 [10] 中

的定理 1, 仍取 Q = 0.1I, 求得系统稳定的最大转折
频率为 ωf = 187.7654 rad/s, 稳态相对误差达到了
±0.9%, 而且系统在经过大约 3 个周期后才进入稳
态. 可见, 本文给出的保性能改进型重复控制设计方
法, 降低了求取低通滤波器最大转折频率的保守性.

(a) 参考信号和跟踪输出

(a) Reference signal and tracking output

(b) 控制输入

(b) Control input

(c) 跟踪误差

(c) Tracking error

图 6 情形 3 的仿真结果

Fig. 6 Simulation results for Case 3

4 结论

针对一类线性连续不确定系统, 将二维系统方
法引入到改进型重复控制中, 提出了一种基于连
续/离散二维混合模型的改进型重复控制系统保性
能设计方法. 借助二维 Lyapunov 泛函方法, 得出重
复控制器存在的充分条件. 在此基础上, 通过求解相
应的凸优化问题, 给出了最优保性能控制律的设计
方法. 控制器的存在条件和参数优化方法以线性矩
阵不等式形式给出, 可以方便地利用Matlab 工具箱
求解. 本文给出的改进型重复控制, 设计方法简单,
条件易于验证, 仅需几个学习周期就可达到很高的
控制精度, 有较大的理论价值和实际应用价值.
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