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一种估计奇异摄动饱和系统

稳定域的方法

辛焕海 1 吴 荻 1 甘德强 1 邱家驹 1

摘 要 针对奇异摄动饱和系统, 提出了一种估计其稳定域的降阶方

法. 结合饱和函数的特殊性质, 证明了此类系统的稳定域可分解为伴随

系统的不变集与一个足够大球体的笛卡尔积. 将原系统稳定域估计问题

转化为低阶伴随系统稳定域的估计问题, 利用线性矩阵不等式 (Linear

matrix inequality, LMI) 优化方法估计伴随系统的稳定域以减少保守

性. 本方法不仅可以克服奇异摄动饱和系统的奇异性, 还可以一定程度

克服系统的 “维数灾” 等问题.
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Abstract A reduced-order method was proposed for estimat-

ing the stability region of singular perturbation dynamical sys-

tems with saturation nonlinearities. Based on the properties of

the saturation function, it was proved that the stability region of

such dynamical systems can be decomposed into Cartesian prod-

uct of an invariant set of their adjoint systems and a sufficiently

large ball. The stability region estimation of the singularly per-

turbed systems can be replaced by that of the adjoint systems,

and an optimization method based on linear matrix inequality

was provided to reduce the conservativeness in the estimation.

The proposed method can eliminate the singularity and over-

come the dimension disaster to some extent.

Key words Stability region, singular perturbation dynami-

cal systems, saturation nonlinearities, linear matrix inequality

(LMI)

在实际工程 (如电力系统) 中, 控制器往往包含非线性环

节, 这将影响预期的控制性能[1−3]. 而饱和非线性将使系统

稳定性问题复杂化[4−5], 因此饱和线性系统稳定域的估计得

到了人们的广泛关注, 在此方面也已取得了很大的进展[6−8].

然而, 对于一类包含高增益快速控制器的饱和线性系

统, 如电力系统中小扰动分析模型[2−3, 9], 它的模型阶次非

常高, 而且状态变量随时间的变化速度差异很大, 导致已有

方法在处理此类高维大系统时会遇到计算量大、非刚性等难

点[10−11]. 实际上, 此类饱和系统的闭环形式可以写成奇异摄
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动系统, 为突出此类系统的特殊性, 本文称之为 “奇异摄动饱

和系统”.

奇异摄动系统稳定性的研究目前主要集中在参数稳定域

和状态稳定域两个方面[12−14]. 本文主要研究一类含饱和环

节的特殊奇异摄动系统, 用 Lyapunov 方法估计此类系统的

状态稳定域, 根据此类奇异摄动饱和系统的特殊性质简化其

稳定域的估计步骤, 力求克服前面提到的计算量大和非刚性

等难点.

文中证明了在一定条件下, 奇异摄动饱和系统的稳定域

可以解耦为低维伴随系统的不变集与一个球心在原点且半径

足够大球体的笛卡尔积. 进一步结合线性矩阵不等式 (Linear

matrix inequality, LMI)[15] 的优化方法获得伴随系统稳定

域的最优估计, 从而得到一种估计奇异摄动饱和系统稳定域

的降阶算法. 该算法基于低维伴随系统, 所以可以在一定程

度上克服原高维系统的奇异性和前面提到的计算量大与非刚

性等难点. 算例仿真验证了方法的有效性.

符号: 对于 xxx,yyy ∈ Rn, xxx ≥ (≤)yyy 表示 xxx、yyy 的任意分量

都是非负 (正) 实数; 矩阵 A ≥ (>) 0 表示 A 是 (半) 正定的

对称矩阵; “ ⇔” 表示 “ 等价于”; ‖·‖ 表示范数, 如不特别说

明指 2-范数, ‖·‖F 表示 F-范数.

1 问题描述及预备引理

1.1 基本模型

考虑如下的奇异摄动饱和系统
{

ẋxx = A11xxx + A12yyy + B1sat(K11xxx + K12yyy)

ε ẏ̇ẏy = A21xxx + A22yyy + B2sat(K21xxx + K22yyy)
(1)

其中, xxx ∈ Rn1、yyy ∈ Rn2 是状态变量, ε > 0 是考虑的小参

数, 后文将认为它是足够小量; sat(·) 是由饱和函数构成的向
量函数, 其表达式为

sat(uuu) = [sat(u1), sat(u2), · · · , sat(um)]T (2)

式中, m 是所有饱和函数的数目, uuu = [u1, u2, · · · , um]T,

sat(ui) = min{1, sgn(ui) · |ui|}.
系统 (1) 是一种含饱和环节的特殊奇异摄动动力系统,

本文关注的问题是利用饱和函数的特殊性质估计其稳定域.

令

ξξξ =

[
xxx

yyy

]
, A =

[
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

]
(3)

B =

[
B1 0

0 ε−1B2

]
, K =

[
K11 K12

K21 K22

]
(4)

系统 (1) 可写成

ξ̇ξξ = Aξξξ + Bsat(Kξξξ), ξξξ0 ∈ X0 (5)

其中, X0 表示由预想初始状态组成的集合.

记系统 (5) 的稳定域为

Ω = {ξξξ ∈ Rn1+n2 |ϕϕϕt(ξξξ) → 0} (6)

其中 ϕϕϕt(ξξξ) 表示系统 (5) 从状态点 ξξξ 出发的轨迹.

再记

F1 = {ξξξ| − 111 ≤ Kξξξ ≤ 111} (7)

式中, 1 表示元素都为 1 且有合适维的列向量.
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由于饱和的影响, 只有在集合 F1 中系统 (5) 才呈现线性

系统特性, 而在 F1 外很难用解析方法获得其动态特性, 所以

实际上稳定域 Ω 很难定性刻画. 不仅如此, 因为系统 (5) 本

质是奇异摄动系统, 所以直接利用传统的估计方法会出现条

件数大等非刚性问题. 为克服此难点, 本文考虑在系统 (5) 是

奇异摄动系统的前提下 (即 ε > 0 很小), 利用此系统的特殊

性质分析其稳定域性质并提出估计稳定域的降阶算法. 在后

面的分析中, 将始终认为以下假设成立.

假设 1. 对于系统 (5), 原点是双曲稳定平衡点, 即 A +

BK 是稳定矩阵 (Hurtiwz 矩阵).

假设 2. 矩阵 A22 是稳定的且 A22 + B2K22 可逆.

假设 3. 参数 ε ∈ (0, ε∗) 且 ε∗ > 0 足够小.

1.2 预备引理

设矩阵 L(ε) 满足

Γ = A21 + B2K21 + (A22 + B2K22)L− εLAx = 0 (8)

式中, Ax = A11 + A12L + B1(K11 + K12L).

引理 1. 对 ∀ ε ∈ (0, ε∗), 满足式 (8) 的矩阵 L(ε) 惟一存

在且是参数 ε 的光滑函数.

证明. 因为 Γ 是 L 的光滑函数, 而由假设 2 可知
∂Γ
∂L

∣∣
ε=0

= A22 + B2K22 非奇异, 所以在假设 3 的前提下

由隐函数定理[16] 可得结论. ¤
在此基础上, 对系统 (1) 作如下坐标变换

[
xxx1

yyy1

]
=

[
I 0

−L(ε) I

] [
xxx

yyy

]
(或 ξξξ1 = Sξξξ) (9)

式中, I 表示单位矩阵, ξξξ1 = (xxxT
1 , yyyT

1 )T.

系统 (1) 在变换后的坐标 ξξξ1 下记为





ẋxx1 = Axxxx1 + A12yyy1 + B1ppp(xxx1, yyy1)

ε ẏyy1 = (A22 − εLA12)yyy1−
εLB1ppp(xxx1, yyy1) + B2qqq(xxx1, yyy1)

(10)

式中, ppp (xxx1, yyy1) = sat(K12yyy1 + (K11 + K12L)xxx1) − (K11 +

K12L)xxx1, qqq (xxx1, yyy1) = sat(K22yyy1 + (K21 + K22L)xxx1) −
(K21 + K22L)xxx1.

经过坐标变换后, 我们仅需估计系统 (10) 的稳定域即

可. 为此, 构造系统 (10) 的如下两个伴随系统

ẋxxa = Axxxxa (11)

dyyya

dτ
= (A22−εLA12)yyya−εLB1ppp(xxx1, yyya)+B2qqq(xxx1, yyya) (12)

式 (11) 和 (12) 中变量与式 (10) 中变量相同.

再定义如下集合

F2 =
{
xxx1 ∈ Rn2

∣∣∣ −111 ≤ K̃xxx1 ≤ 111
}

(13)

F3 =
{
xxx1 ∈ Rn2

∣∣∣ −σ111 ≤ K̃xxx1 ≤ σ111
}

(14)

其中, K̃ =

[
K11 + K12L

K21 + K22L

]
, σ ∈ (0, 1) 是常数.

系统 (10) 和 (12) 的轨迹都与参数 ε 相关, 但为叙述简

便, 在不引起混淆的前提下我们引入如下缩写 (省略 ε): 记

ξξξ1(t, ξξξ
0
1) 为系统 (10) 从 ξξξ0

1 出发的 t 时刻的轨迹, xxx1(t, ξξξ
0
1) 和

yyy1(t, ξξξ
0
1) 分别为它的 xxx1 和 yyy1 分量; 伴随系统 (11) 从 xxx0

1 出

发的时刻 t 的轨迹为 xxxa(t,xxx
0
1), yyya(τ,yyy0

1) 为系统 (12) 从 yyy0
1

出发的时刻 τ 的轨迹.

注 1. 系统 (10) 的时间尺度为 t, 然而对于伴随系统

(12), 变量代换 τ = t/ε 导致其时间尺度变为 τ . 因此, 如果

xxx1(t, ξξξ
0
1) 和 yyy1(t, ξξξ

0
1) 是系统 (10) 的轨迹, 那么 xxx1(ετ, ξξξ0

1) 和

yyy1(ετ, ξξξ0
1) 将满足式 (12)[12], 即 yyya(τ,yyy0

1) = yyy1(ετ, ξξξ0
1), 其中

yyy0
1 是 ξξξ0

1 的 yyy1 分量. 后面的证明将利用此性质.

下面给出几个引理说明伴随系统的部分性质.

引理 2. 对 ∀ ε ∈ (0, ε∗), 原点是伴随系统 (11) 的双曲稳

定平衡点.

证明. 由 ppp 和 qqq 的表达式, 在坐标 ξξξ1 下系统 (10) 的雅

可比矩阵为 J =

[
Ax ∗
0 ε−1(A22 + B2K22 − εLB1K12)

]
.

又由假设 1 可知原点是系统 (5) 的双曲平衡点, 所以 J 是稳

定的, 从而 Ax 是稳定的矩阵. ¤
引理 3[3]. 如果 |a| ≤ 1 成立, 则 |sat(a+ b)− a| ≤ |b| 成

立. 其中, a, b ∈ R.

引理 4. 对 ∀ ε ∈ (0, ε∗), 如果 xxx1 ∈ F2, 那么存在与 xxx1 ∈
F2 无关的正数 βi > 0 (i = 1, 2), 使得 ‖ppp(xxx1, yyy1)‖ ≤ β1 ‖yyy1‖
和 ‖qqq(xxx1, yyy1)‖ ≤ β2‖yyy1‖.

证明. 令 pi 表示 ppp(xxx1, yyy1) 的第 i 个元素, 因为

pi =(sat(K12yyy1+ (K11 + K12L)xxx1)−(K11 + K12L)xxx1)i =

sat((K12)iyyy1 + (K11 + K12L)ixxx1)− (K11 + K12L)ixxx1

其中,符号 (·)i表示取第 i行元素.因为xxx1 ∈ F2,所以 |(K11+

K12L)ixxx1| ≤ 1. 再应用引理 3 可得 |pi| ≤ |(K12)iyyy1| ≤
‖(K12)i‖ ‖yyy1‖.
因此, 存在 β1 > 0, 使得 ‖ppp(xxx1, yyy1)‖ ≤ β1 ‖yyy1‖ 成立.

类似可以证明 |qi| ≤ |(K22)iyyy1| ≤ ‖(K22)i‖ ‖yyy1‖, 故存
在 β2 > 0, 使得 ‖qqq(xxx1, yyy1)‖ ≤ β2‖yyy1‖ 也成立. ¤

注 2. 显然, 如果矩阵 K22 = 0, 那么当 xxx1 ∈ F2 时, 引

理 4 中 qqq ≡ 000, 所以在引理 4 中可令 β2 等于 0.

2 稳定域解耦基本理论

本节将分析系统 (10) 稳定域的可解耦性的充分条件. 首

先说明系统 (10) 的轨迹与它的伴随系统轨迹的关系 (定理 1

和定理 2). 在此基础上进一步证明伴随系统在集合 F3 的不

变集和半径足够大的球体的笛卡尔积是系统 (10) 稳定域的

子集 (定理 3). 本节最后还给出了定理 1 至定理 3 成立的充

分条件 (定理 4). 下面是主要结论.

定理 1. 对状态变量 ξξξ0
1, 记它的 xxx1 和 yyy1 分量分别为 xxx0

1

和 yyy0
1. 对 ∀ ε ∈ (0, ε∗), 如果存在 t∗ > 0 使得系统 (10) 的轨

迹满足:

1) xxx1(t, ξξξ
0
1) ∈ F2;

2) 存在与 ε 无关的正数 γ1 和 l 满足 ‖yyy1(t, ξξξ
0
1)‖ ≤

le−γ1t/ε.

那么系统 (10) 与它的伴随系统 (11) 的轨迹存在如下关

系:

xxx1(t, ξξξ
0
1) = xxxa(t,xxx

0
1) + O(ε), ∀ t ∈ [0, t∗)

特别地, 如果 t∗ 是无穷大量时结论仍然成立, 且当 t →
∞ 时, xxx1(t, ξξξ

0
1) → xxxa(t,xxx

0
1).

证明. 在时间段 t ∈ [0, t∗) 作如下证明.

因为
∥∥yyy1(t, ξξξ

0
1)

∥∥ ≤ le−γ1t/ε 且 xxx1(t, ξξξ
0
1) ∈ F2, 所以由引

理 4, 存在 β2 > 0, 使得 ‖ppp‖ ≤ β1 ‖yyy1‖ 成立. 因此, 由假设 3
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可知存在常数M1 > 0, 满足

‖A12yyy1 + B1ppp‖ ≤ M1e
−γ1t/ε (15)

由引理 2, Ax 是稳定的矩阵, 所以存在正数M2 > 0 和

γ2 > 0 满足
∥∥eAxt

∥∥ ≤ M2e
−γ2t[5], 故有

∥∥∥
∫ t

0
eAx(t−s) (A12yyy1 + B1ppp)ds

∥∥∥ ≤
∫ t

0

∥∥∥eAx(t−s)
∥∥∥ ‖A12yyy1 + B1ppp‖ds ≤

M1M2e
−γ2t

∫ t

0

e−(γ1/ε−γ2)sds =

εM1M2 (γ1 − εγ2)
−1

(
e−γ1t/ε − e−γ2t

)
(16)

注意, 上面所存在的正数都是与 ε 无关的. 又因
∣∣e−γ1t/ε

− e−γ3t
∣∣ 有界, 从而由式 (16) 和假设 3 可得, 存在与 ε 无关

的正数M3 > 0 满足
∥∥∥∥
∫ t

0

eAx(t−s) (A12yyy1 + B1ppp)ds

∥∥∥∥ ≤ M3ε (17)

另外, 由式 (10) 得

xxx1(t, ξξξ
0
1) = eAxtxxx0

1 +

∫ t

0

eAx(t−s) (A12yyy1 + B1ppp)ds =

xxxa(t,xxx
0
1) +

∫ t

0

eAx(t−s) (A12yyy1 + B1ppp)ds (18)

所以结合式 (17) 和 (18), 得

xxx1(t, ξξξ
0
1) = xxxa(t,xxx

0
1) + O(ε), ∀ t ∈ [0, t∗) (19)

显然, 无论 t∗ 是无穷大量还是有界量, 上述证明过程都

成立. 如果 t∗ 是无穷大量时, 令 t → ∞, 那么有 e−γ1t/ε−
e−γ3t → 0, 即M3 → 0 , 所以有

xxx1(t, ξξξ
0
1) → xxxa(t,xxx

0
1), 当 t →∞时 (20)

综合式 (19) 和 (20) 可得命题成立. ¤
由定理 1 可知, 在一定条件下, 系统 (10) 的轨迹可以由

其伴随系统的轨迹来近似, 而且误差随着时间的增大而减小.

因此, 通过分析伴随系统轨迹的稳定性来分析系统 (10) 轨迹

的稳定性成为可能. 为进一步应用此结论, 下面的定理 2 将

系统 (10) 所满足的条件转化为伴随系统 (11) 和 (12) 所满足

的条件.

定理 2. 对状态变量 ξξξ0
1, 记它的 xxx1 和 yyy1 分量分别为 xxx0

1

和 yyy0
1. 对 ∀ ε ∈ (0, ε∗), 如果存在 t∗ > 0 使得下面的条件成

立:

1) 伴随系统 (11) 的轨迹满足: xxxa(t,xxx
0
1) ∈ F3, ∀ t ∈

[0, t∗);
2) 对 ∀ t ∈ [0, t∗) (或等价地说 ∀τ ∈ [0, t∗/ε) ), 伴随系

统 (12) 中 xxx1(τ) ∈ F2 成立, 且存在与 ε 无关的正数 γ1 和 l

满足
∥∥yyya(τ,yyy0

1)
∥∥ ≤ le−γ1τ .

那么有如下结论成立:

1) 系统 (10) 的轨迹满足 xxx1(t, ξξξ
0
1) ∈ F2, ∀ t ∈ [0, t∗);

2) 定理 1 的结论成立. 特别地, 当 t∗ 是无穷大量时结论
也仍然成立.

证明. 1) 因为 xxxa(t,xxx
0
1) ∈ F3 ⊂ F2 成立, 所以有

xxxa(0, ξξξ0
1) = xxx0

1 ∈ F2. 用反证法证明结论 1).

如果结论 1) 不成立, 根据 F2 的定义以及轨迹连续性,

存在 t′ ∈ (0, t∗), 使得

xxx1(t, ξξξ
0
1) ∈ F2, ∀ t ∈ [0, t′) (21)

且 xxx1(t
′, ξξξ0

1) ∈ ∂F2, 即存在下标 i (1 ≤ i ≤ m), 满足

∣∣∣(K̃)ixxx1(t
′, ξξξ0

1)
∣∣∣ = 1

其中 ∂F2 表示集合 F2 的边界. 根据式 (13) 中集合 F2 的定

义及轨迹连续性, 还存在 t′′ ∈ (0, t′), 使得

1 >
∣∣∣(K̃)ixxx1(t

′′, ξξξ0
1)

∣∣∣ ≥ 0.5(1 + δ) (22)

由系统 (10) 和 (12) 轨迹的关系 (注 1), 并由已知条件

2) 得

∥∥yyya(τ,yyy0
1)

∥∥ =
∥∥yyy1(ετ, ξξξ0

1)
∥∥ ≤ le−γ1τ , ∀τ ∈ [0, t′

/
ε)

即 ∥∥yyy1(t, ξξξ
0
1)

∥∥ ≤ le−γ1t/ε, ∀ t ∈ [0, t′)

因此当 t ∈ [0, t′) 时, 定理 1 的条件都成立, 从而可得

xxx1(t
′′, ξξξ0

1) = xxxa(t
′′,xxx0

1) + O(ε) (23)

此外, 由式 (22) 和 (23), 可得

∣∣∣(K̃)ixxxa(t
′′,xxx0

1) + O(ε)
∣∣∣ ≥ 0.5(1 + δ)

变形后为

0.5(1 + δ) ≤
∣∣∣(K̃)ixxxa(t

′,xxx0
1)

∣∣∣ + |O(ε)| (24)

但由已知条件 1) 可知 xxxa(t
′′,xxx0

1) ∈ F3 成立, 所以

∣∣∣(K̃)ixxxa(t
′′,xxx0

1)
∣∣∣ ≤ σ (25)

所以结合式 (24) 和 (25) 有

M3ε ≥ |O(ε)| ≥ 0.5(1− δ) = δ1

其中M3 > 0 是与 ε 无关的常数 (见定理 1 中证明).

因为 σ < 1 是常数, 故 δ1 > 0 也是常数, 所以由假设 3

可得上式是矛盾的, 故结论 1) 成立.

2) 由结论 1) 并由已知条件 2), 当 t ∈ [0, t∗) 时, 定理 1

的条件成立, 故结论 2) 成立. 同样地, 上面证明过程中并没

有要求 t∗ 有界, 显然当 t∗ 是无穷量时, 定理 1 的条件仍然成

立. ¤
在此结论基础上, 下面的结论说明伴随系统和原系统稳

定域之间的关系.

定理 3. 对 ∀ ε ∈ (0, ε∗) , 如果如下条件成立:

1) Ω̃x ⊂ F3 是系统 (11) 包含原点的不变集;

2) 对系统 (12), 当 xxx1 ∈ F2 恒成立时其轨迹满足: 存在

与 ε 无关的正数 γ1 和 l 使得∥∥yyya(τ,yyy0
1)

∥∥ ≤ le−γ1τ , ∀yyy0
1 ∈ Ω̃y, ∀τ ≥ 0

那么笛卡尔积 Ω̃x × Ω̃y 是系统 (10) 稳定域的子集. 其

中 Ω̃y ∈ Rn2 是中心在原点、半径足够大但有界的球.

证明. 任意选取 ξξξ0
1 ∈ Ω̃x × Ω̃y, 并记它的分量为 xxx0

1 和

yyy0
1. 因为 Ω̃x ⊂ F3 是伴随系统 (11) 的不变集, 又因 Ax 是稳

定矩阵 (引理 2), 所以 Ω̃x 是系统 (11) 稳定域的子集[5], 从而
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xxxa(t,xxx
0
1) ∈ Ω̃x ⊂ F3 对 ∀ t ≥ 0 都成立且满足

∥∥xxxa(t,xxx
0
1)

∥∥ →
0. 再结合已知条件 2) 可得定理 2 中所有条件都成立 (对应

于 t∗ 是无穷大量), 从而有 xxx1(t, ξξξ
0
1) → xxxa(t,xxx

0
1) → 0.

因 xxxa(t,xxx
0
1) ∈ F3 恒成立, 所以 xxx1(t, ξξξ

0
1) ∈ F2 也恒成立

(定理 2), 又因 xxx1(ετ, ξξξ0
1) 和 yyy1(ετ, ξξξ0

1) 满足系统 (12) (见注

1) 且有 t = ετ , 从而再结合已知条件 2) 得
∥∥yyy1(ετ, ξξξ0

1)
∥∥ =∥∥yyya(τ,yyy0

1)
∥∥ ≤ le−γ1τ .

因此, 当 t →∞ 时, ‖yyy1(t, ξξξ
0
1)‖ → 0.

综上分析, 对 ∀ξξξ0
1 ∈ Ω̃x × Ω̃y, 系统轨迹 xxx1(t, ξξξ

0
1) 和

yyy1(t, ξξξ
0
1) 都收敛到零, 因此笛卡尔积 Ω̃x × Ω̃y 是系统 (10) 的

稳定域子集. ¤
定理 3 说明, 在伴随系统 (12) 指数收敛的前提下, 原奇

异摄动饱和系统稳定域可分解为伴随系统的不变集与一个半

径足够大的球体的笛卡儿积. 因此, 要估计原系统的稳定域,

只需要确定伴随系统 (11) 的不变集即可. 不仅如此, 伴随系

统是奇异摄动系统的准静态系统, 它至少能缓解系统的奇异

性.

此外, 当闭环系统中 K22 等矩阵满足一定条件时, 如

Gan 等考虑的一类电力系统模型[3], 伴随系统 (12) 确实满足

指数收敛的条件, 下面结论说明这种情况.

引理 5. 将伴随系统 (12) 中以下矩阵分块记为

yyya =

[
vvv1

vvv2

]
, qqq =

[
qqq′

qqq′′

]
, A22 =

[
C11 C12

C21 C22

]

B2 =

[
D11 D12

D21 D22

]
, K22 =

[
E11 E12

E21 E22

]

其中, C11 和D11 是 n3 维方阵, C22 和D22 是 n2 − n3 维方

阵, 其余矩阵都有合适的维数.

对 ∀ ε ∈ (0, ε∗),如果xxx1 ∈ F2 成立且 ‖D21‖F、‖D22‖F、
‖E11‖F 和 ‖E21‖F 是 ε 的同阶 (或高阶) 无穷小, 那么存在

与 ε 无关的正数 α1 和 α2 满足
{
‖D11qqq

′ + D12qqq
′′‖ ≤ εα1 ‖vvv1‖+ α2 ‖vvv2‖

‖D21qqq
′ + D22qqq

′′‖ ≤ εα1 ‖vvv1‖+ εα2 ‖vvv2‖

证明. 因为 xxx1 ∈ F2, 故由引理 4 (参考其证明过程) 可

得: 当 i ≤ n3 时,

|qi| ≤ ‖(K22)iyyy1‖ = ‖(E11)ivvv1 + (E12)ivvv2‖ ≤
‖(E11)i‖F ‖vvv1‖+ ‖(E12)i‖F ‖vvv2‖

当 n3 < i ≤ n2 时,

|qi| ≤ ‖(K22)iyyya‖ = ‖(E21)ivvv1 + (E22)ivvv2‖ ≤
‖(E21)i‖F ‖vvv1‖+ ‖(E22)i‖F ‖vvv2‖

因为 ‖qqq′‖ ≤ |q1| + |q2| + · · · + |qn3 |, 所以 ‖qqq′‖ ≤
‖E11‖F ‖vvv1‖+ ‖E12‖F ‖vvv2‖.
同理可得, ‖qqq′′‖ ≤ ‖E21‖F ‖vvv1‖+ ‖E22‖F ‖vvv2‖.
因为

∥∥D11qqq
′ + D12qqq

′′∥∥ ≤
‖D11‖F

∥∥qqq′
∥∥ + ‖D12‖F

∥∥qqq′′
∥∥ ≤

(‖E11‖F ‖D11‖F + ‖E12‖F ‖D21‖F
) ‖vvv1‖+

(‖E11‖F ‖D12‖F + ‖E12‖F ‖D22‖F
) ‖vvv2‖

且有

∥∥D21qqq
′ + E22qqq

′′∥∥ ≤
‖D21‖F

∥∥qqq′
∥∥ + ‖D22‖F

∥∥qqq′′
∥∥ ≤

(‖E21‖F ‖D11‖F + ‖E22‖F ‖D21‖F
) ‖vvv1‖+

(‖E21‖F ‖D12‖F + ‖E22‖F ‖D22‖F
) ‖vvv2‖

又因为 ‖D21‖F、‖D22‖F、‖E11‖F 和 ‖E21‖F 是 ε 的同

阶 (或高阶) 无穷小, 所以存在与 ε 无关的正数 α1 和 α2 满

足
{
‖D11qqq

′ + D12qqq
′′‖ ≤ εα1 ‖vvv1‖+ α2 ‖vvv2‖

‖D21qqq
′ + D22qqq

′′‖ ≤ εα1 ‖vvv1‖+ εα2 ‖vvv2‖
¤

推论 1. 对于系统 (12), 如果 xxx1 ∈ F2 且 K22 = 0 , 那

么 ‖qqq‖ = 0, 从而引理 5 的结论自然成立.

证明. 由式 (10) 中 qqq(xxx1, yyy1) 表达式可知, 当此推论条件

成立时, ‖qqq‖ = 0 显然成立 (注 2), 故 qqq′ 和 qqq′′ 都为零向量, 因

此引理 5 结论自然成立. ¤
定理 4. 对于伴随系统 (12), 假设下列条件成立:

1) 引理 5 的条件成立或K22 = 0 成立;

2) C11 和 C22 是稳定的矩阵且 ‖C21‖F 是 ε 的同阶 (或

高阶) 无穷小量.

则伴随系统 (12) 满足定理 2 (或定理 3) 中的条件 2), 即

此系统的轨迹是全局指数收敛的.

证明. 由于 C11 和 C22 是稳定的, 所以可选择正定矩阵

P11 和 P22 满足

CT
11P11 + P11C11 = −2I1, CT

22P22 + P22C22 = −2I2

再选择伴随系统 (12) 的 Lyapunov 函数为

V = 0.5vvvT
1 P11vvv1 + 0.5dvvvT

2 P22vvv2 (26)

其中, d 是由后文确定的常数, I1 和 I2 分别为 n1 和 n2 维的

单位阵. 它沿着系统 (12) 的轨线导数为

V̇ = 0.5vvvT
1

(
CT

11P11 + P11C11

)
vvv1 + yyyT

a PB2qqq +

vvvT
1

(
CT

21P22 + P11C12

)
vvv2 −

εyyyT
a

[
(LA12)

TP + PLA12

]
yyyT

a −

εyyyT
a PLB1ppp + 0.5dvvvT

2

(
CT

22P2 + P2C22

)
vvv2 (27)

其中, P =

[
P11 0

0 dP22

]
.

由引理 3∼ 5 (当K22 = 0 时由推论 1) 可得

yyyT
a PB2qqq = vvvT

1 P11(D11qqq
′ + D12qqq

′′) +

dvvvT
2 P22(D21qqq

′ + D22qqq
′′) ≤

‖vvv1‖ ‖P11‖ (α1ε ‖vvv1‖+ α2 ‖vvv2‖) +

εd ‖vvv2‖ ‖P22‖ (α1 ‖vvv1‖+ α2 ‖vvv2‖)

因为 ‖P‖ ≤ ‖P11‖+d ‖P22‖, ‖yyya‖2 = ‖vvv1‖2 + ‖vvv2‖2 以
及 ‖Gxxx‖ ≤ ‖G‖F ‖xxx‖ (G 是矩阵) 成立.
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所以可得

vvvT
1 (CT

21P22 + P11C12)vvv2 ≤
(‖C21‖F ‖P22‖+ ‖C12‖F ‖P11‖) ‖vvv1‖ ‖vvv2‖ −
yyyT

a

[
(LA12)

TP + PLA12

]
yyya ≤

2 ‖LA12‖ (‖P11‖+ d ‖P22‖)(‖vvv1‖2 + ‖vvv2‖2)

和

−yyyT
a Pppp ≤ β1 ‖LB1‖ (‖P11‖+ d ‖P22‖)(‖vvv1‖2 + ‖vvv2‖2)

因此, 式 (27) 可缩放为如下形式

V̇ ≤ −
[
‖vvv1‖
‖vvv2‖

]T [
c1(ε) c3(ε)

c3(ε) c2(ε)

] [
‖vvv1‖
‖vvv2‖

]
(28)

其中, ci(ε) (i = 1, 2, 3) 是 ε 的连续函数, 其表达式略.

按式 (28) 同样的缩放方式但令 ε = 0, 式 (27) 可变为

V̇ |ε=0 ≤ −‖vvv1‖2 + (α2 + ‖C12‖) ‖P11‖ ‖vvv1‖ ‖vvv2‖ −

d ‖vvv2‖2 = −
[
‖vvv1‖
‖vvv2‖

]T [
1 c

c d

] [
‖vvv1‖
‖vvv2‖

]
(29)

式中, c = (α2 + ‖C12‖) ‖P11‖.

故

[
c1(ε) c3(ε)

c3(ε) c2(ε)

]∣∣∣∣∣
ε=0

=

[
1 c

c d

]
成立.

因为对 ∀ a, b ∈ R, ab ≤ 0.5(a2 + b2) 成立, 所以若选择

足够大的正数 d 满足 d > d0 = 0.5c2 + 1, 那么

λmin

([
c1(ε) c3(ε)

c3(ε) c2(ε)

])∣∣∣∣∣
ε=0

= λmin

([
1 c

c d

])
> 0

(30)

因为 ci(ε) (i = 1, 2, 3) 是 ε 的连续函数且系统的特征根

是矩阵元素的连续函数, 所以由式 (28)∼ (30) 得, 当 ε 足够

小时, 存在与 ε 无关的常数 λ0 > 0 满足

V̇ ≤ −λmin

([
c1(ε) c3(ε)

c3(ε) c2(ε)

])
‖yyya‖2 < −λ0 ‖yyya‖2 (31)

另外很容易推导, 对 ∀ ε ∈ (0, ε∗), 存在与 ε 无关的常数

λ′0 > 0 和 λ′′0 > 0, 使得

λ′′0 ‖yyya‖2 ≤ V ≤ λ′0 ‖yyya‖2 (32)

又因式 (31) 和 (32) 对 ∀yyya 都成立, 所以由假设 3, 系统

(12) 的轨迹指数收敛且收敛速度与 ε 无关[16], 从而定理 2 或

定理 3 中的条件 2) 成立. ¤

3 稳定域估计的优化方法

3.1 优化模型的建立

由定理 3, 在集合 F3 中寻找伴随系统 (11) 的不变集就

能获得原系统稳定域子集. 因此, 估计原系统的稳定域只需

要估计伴随系统的不变集. 利用文献 [2, 15] 中的方法可得一

些椭球 (记为 Ω̃x = {xxx1 ∈ Rn1 | xxxT
1 Pxxx1 ≤ 1}) 满足要求, 其

中 P 是正定矩阵且 PAx + AT
x P ≤ 0.

在所有满足要求的椭球 Ω̃x 中, 每个椭球所对应的原系

统稳定域的估计结果是不同的, 所以估计结果的保守程度也

不相同; 另一方面, 当估计的稳定域所能包含的初始集合 X0

越大, 说明系统抗干扰能力越强, 反之越弱. 因此, 为更加客

观反映系统的稳定性, 必须尽量减少稳定域估计的保守性,

使得估计的稳定域能包含尽可能大的初始集合 X0. 由此可

见, 稳定域估计的结果与初始集合 X0 的形状相关. 为此, 我

们进一步假设 X0 是半径可变但形状固定的高维椭球, 表示

为

X0 =
{
ξξξ| ξξξTP ′0ξξξ ≤ β2

}
(33)

其中, β > 0 是大小由后文确定的变量, P ′0 是已知的正定矩
阵. 在变换后的坐标 ξξξ1 下, X0 可表示为

X0 =
{
ξξξ1| ξξξT

1 P0ξξξ1 ≤ β2
}

(34)

其中, P0 = (S−1)TP ′0S
−1, 矩阵 S 见式 (9).

另外, 如果预想的初值集合是多棱体[5]

X0 =

{
ξξξ

∣∣∣∣∣ ξξξ =

k0∑
i=1

aiξξξ
0
i ,

k0∑
i=1

ai =β, ai ≥ 0

}

式中, ξξξ0
i ∈ Rn1+n2(i = 1, 2, · · · , k0) 为已知的向量. 在坐标

系 ξξξ1 下 X0 表示为

X0 =

{
ξξξ1

∣∣∣∣∣ ξξξ1 =

k0∑
i=1

aiS
−1ξξξ0

i ,

k0∑
i=1

ai =β, ai ≥ 0

}

因此, 为减少稳定域估计的保守性, 可以利用优化方法

在集合 F3 中最优稳定域子集 Ω̃x, 使得 Ω̃x × Ω̃y 能包含最大

的椭球 (或多棱体)X0, 即 β 最大, 从而建立如下的优化模型

β∗ = max
Px>0

β

s.t. a) X0 ⊂ Ω̃x × Ω̃y = {xxx1| xxxT
1 Pxxxx1 ≤ 1} × Ω̃y

b) Ω̃x ⊂ F3

c) AT
x Px + PxAx ≤ 0

(35)

其中, 约束 a) 表示估计的稳定域包含初值集合 X0; 约束 b)

和 c) 表示 Ω̃x 是系统 (11) 在集合 F3 中的一个不变集
[2, 5],

因此约束 b) 和 c) 确定的集合 Ω̃x 满足定理 3 的条件, 从而

由式 (35) 得到的解 Ω̃x 是稳定域的最优估计, 它能包含一个

最大的 X0.

3.2 优化模型的化简

因为椭球分块可表示为

X0 =





[
xxx1

xxx2

]∣∣∣∣∣

[
xxxT

1

xxxT
2

]T [
P 0

11 P 0
12

P 0
21 P 0

22

] [
xxx1

xxx2

]
≤ β2





它在 xxx1 平面上的投影仍然是椭球, 且可表示为[3]

Ex1(P
0
1 , β) =

{
xxx1 ∈ Rn1 | xxxT

1 P 0
1 xxx1 ≤ β2

}

其中, P 0
1 = P 0

11 − P 0
12(P

0
22)

−1P 0
21.

而 X0 =

{
ξξξ1

∣∣∣∣ξξξ1 =
k0∑

i=1

aiS
−1ξξξ0

i ,
k0∑

i=1

ai =β, ai ≥ 0

}

在 xxx1 平面上的投影为

Ex1 =

{
xxx1

∣∣∣∣∣xxx1 =

k0∑
i=1

aixxx
i
1,

k0∑
i=1

ai =β, ai ≥ 0

}
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其中, xxxi
1 =

⌊
S−1ξξξ0

i

⌋
n1

, b·cn1
表示取前 n1 个元素.

又因为 Ω̃y 是球心在原点且半径足够大的球体, 所以约

束 a) 成立等价于X0 在 xxx1 坐标平面上的投影包含于 Ω̃x. 因

此, 如果 X0 是椭球, 则约束 a) 可变为[3, 5]

X0 ⊂ Ω̃x × Ωy ⇔ Ex1(P
0
1 , β) ⊂ Ω̃x ⇔ β−2P 0

1 − Px ≥ 0

如果 X0 是多棱体, 则约束 a) 可变为

X0 ⊂ Ω̃x × Ωy ⇔ (xxxi
1)

TPxxxxi
1 ≤ β−2, i = 1, 2, · · · , k0

又由矩阵 Schur 性质, 约束 b) 等价于[2, 5]

σ2 − gggiP
−1
x gggT

i ≥ 0 ⇔
[

σ2 gggi

gggT
i Px

]
≥ 0

其中, gggi 为 F2 的定义中矩阵 K̃ 的第 i 行行向量.

再令

γ = β−2 (36)

则式 (35) 可变换为如下 LMI 优化问题

γ∗x = min
Px>0

γx

s.t. a) γxP 0
1 − Px ≥ 0 (或 (xxxi

1)
TPxxxxi

1 ≤ γx)

b)

[
σ2 gggi

gggT
i Px

]
≥ 0

c) AT
x Px + PxAx ≤ 0

(37)

注 3. 伴随系统 (11) 是奇异摄动系统 (5) 的准静态系

统[12], 所以矩阵 Ax 的维数比原系统的状态矩阵维数低, 而

且其条件数也更小. 因此利用伴随系统估计稳定域可以克服

高维系统的奇异性等困难.

3.3 稳定域估计的算法

当小参数 ε 足够小时, L(ε) 惟一存在但其解析表达式很

难求取. 考虑到 L(ε) 是 ε 的光滑函数, 可利用泰勒级数逼近.

为此, 令

L(ε) = L0 + L1ε + L2ε2 + · · · (38)

将式 (38) 代入式 (8), 再比较等式两端 ε 的各阶次的系

数, 得

ε0 : A21 + B2K21 + (A22 + B2K22) L0 = 0

ε1 : (A22 + B2K22) L1 − L0A0
x = 0

ε2 : (A22 + B2K22) L2 − L0A1
x − L1A0

x = 0
...

其中, A0
x = A11 + B1K11 + (A12 + B1K12)L

0, A1
x = (A12 +

B1K12)L
1.

解上面的方程, 得




L0 = − (A22 + B2K22)
−1 (A21 + B2K21)

L1 = (A22 + B2K22)
−1 L0A0

x

L2 = (A22 + B2K22)
−1 (

L0A1
x + L1A0

x

)
...

(39)

所以, 由式 (39) 能得到足够精确的近似解, 总结前面的

分析可得到基于伴随系统的稳定域估计方法, 其步骤如下:

步骤 1. 建立式 (1) 的模型;

步骤 2. 利用式 (39) 计算 L(ε) 的近似式;

步骤 3. 选择合适的经验常数 σ ∈ (0, 1), 建立式 (37) 所

示的优化模型并求解;

步骤 4. 利用式 (36) 的反变换得到对应稳定域的最优估

计.

4 稳定域估计方法的应用及仿真结果

考虑如图 1 所示的三阶系统, 其状态方程为
{

ẋ̇ẋx = A11xxx + A12yyy + B1sat(K11xxx + K12yyy)

ε ẏ̇ẏy = A21xxx + A22yyy + B2sat(K21xxx)
(40)

式中, xxx ∈ R2 为控制对象的状态变量, yyy 为高增益快速控

制系统的状态变量, 选择控制器中时间常数 T 是小参数 (作

为前文中的 ε), 参数 σ = 0.9, 预想初始集合为 X0 = {xxx ∈
R2| xxxTxxx ≤ β2}, 其余的系数为

A11 =

[
1 −0.5

1 2

]
, K11 =

[
−0.5 1

0 0.5

]

B1 =

[
1 0

0 1

]
, AAA12 =

[
1 0

]T

KKK12 = −
[

1 2
]T

, AAA21 =
[

1 2
]
, A22 = −1

B2 = 1, KKK21 =
[

0.5 −0.5
]

图 1 闭环系统传递函数图

Fig. 1 Transfer function of the closed-loop system

为了说明稳定域估计方法的特点, 分别令 ε = T = 0.1,

0.05 以及 0.02 进行比较. 估计上述系统稳定域的步骤如下.

步骤 1. 验证假设 1 和假设 2 成立; 另外, 系统给出的参

数满足推论 1 的条件 K22 = 0, 故当 T 足够小时可以利用定

理 3 来确定稳定域.

步骤 2. 计算 LLL. 利用式 (39) 得到二阶近似结果为

LLL = [1.5 1.5 ] + [5.25 0.75 ]ε + [ 24 1.5 ]ε2

步骤 3. 建立优化模型, 求得稳定域的最优估计, 其中稳

定域所能包含的最大初始集合半径 β∗ 如表 1, 伴随系统稳定

域估计结果 Ω̃x 如图 2 (见下页) 所示, 图中实线和虚线分别

表示 ε = 0.1 和 ε = 0.02 对应的最优解, 椭圆为 Ω̃x 的最优

解, 直线为集合 F3 的边界 ∂F3. 因此系统 (40) 稳定域的一

个子集为 Ω̃x × [−b, b], 其中 b 为一个足够大的正数.

表 1 不同的参数对应的最优值

Table 1 Optimal solutions of different small parameters

ε 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02

β∗ 0.128 0.135 0.143 0.150 0.158
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图 2 系统稳定域估计结果 (ε = 0.02, 0.1)

Fig. 2 Estimation of stability region for ε = 0.02 and 0.1

由图 2 可看出, 随着系统奇异性增加 (惯性时间常数越

来越小), 稳定域越来越大. 这是因为当小参数 ε 较大时, 快

变量 yyy 对 xxx 的影响也较大 (定理 2 或定理 3), 要使伴随系统

(11) 的轨迹仍然可以保持在集合 F3 中, 必须要求 xxx 的初始

值 xxx0 在较小范围内变化; 反之, 随着参数 ε 减小, yyy 对 xxx 的

影响较小, 所以当 xxx0 在较大范围内变化时仍然满足定理 4

的条件 xxx ∈ F3. 同理, 随着系统奇异性增大, yyy 对 xxx 的影响

减小, 稳定域增大, 故所能包含的初始集合X0 也越大 (β∗ 增
大), 这和表 1 给出的 β 最优结果一致.

本文的降阶方法还可以克服系统的奇异性, 表 2 列出了

伴随系统与原始系统特征根的比较结果. 从表 2 可以发现,

原来的奇异摄动饱和系统的特征根实部差异非常明显, 所以

奇异性非常明显. 但是, 伴随系统 (11) 仅保留原系统实部较

大的特征根, 而对应的实部较小的特征根被剔除 (对应伴随

系统 (12) 的状态), 从而与原系统相比, 伴随系统基本不存在

奇异性的问题. 因此, 从特征根的角度说明了利用伴随系统

分析原系统的稳定域可以消除系统的奇异性.

表 2 伴随系统与原始系统特征根对比结果

Table 2 Results of the adjoint system and the original system

ε 原始系统 伴随系统

0.1 −0.3461± 1.6451i, −5.3078 −0.3850± 1.5376i

0.05 −0.3105± 1.3617i, −15.3791 −0.3119± 1.3508i

0.02 −0.2734± 1.2551i, −45.4533 −0.2734± 1.2545i

5 结论

本文给出了奇异摄动饱和系统稳定域可解耦的充分条

件, 并结合线性矩阵不等式优化方法, 提出了估计奇异摄动

饱和系统稳定域的降阶方法. 与传统的稳定域估计方法相比,

本文方法在一定程度上可以解决处理高维奇异摄动饱和系统

时, 计算量大、奇异和保守等困难. 算例仿真验证了方法的有

效性.
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