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摘 要 针对关系度不确定非线性系统,基于模型预测控制理论和切换解析非线性模型预测控制 (Nonlinear model predictive

control, NMPC) 提出了一种非切换的解析 NMPC 新方法. 论证了在非切换解析 NMPC 控制律下, 通过坐标变换可以将闭

环系统分别在关系度确定和不确定的两个子空间近似为线性系统, 得出非切换解析 NMPC 使闭环系统稳定的必要条件. 通过

仿真实验验证了非切换解析 NMPC 可以达到很好的响应特性, 无需切换的特征也扩大了其应用范围.
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Abstract Based on model predictive control theory and the analytic nonlinear model predictive control (NMPC), this

paper brings forward an analytic NMPC method for nonlinear systems with ill-defined relative degree. Under our method,

the system can be approximated to two linear systems in state spaces whose relative degrees are well-defined or ill-defined,

respectively. So the necessary conditions for the closed system′s stabilization are demonstrated. The non-switch analytic

NMPC controller is successfully demonstrated by simulation examples.
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关系度在非线性系统控制理论中 (尤其在非线
性几何控制理论中) 是一个非常重要的概念[1]. 如果
在整个状态空间或者在某一个开区间上具有相同的

关系度, 那么称关系度是定义好的 (Well-defined
relative degree), 反之关系度就是不确定的 (Ill-
defined). 一个关系度确定的非线性系统, 很容易通
过坐标变换进行精确的输入输出反馈线性化, 而关
系度不确定就无法进行反馈线性化. 为此, Hauser
提出鲁棒关系度的概念[2], 对关系度不确定非线性
系统构造近似反馈线性化控制方法. 一些学者用
切换控制来为这类系统设计控制器[3], 但是这种方
法很容易使系统产生振荡, 可能造成闭环系统的不
稳定.

Chen 基于非线性模型预测控制 (Nonlinear
model predictive control, NMPC) 对关系度不确
定的非线性系统构造了解析 NMPC 控制律. 模型
预测控制不仅对系统模型有很强的宽容性, 而且
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采用滚动时域优化用开环最优代替闭环最优, 使得
无需求解 HJB 偏微分方程组[4−5], 但开环最优不
能够保证闭环系统稳定. 为此, Mayne 和 Michal-
ska 在相当强的假设条件下, 提出引入零终端约束
的 NMPC 使系统闭环稳定[6]; 随后, 文献 [7] 中提
到, Genceli 和 Nikoaou 为克服算法上的缺陷 (对
终端等式约束需要无穷次迭代才能精确满足), 提
出终端不等式约束设计; Chen 引入终端加权提出
了 Quasi-infinite NMP 策略[8]. 为了克服在线求解
最优预测控制律的时延问题, Chen 采用泰勒展开
近似的方法构造解析 NMPC 控制律, 这是一个静
态的状态反馈控制律, 使得 NMPC 控制可以应用
于动力学系统等响应快速的系统[9−11]. 然而 Chen
构造的控制器需要在不同的状态空间之间进行切

换, 而切换控制对某些系统并不适用, 因此应用范围
有限.

本文基于模型预测控制理论, 针对关系度不确
定非线性系统, 在切换解析 NMPC 的基础上提出了
一种非切换的解析 NMPC 新方法. 论证了在非切
换解析 NMPC 控制律下, 通过坐标变换可以将闭环
系统分别在关系度确定和不确定的两个子空间近似

为两个线性系统, 从而得出非切换解析 NMPC 使闭
环系统稳定的必要条件. 仿真实验验证了非切换解
析 NMPC 无需进行切换控制就可以达到很好的闭
环响应特性, 扩大了其应用范围.
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1 关系度不确定非线性系统

考虑 SISO 非线性系统

{
ẋxx = f(xxx) + g(xxx)u

y = h(xxx)
(1)

其中, xxx ∈ Rn, u ∈ R, y ∈ R 分别表示状态向量、
控制输入和系统输出, f , g, h 均为光滑的向量函数.
不失一般性分析, 可以假设对系统 (1) 的平衡点 xxxo

有 f(xxxo) = 000, g(xxxo) 6= 000. 这就意味着当系统在平衡
点 xxxo 时, 容许的控制输入 u = 0.
定义 1. 系统 (1) 称为在 xxxo 点关系度确定

(Well-defined), 且具有关系度 r, 如果满足以下条
件:

1) LgL
k
fh(xxx) = 0, 对 xxxo 的一个邻域内的所有

xxx, 以及 k = 0, 1, 2, · · · , r − 2;
2) LgL

r−1
f h(xxxo) 6= 0.

条件 1) 蕴含着在 xxxo 的一个邻域内系统都具

有关系度 r. 如果在 xxxo 满足 LgL
r−1
f h(xxxo) = 0,

而在其任意小的一个邻域内必存在一点满足条件

LgL
r−1
f h(xxx) 6= 0, 那么 xxxo 称为奇异点 (Singular

point), 此时系统 (1) 的关系度不确定 (Ill-defined).
对关系度不确定的非线性系统, Hauser 给出了鲁棒
关系度的定义.

定义 2. 系统 (1) 称为在 xxxo 点具有鲁棒关系度

r, 如果存在一组光滑函数 φi(xxx), i = 1, 2, · · · , r, 使
得

h(xxx) = φ1 + ϕ0(xxx, u)

Lf+guφi(xxx) = φi+1(xxx) + ϕi(xxx, u),

i = 1, 2, · · · , r − 1

Lf+guφr(xxx) = b(xxx) + a(xxx)u + ϕr(xxx, u)

其中, ϕi(xxx, u), i = 0, · · · , r 为 o(xxx, u)2, a(xxx) 为
o(1) 的.
本文对所要研究的非线性系统作如下假设:
假设 1. 系统 (1) 具有鲁棒关系度 r, 并且零动

态 (Zero dynamics[1]) 渐近稳定.
假设 2. 输出 y(t) 和参考信号 yd(t) 是足够光

滑的, 可做足够次数的微分运算.

2 关系度不确定非线性系统的解析 NMPC

控制

模型预测控制需要给出一个性能指标, 这个性
能指标可以具有很明显的实际意义. 为了综合考虑
各个方面的作用, 首先给出比较全面的滚动时域优

化的性能指标

J =
1
2
µ1

[
ŷ(t + T )− ŷd(t + T )

]2

+

1
2

∫ T

0

[
µ2

(
ŷ(t + τ)− ŷd(t + τ)

)2
+

µ3û(t + τ)2
]
dτ (2)

其中, T 为预测时间. µ1、µ2 和 µ3 为正数, 分别反
映了输出终端约束、输出误差和控制量所占的比重,
ŷ(t + T ) 和 ŷd(t + T ) 分别为系统输出和期望输出
的预测值. 上标 “∧” 号表示预测值, 期望输出的预测
值一般是确定的.
模型预测控制可以表述为在一个滚动时域 [t,

t + T ] 内, 用 x̂xx(τ) 表示系统状态, û(τ) 表示控制输
入, 那么系统 (1) 在滚动时域内的动态方程为

˙̂xxx(t + τ) = f(x̂xx(t + τ)) + g(x̂xx(t + τ))û(t + τ)

ŷ(t + τ) = h(x̂xx(t + τ)), τ ∈ [0, T ]
(3)

其初始状态即为系统当前的状态, 即

x̂xx(t + τ) = xxx(t), τ = 0 (4)

根据式 (3) 和 (4) 可以预测 [t, t + T ] 时间段内系统
的输出. 据此, 最小化性能指标 J 的问题就是寻找

[t, t + T ] 时间段内的最优控制输入 û(t + τ). 综上
所述, 非线性模型预测控制可以描述为

min
û

J

s.t. 式 (3) 和 (4)
(5)

实际上系统的控制输入可以采用最优预测控制律

û∗(t +τ) 的初值, 即

u(t) = û∗(t + τ), τ = 0 (6)

系统的控制输入总是取使性能指标最小的控制输入,
于是当滚动时域时, 性能指标 J 逐渐减小, 同时系统
输出逐渐接近于期望值.

2.1 切换解析NMPC控制

Chen 采用泰勒展开近似方法, 将性能指标 J

及预测时间内系统的输出进行适当阶数的泰勒展开,
分别在奇异和非奇异状态空间中求解问题 (5) 并给
出解析解, 从而为关系度不确定非线性系统构造了
切换解析 NMPC 控制律. 为了得到系统 (1) 的解析
NMPC 控制律, Chen 采用的滚动时域性能指标为

J =
1
2

∫ T

0

(
ŷ(t + τ)− ŷd(t + τ)

)2

dτ (7)
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式 (7) 是式 (2) 的一种特殊形式, 为采用泰勒展开近
似, 首先定义向量

yyy(t) = [y(t) ẏ(t) · · · y(N)(t) ]T

yyyd(t) = [ yd(t) ẏd(t) · · · y
(N)
d (t) ]T

记 τ (τ) = [ 1 τ · · · τN

N !
]T, 那么预测输出 ŷ(t + τ)

和预测期望输出 ŷd(t + τ) 可表示为

ŷ(t + τ) = τ (τ)Tyyy(t)
ŷd(t + τ) = τ (τ)Tyyyd(t)

代入式 (7) 可得性能指标的 N 阶泰勒展开近似为

J ≈ 1
2
(yyy − yyyd)TM(yyy − yyyd) (8)

其中矩阵

M =
∫ T

0

τ (τ)τT(τ)dτ (9)

其各个元素由预测时间 T 及展开阶数 N 确定. 定
义奇异点所在的状态空间为

Ns = {xxx ∈ Rn
∣∣ LgL

r−2
f h(xxx) = 0} (10)

那么非线性系统 (1) 在关系度确定空间 (Ns 的补空

间) 的解析 NMPC 控制律给定为

u = −
(
LgL

r−2
f h(xxx)

)−1

k̃kkppp1 (11)

其中

ppp1 =




h(x)− yd

Lfh(x)− ẏd

...
Lr−1

f h(x)− y
(r−1)
d




(12)

k̃kk = [ kkk 1 ] (13)

kkk 为矩阵M−1
3 MT

2 的第一行, M2 和M3 为M 矩阵

的分块, 维数分别为 (r − 1)× (N − r + 2) 和 (N−
r + 2)× (N − r + 2), 即M 可以表示为

M =

[
M1 M2

MT
2 M3

]
(14)

而在关系度不确定的空间 Ns, 系统 (1) 的解析
NMPC 控制律为

u=





− k̃kk
′
p̃pp1

b1(xxx)
, b2(xxx)=0

−b1(xxx)±
√

b1(xxx)2−4b2(xxx)k̃kk
′
p̃pp1

2b2(xxx)
, b2(xxx) 6=0

(15)

其中

p̃pp1 =

[
ppp1

Lr
fh(xxx)− y

(r)
d

]
(16)

b1(xxx) = LfLgL
r−2
f h(xxx) + LgL

r−1
f h(xxx) (17)

b2(xxx) = L2
gL

r−2
f h(xxx) (18)

k̃̃k̃k′ = [ kkk′ 1 ] (19)

kkk′ 为矩阵 M̃−1
3 M̃T

2 的第一行, 其中, M̃2 和 M̃3 是

矩阵M 的另一种分块, 维数分别为 r× (N − r + 1)
和 (N − r + 1)× (N − r + 1), 即M 可以表示为

M =

[
M̃1 M̃2

M̃T
2 M̃3

]
(20)

于是非线性系统 (1) 的切换解析 NMPC 控制律可
以总结为

u =

{
式(11), xxx ∈ Ns

式(15), xxx ∈ N s

(21)

上述结果的详细推导过程见文献 [9]. 对于一些
非线性系统, 采用切换控制律会导致系统的振荡, 并
且控制器不断地在各个子控制器间切换也造成控制

律的不连续, 因此其实用价值受限. 下面考虑构造一
种非切换的解析 NMPC 策略.

2.2 一种非切换解析NMPC控制方法研究

构造解析 NMPC 控制的关键是对性能指标及
预测输出 ŷ(t+ τ)、预测状态 x̂xx(t+ τ) 和预测控制量
û(t + τ) 等进行泰勒近似, 切换解析 NMPC 的方法
考虑了 û(t + τ) 的 (N − r + 1) 阶的导数, 这样的分
析固然是合理的, 但是也给分析造成了许多不便之
处, 例如过程复杂、不得不舍弃性能指标 (2) 中的控
制加权项等. 考虑到在 NMPC 中最终得到的只是 û

的初值, 而在预测时间内它的形式并不重要, 并且在
数字控制技术及工程实践中, 控制量也可采用分段
常值的形式近似, 因此可以作如下假设:
假设 3. 在预测时间 [t, t + T ] 内, 控制输入为

常数, 即

û(t + τ) = u(t) , τ ∈ [0, T ] (22)

显然在这个假设下, û 的各阶导数均为零. 从而式
(2) 所示的性能指标的 N 阶泰勒展开可以近似为

J ≈ 1
2
(yyy − yyyd)TM(yyy − yyyd) +

1
2
µ3T û2 (23)
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其中

M = µ1τ (τ)τT(τ)
∣∣∣∣
τ=T

+µ2

∫ T

0

τ (τ)τT(τ)dτ

(24)
式 (5) 等价为

(
∂yyy

∂û

)T

M(yyy − yyyd) + µ3T û = 0

(
∂yyy

∂û

)T

M
∂yyy

∂û
+

(
∂2yyy

∂û2

)T

M(yyy−yyyd)+µ3T > 0

(25)

在 ŷ(t + τ) 的各阶导数中也可以将 û 的各阶导数去

掉, 从而可得




ŷ(t + τ) = h(x̂xx) = q0,0(x̂xx)
˙̂y(t + τ) = Lfh(x̂xx) = q1,0(x̂xx)

...
ŷ(r−1)(t + τ) =Lr−1

f h(x̂xx) + LgL
r−2
f h(x̂xx)û =

qr−1,0(x̂xx) + qr−1,1(x̂xx)û
ŷ(r)(t + τ) =Lr

fh(x̂xx) + [LgL
r−1
f h(x̂xx)+

LfLgL
r−2
f h(x̂xx)]û + L2

gL
r−2
f h(x̂xx)û2

...
ŷ(i)(t + τ) =qi,0(x̂xx) + qi,1(x̂xx)û+

qi,2(x̂xx)û2 + · · ·+ qi,L(x̂xx)ûL

...
ŷ(N)(t + τ) = qN,0(x̂xx) + qN,1(x̂xx)û+

qN,2(x̂xx)û2 + · · ·+ qN,L(x̂xx)ûL

(26)
即预测输出 ŷ(t + τ) 对时间的各阶导数可以近似表
示成 û 的多项式, 其中多项式系数的关系为

q1,0(xxx) = Lfqi−1,0(xxx), i = 1, · · · , N

qi,j(xxx) = Lgqi−1,j−1(xxx) + Lfqi−1,j(xxx),

i = 1, · · · , N, j = 1, · · · , L

(27)

可见, ŷ(t + τ) 的各阶导数都表示成控制输入 û 的

多项式形式, 将各阶导数中 ûi 项的系数表示为一个

列向量

qqq.,i(xxx) =




q0,i(xxx)
q1,i(xxx)

...
qN,i(xxx)




根据式 (27) 可以求出每个向量的具体表达式, 于是
向量 yyy(t) 可重新记为

yyy(t)=[ qqq.,0(xxx) qqq.,1(xxx) · · · qqq.,L(xxx)]




1
û
...

ûL




= Q(xxx)Û

(28)
容易得到

∂yyy(t)
∂û

= Q(xxx)
∂Û

∂û
=

Q(xxx)




0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0
0 2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · L 0




Û = Q(xxx)V Û

(29)

将式 (28)、(29) 代入式 (25), 可得到在新的假设下
最优预测控制律需满足

(Q(xxx)V Û)TM(Q(xxx)Û − yyyd) + µ3T û = 0 (30)

这是一个关于最优控制的 2L − 1 次幂方程. 考虑
到系统 (1) 在平衡位置控制律为 0, 因此只需得到式
(30) 在 0 附近的解. 简单起见, 忽略 û 二次以上的

高次项, 即令 Û ≈

[
I2

000(N−1)×2

][
1
û

]
, 代入式 (30), 可

得近似方程

qqq.,1(xxx)TM
(
qqq.,0(xxx)− yyyd

)
+[

qqq.,1(xxx)TMqqq.,1(xxx) + µ3T
]
û = 0

(31)

于是得到解析预测控制的近似解

û∗(t + τ) = −qqq.,1(xxx)TM(qqq.,0(xxx)− yyyd)
qqq.,1(xxx)TMqqq.,1(xxx) + µ3T

, τ ∈ [0, T ]

取其初值, 即为非切换的解析 NMPC 控制律

u(t) = −qqq.,1(xxx)TM(qqq.,0(xxx)− yyyd)
qqq.,1(xxx)TMqqq.,1(xxx) + µ3T

(32)

式 (32) 是一个状态反馈控制律, 它不需要考虑奇
异点的问题, 因此对整个状态空间是一个连续的控
制器.

2.3 解析预测控制下闭环系统的稳定性

对于鲁棒关系度为 r 的单输入单输出非线性系

统, 在解析 NMPC 控制律 (32) 的作用下, 分别在奇
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异空间及其补空间 (非奇异空间) 考察闭环系统的稳
定性. 为了定量描述, 重新定义 Ns 空间为奇异点空

间的一个闭包

Ns = {xxx ∈ Rn
∣∣|LgL

r−2
f h(xxx)| ≤ σ}

其中, σ 为一设定的正实数, 表示闭包空间的半径,
相应的其补空间为 N s.
2.3.1 非奇异空间闭环系统的稳定性

在 N s 空间, |LgL
r−2
f h(xxx)| > σ. 首先定义坐标

变换 



z1 = h(xxx)− yd

z2 = Lfh(xxx)− ẏd

...

zr−1 = Lr−2
f h(xxx)− y

(r−2)
d

(33)

即为 qqq.,0(xxx) − yyy∗ 的前 r − 1 个元素. 新坐标表示的
子系统的状态方程为

I:





ż1 = z2

...

żr−2 = zr−1

żr−1=Lr−1
f h(xxx)−y

(r−1)
d +LgL

r−2
f h(xxx)u

(34)
可以得到定理 1.
定理 1. 在非切换解析 NMPC 控制律 (32) 作

用下, 当满足条件

µ3T

σ2
¿ Mr,r,

T r−2

σ2
¿ Mr,r (35)

(式中, 矩阵的下标表示对应的元素, 可用式 (24) 计
算) 时, 式 (34) 所示的子系统 I 可以近似为一个线
性系统, 其系统矩阵为

AI=




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1−
Mr,1

Mr,r

−Mr,2

Mr,r

−Mr,3

Mr,r

· · · −Mr,r−1

Mr,r




(36)
从而子系统 I 稳定的必要条件是 AI 的所有特征根

均具有负实部, 即

Remax(λ(AI)) < 0 (37)

其中, Remax(λ(AI)) 表示矩阵特征根实部的最大值.
证明. 考虑M 的基础组成 τ (τ) = [ 1 τ

· · · τn

n!
]T, 对于一个列向量 xxx, 可将其各个元素

视为某一函数 f(t) 的各阶导数, 那么根据泰勒定理
知, τTxxx 是函数 f(t + τ) 在 t 处的 n 阶泰勒展开,
即 f(t + τ) = τTxxx + o(τn), 等价为

τTxxx = f(t + τ)− o(τn) (38)

此处, 列向量 xxx 的各个元素显然要满足一定的关系,
因为前一个元素对时间的导数正是后面的一个元素.

现在考虑将 xxx 分块, 令 xxx =




x1

∗
x2


, 其中 ∗ 是 xxx 的第

m + 1 个元素, 由式 (38), 易得

τT




x1

∗
000


 = f(t + τ)− o(τm) (39)

τT




000
∗
x2


 = τT



000
∗
000


 + (τTxxx− τT




x1

∗
000


) =

τT



000
∗
000


 + o(τm)− o(τn) =

τm

m!
× ∗+ o(τm)

(40)

当 x2 与确定的元素 ∗ 并不满足依次成导数的
关系时, 因为元素 ∗ 的各阶导数很容易得到, 那么
x2 就可以相应地进行分解, 然后依次类推, 那么式
(40) 总是成立, 即式 (40) 中 x2 可以有更加自由的

形式. 当 xxx ∈ N s 时, 根据式 (40) 及 qqq.,0(xxx), qqq.,1(xxx)
的表达式, 有

τTqqq.,1(xxx) = LgL
r−2
f h(xxx)

τ r−1

(r − 1)!
+ o(τ r−1)

继而可证

qqq.,1(xxx)TM =

µ1qqq.,1(xxx)TττT

∣∣∣∣
τ=T

+
∫ T

0

µ2qqq.,1(xxx)TττTdτ =

µ1

(
LgL

r−2
f h(xxx)

τ r−1

(r − 1)!
+ o(τ r−1)

)
τT

∣∣∣∣
τ=T

+

∫ T

0

µ2

(
LgL

r−2
f h(xxx)

τ r−1

(r − 1)!
+ o(τ r−1)

)
τTdτ =

LgL
r−2
f h(xxx)

(
µ1

τ r−1

(r − 1)!
τT

∣∣∣∣
τ=T

+

∫ T

0

µ2

τ r−1

(r − 1)!
τTdτ

)
µ1o(T r−1) + µ2o(T r−2) =

LgL
r−2
f h(xxx)Mr,. + o(T r−2)
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同理可以证明

qqq.,1(xxx)TMqqq.,1(xxx) = Mr,r

(
LgL

r−2
f h(xxx)

)2
+ o(T r−2)

qqq.,1(xxx)TM(qqq.,0(xxx)− yyyd) =

LgL
r−2
f h(xxx)

( r−1∑
i=1

Mr,izi+Mr,r(Lr−1
f h(xxx)−y

(r−1)
d )

)
+

o(T r−2)

将上面两式代入解析NMPC 控制律 (32), 可得

u=

−

r−1∑
i=1

Mr,izi+Mr,r[Lr−1
f h(xxx)−y

(r−1)
d ]+ o(T r−2)

[LgLr−2
f h(xxx)]2

Mr,r + µ3T

[LgLr−2
f h(xxx)]2

+ o(T r−2)

[LgLr−2
f h(xxx)]2

(41)

当满足条件 (35) 时, 式 (41) 可以近似为

u ≈ −
r−1∑
i=1

Mr,i

Mr,r

zi − Lr−1
f h(xxx)− y

(r−1)
d (42)

将式 (42) 代入子系统 I 的状态方程 (34), 定理 1 即
可得证. ¤
2.3.2 奇异空间闭环系统的稳定性

当系统的状态落入到空间 Ns 中后, 将
LgL

r−2
f h(xxx) 近似为 0. 而由于系统具有鲁棒关系

度 r, LgL
r−1
f h(xxx) ∈ o(1). 类似于前面的分析, 首先

在式 (33) 的基础上增加一个新的坐标

zr = Lr−1
f h(xxx)− y

(r−1)
d (43)

从而闭环系统在新坐标下的 r 阶子系统的状态方程

为

II :





ż1 = z2

...

żr−1 = zr

żr=Lr
fh(xxx)−y

(r)
d +LgL

r−1
f h(xxx)u

(44)

类似地可以得到定理 2.
定理 2. 在非切换解析 NMPC 控制律 (32) 作

用下, 当满足条件

µ3T(
LgL

r−1
f h(xxx)

)2 ¿ Mr+1,r+1

T r−1

(
LgL

r−1
f h(xxx)

)2 ¿ Mr+1,r+1

(45)

时, 式 (44) 所示的子系统 II 可以近似为一个线性系
统, 其系统矩阵为

AII =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−Mr+1,1

Mr+1,r+1

−Mr+1,2

Mr+1,r+1

−Mr+1,3

Mr+1,r+1
· · · −Mr+1,r

Mr+1,r+1




(46)

从而子系统 II 稳定的必要条件是: AII 的所有特征

根均具有负实部, 即

Remax(λ(AII)) < 0 (47)

证明过程同定理 1 的证明相同.
在假设 1 下, 因为系统的零动态是渐近稳定的,

所以当非线性系统子系统 II 稳定, 整个闭环系统就
能够收敛到期望的平衡位置. 对于一个非线性系统,
选择 T、µ1、µ2 及 µ3 等设计参数可以构造非切换

的解析 NMPC 控制器. 如何选择上述设计参数才
能保证闭环系统稳定且具有优越的响应特性, 定理 1
和定理 2 提供了理论依据.
2.3.3 预测时间及性能指标权值的选择

从以上分析中可见在非切换解析 NMPC 控制
律 (32) 作用下, 如果满足条件 (35)、(37)、(45) 和
(47), 闭环系统就是稳定的, 其中条件 (35) 和 (45)
是系统做近似处理的条件, 相对较弱；而条件 (37)
和 (47) 是决定性因素, 它们决定了闭环系统的稳定
性, 同时 AI 和 AII 特征根的分布也决定了系统闭环

响应特性.
注意到 AI 和 AII 由矩阵 M 确定, 因此, 控制

器的设计要适当地选择参数 T、µ1 和 µ2. 图 1 (见
下页) 为当 r = 4 时 AI 和 AII 特征根中最大实部与

预测时间 T 及 µ1 和 µ2 比值的关系.
从图 1 中可以看出性能指标权值 µ1 和 µ2 的比

值对系统设计影响不大, 起主要调节作用的是预测
时间 T . T 越小, 两个系统矩阵特征根的实部愈小
于 0, 所以闭环系统收敛速度会越快. 然而当 T 过小

时, 会导致控制律过大, 因此可能造成系统超调量过
大, 甚至不稳定；T 越大, 所有特征根仍然为负, 系
统虽然能够保证稳定, 但是响应时间却可能会很大.
因此要适当选择预测时间 T .

注意到 µ1 和 µ2 虽然可以实现对矩阵M 的调

节, 但是总体上调节作用非常小, 从而对于任意阶非
线性系统, 其鲁棒关系度确定时, 解析 NMPC 控制
律并不一定能够保证满足条件 (37) 和 (47), 那么闭
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环系统的稳定性就不能保证. 容易验证对于鲁棒关
系度高于 5 的系统, 条件 (47) 无法满足. 对于控制
输入的加权项 µ3, 为了能够满足条件 (35) 和 (45),
可以将其置为 0.

(a) 在 AI 特征根的情况

(a) When the latent root is AI

(b) 在 AII 特征根的情况

(b) When the latent root is AII

图 1 r = 4时, AI 和 AII 特征根中最大实部与预测时间 T

及 µ2/µ1 的关系

Fig. 1 The relation between the maximum real parts of

the latent roots of AI and AII and predictive time T and

µ2/µ1 when r = 4

3 仿真实验

例 1. 考虑文献 [9] 中的一个 SISO 非线性系统





ẋ1 = −x2 + u

ẋ2 = 4x1 + x1u

ẋ3 = x2

y = x3

该非线性系统关系度不确定, 具有鲁棒关系度 r =
3. 采用解析模型预测控制, 取预测时间 T = 1, 泰勒
展开级数 N = 3, 系统初始状态 xxx0 为 (2,−2, 2)T,
期望输出 yd 为 0.

文献 [9] 根据切换解析 NMPC (Switch AN-
MPC) 式 (22) 为该系统构造的切换解析 NMPC 控
制律为

u =





−4x1−ÿd+6(x2−ẏd) + 15(x3−yd)
x1

, xxx ∈ N s

− (4− x2)±
√

(4− x2)2 + 4v

2
, xxx ∈ Ns

其中

Ns = {|x1| ≤ 0.05}

v = 4x2 + y
(3)
d + 3.5(ÿd − 4x1)+

8.4(ẏd − x2) + 10.5(yd − x3)

该切换解析 NMPC 作用下系统的状态轨迹如图
2 (a) 所示.

(a) 切换解析的情况

(a) Under switch analytic NMPC

(b) 非切换解析的情况

(b) Under non-switch analytic NMPC

图 2 切换和非切换解析 NMPC 作用下系统的状态轨迹

Fig. 2 The system′s state tracks under switch and

non-switch analytic NMPC



1154 自 动 化 学 报 34卷

如采用本文方法为该系统构造非切换解析

NMPC 控制器, 取 µ1 = 1, µ2 = 0.01, µ3 = 0,
得到非切换解析 NMPC 控制律为

u = −qqq.,1(xxx)TM(qqq.,0(xxx)− yyyd)
qqq.,1(xxx)TMqqq.,1(xxx) + µ3T

其中

M =




1.0100 1.0050 0.5017 0.1671
1.0050 1.0033 0.5012 0.1670
0.5017 0.5012 0.2505 0.0835
0.1671 0.1670 0.0835 0.0278




qqq.,0 =




x3

x2

4x1

−4x2



, qqq.,1 =




0
0
x1

4− x2




如图 2 (b) 所示为本文非切换解析 NMPC 作用下
系统的状态轨迹. 可见非切换解析 NMPC 对关系
度不确定的非线性系统的控制是有效的, 且具有优
越的闭环响应, 非切换的控制器也不必设置切换空
间, 不会造成系统振荡. 尽管切换控制对本例也适
用, 但是我们将通过另外一个例子— 球杆非线性系

统来验证非切换解析 NMPC 的适用范围将会更加
广泛.
例 2.考虑球杆非线性系统[2], 其状态方程为





ẋ1 = x2

ẋ2 = bx1x
2
4 − bg sinx3

ẋ3 = x4

ẋ4 = u

y = x1

其中, x1、x2 、x3 和 x4 分别表示小球位移与速度和

横杆的转角与角速度, b = 5/7, g = 9.81m/s2. 球
杆系统关系度不确定, 但具有鲁棒关系度 4.

qqq.,0(xxx)− yyyd =




X1 − yd

x2

bx1x
2
4 − bg sin x3

bx2x
2
4 − bgx4 cos x3

b2x1x
4
4 + (b− b2)gx2

4 sinx3




qqq.,1(xxx) =




0
0
0

2bx1x4

4bx2x4 − bg cos x3




采用非切换解析 NMPC, 选取 N = 4, T = 1, 性能
指标权值 µ1 = 1、µ2 = 0.1、µ3 = 0, 求得控制律式
(32) 中M 为

M =




1.1000 1.0500 0.5167 0.1708 0.0425
1.0500 1.0333 0.5125 0.1700 0.0424
0.5167 0.5125 0.2550 0.0847 0.0211
0.1708 0.1700 0.0847 0.0282 0.0070
0.0425 0.0424 0.0211 0.0070 0.0018




对球杆系统采用文献 [9] 中切换解析 NMPC,
取 µ1 = 1、µ2 = 0.1、µ3 = 0, 求得向量 k̃kk 和 k̃kk

′
为

k̃kk = [ 54.6783 29.4261 7.5031 1 ]

k̃kk
′
= [ 24.2110 24.1319 12.0377 4.0055 1 ]

另外,

b1(xxx) = LfLgL
r−2
f h(xxx) + LgL

r−1
f h(xxx) =

4bx2x4 − bg cos x3

b2(xxx) = 2bx1

设置切换空间为

Ns = {xxx ∈ Rn
∣∣ |LgL

r−2
f h(xxx)| ≤ 0.001}

另外对 b2(xxx) = 0与 b2(xxx) 6= 0 之间的切换也作适当
修改, 最终得到式 (21) 所示的切换解析 NMPC 控
制律为

u =





− k̃kkppp1

LgL
r−2
f h(xxx)

, xxx ∈ N s

− k̃kk
′
p̃pp1

b1(xxx)
, xxx ∈ Ns, 2b|x1| ≤ 0.01

− b1(xxx)±
√

b1(xxx)2 − 4b2(xxx)k̃kk
′
p̃pp1

2b2(xxx)
,

xxx ∈ Ns, 2b|x1| > 0.01

其中, ppp1 和 p̃pp2 分别为向量 qqq.,0(xxx)− yyyd 的前 4 个和
前 5 个元素.
仿真实验中, 初始状态为原点, 小球的期望平衡

位置为 0.2m, 图 3 和图 4 (见下页) 分别为两种方
法下状态 x1 与 x3 的响应曲线以及控制律曲线 (切
换和非切换解析 NMPC 在图中分别标记为 Switch
ANMPC 和 Non-switch ANMPC). 从图 3 可以看
出, 尽管需要振荡几次, 但本文非切换解析 NMPC
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(a) x1 的轨迹曲线

(a) The tracks of x1

(b) x3 的轨迹曲线

(b) The tracks of x3

图 3 切换和非切换解析 NMPC 下球杆系统 x1 和 x3 的

轨迹曲线

Fig. 3 The tracks of x1 and x3 when ball and

beam system are under switch and

non-switch analytic NMPC

下闭环系统稳定; 从 x1 的轨迹曲线看, 似乎切换解
析 NMPC 能使系统有更加优越的响应特性; 然而,
从 x3 的轨迹曲线可见, 切换解析 NMPC 下, 横杆
将以很大的摆角快速摆动, 这在实际中是不可能实
现的; 另外从图 4 控制律的曲线中也可以看出, 切换
解析 NMPC 方法需要的控制量很大, 这也显然是不
可取的. 综上所述, 非切换解析 NMPC 比切换解析
NMPC 的适用范围更广.

4 总结

本文基于模型预测控制理论为关系度不确定

非线性系统设计了一种非切换的解析 NMPC 控制
新方法, 对 Chen 提出的切换解析 NMPC 做了改
进. 在预测模型中加入控制律在预测时间段内恒
为常数的假设, 从而更为简便地推导出关系度不

(a) 切换解析情况时

(a) Under switch analytic NMPC

(b) 非切换解析情况时

(b) Under non-switch analytic NMPC

图 4 切换和非切换解析 NMPC 下球杆系统控制律

变化曲线

Fig. 4 The tracks of control law when ball and

beam system are under switch and

non-switch analytic NMPC

确定非线性系统的非切换解析 NMPC 控制律, 并
且此非切换解析 NMPC 控制无需在状态空间进行
切换而具有更广泛的适用范围. 随后论证了在非
切换解析 NMPC 控制律下, 通过坐标变换可以将
闭环系统在关系度确定和不确定的两个状态空间

中分别近似成阶数为 r − 1 和 r 的线性系统, 从
而得出了非切换解析 NMPC 控制使闭环系统稳
定的必要条件. 最后通过两个例子的仿真实验, 验
证了切换解析 NMPC 适用性较差, 而本文提出的
非切换解析 NMPC 控制不仅结构简单而且适用
性强.
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