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具有不确定性的非线性切换系统的约束预测控制

苏佰丽 1, 2 李少远 1

摘 要 针对一类具有不确定性和变量约束的非线性切换系统, 提出了一种基于 Lyapunov 函数的预测控制方法, 其中状态

约束分为两种情况: 1) 要求状态变量在所有时刻都满足约束 (称为硬约束); 2) 允许状态在某些时刻超出约束 (称为软约束).

主要思想是: 对切换系统的每一个子系统, 在输入和状态均受约束的情况下, 设计基于 Lyapunov 函数的有界控制器和预测控

制器, 在两者之间适当切换, 得到初始稳定区域的描述并使得子闭环系统保持稳定. 对整个切换系统, 设计适当的切换律以保

证: 1) 在切换时刻, 闭环系统的状态处在切入系统的稳定区域内; 2) 切入模块的 Lyapunov 函数是非增的, 从而可保证稳定

性. 在状态变量的约束是软约束时, 对每一子模块首先设计一个控制策略, 尽快将状态控制到初始稳定区域, 然后再利用稳定

区域内的控制律使系统稳定.
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Constrained Predictive Control for Nonlinear Switched Systems with Uncertainty
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Abstract In this paper, a Lyapunov-based constrained predictive controller is proposed for a kind of nonlinear switched

systems with uncertainty and constraints for the cases that the state constraints need to be enforced at all times (hard

constraints) and they can be relaxed for some time (soft constraints). The main idea is to design a Lyapunov-based

limited controller and a predictive controller for each subsystem, also a suitable switched law to stablize the closed-loop

subsystem, and provide an explicitly characterized set of initial conditions. For the whole switched system, a suitable

switched law is designed to ensure: 1) the state of the closed-loop system, at the time of the transition, resides in the

stability region of the mode that the system is switched into; 2) the Lyapunov function for each mode is nonincreasing

wherever the mode is reactivated, thereby guaranteeing the stability. For the case where the state constraints are soft,

we propose a control strategy for each subsystem such that the state is driven into the stabilization region, then the

closed-loop system is stablized by the controller defined in the stabilization region.

Key words Switched system, control constraint, state constraint, Lyapunov-based limited control, model predictive

control (MPC), stable region

切换系统是一类特殊的混杂动态系统, 由一组
子系统组成, 用切换律来表征在不同子系统之间的
切换方式. 近年来, 切换系统的稳定控制问题已日益
引起人们的研究兴趣[1].

已有文献利用多 Lyapunov 函数 (Multiple
Lyapunov functions, MLFs) 方法对切换系统进行
了稳定性分析[2−4]. 这些方法已经促进了多种切换
系统控制方法的发展[5], 它的主要特点和优点是可
以给出系统初始稳定区域的描述, 并能很好地处理
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不确定性和约束, 缺点是不能就事先给定的性能指
标进行优化设计.
模型预测控制 (Model predictive control,

MPC) 是一种可以处理系统约束的优化控制方
法[6−8]. 对线性系统, 关于 MPC 的分析和设计已
经有了深入的研究[9]. 然而对于非线性系统, MPC
的鲁棒性设计仍是个需要深入研究的重要课题. 已
有的结果普遍计算量偏大, 非线性项的存在使得非
线性优化问题是非凸的, 并且这些控制方法的鲁棒
稳定性都是在初始可行的假设下得到的. 然而这种
初始可行集的确定非常困难. 由于实际系统往往带
有一定的不确定性, 使得非线性优化问题的初始可
行性未必得到保证.
将基于 Lyapunov 函数的有界控制和模型预测

控制的设计有机结合, 设计基于 Lyapunov 函数的
混合预测控制, 一方面可以给出系统初始稳定区域
的一个描述, 另一方面在预测控制初始不可行时, 给
出控制器的一个补充. 文献 [10] 在输入受约束时,
给出了基于 Lyapunov 函数的预测控制方案,但没有
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考虑系统带有不确定项的情形. 文献 [11] 在输入和
状态均受约束的情况下, 文献 [12] 在系统带有不确
定项时, 分别提出了一种基于 Lyapunov 函数的混
合预测控制方法, 但是考虑的都不是切换系统.
本文针对一类带有不确定性以及变量约束的切

换非线性系统, 研究了基于 Lyapunov 函数的预测
控制下的稳定问题. 其主要思想是: 对切换系统的
每一个子系统, 在输入和状态均受约束的情况下, 设
计基于 Lyapunov 函数的有界控制器和预测控制器,
并在两者之间适当切换, 以得到初始稳定区域的描
述并使得子闭环系统保持稳定. 对整个切换系统, 设
计适当的切换律, 使得系统能保证: 1) 在切换时刻,
闭环系统的状态处在切入系统的稳定区域内; 2) 切
入模块的 Lyapunov 函数是非增的, 从而可保证稳
定性. 在状态变量的约束是软约束时, 对每一子模
块首先设计一个控制策略, 尽快将状态控制到初始
稳定区域, 然后再利用稳定区域内的控制律使系统
稳定.

1 问题描述

考虑如下状态空间描述的切换非线性系统

ẋxx(t) = fffσ(t)(xxx(t)) + Gσ(t)(xxx(t))uuuσ(t)(t) +

Wσ(t)(xxx(t))θθθσ(t)(t) (1)

xxx(t) ∈ X ⊆ Rn, uuuσ(t)(t) ∈ Uσ ⊆ Rm

θθθσ(t) ∈ Θσ ⊆ Rq, σ(t) ∈ K = {1, · · · , p}
其中, xxx(t) = [x1, · · · , xn]T ∈ X ⊆ Rn 表示连续

时间状态变量, 它在集合 X 上取值, X 表示对状态

的约束, 本文中将状态的约束分为两种情况来考虑:
一种是硬约束, 一种是软约束. uuuσ(t) = [u1

σ(t), · · · ,
um

σ (t)]T ∈ Uσ ⊂ Rm 表示受限操作输入, 它在一个
非空凸紧集 Uσ = {uuuσ ∈ Rm : ‖ uuuσ ‖ ≤ umax

σ } 上
取值, 其中, ‖ · ‖ 表示欧式范数, umax

σ > 0 是输入
约束的幅值; θθθσ(t) = [θ1

σ(t), · · · , θq
σ(t)] ∈ Θσ ⊆ Rq

表示系统的有界不确定性, 它在 Rq 的一个非空

凸紧集 Θσ = {θθθσ ∈ Rq : ‖ θθθσ ‖ ≤ θb
σ} 中取值.

σ : [0,∞) → K 是右连续的切换符号函数, 即
σ(tk) = limt→t+k

σ(t) 对所有的 k 成立, 这表明系
统在有限的时间间隔内只能切换有限次. p 是切

换系统的模型个数, 当 σ(t) 取不同的值时, 向量场
fffσ(·), 矩阵 Gσ(·)、Wσ(·) 和控制输入 uuuσ(·) 及参数
θθθσ(t) 取不同的值来共同决定 ẋxx. 本文中, 用符号 tkin

r

和 tkout
r
分别表示第 k 个子系统的第 r 个切入和切

出时间, 即 σ(t+kin
r
) = σ(t−kout

r
) = k. 在此记号下, 连

续状态可表示成: ẋxx = fffk(xxx) + Gk(xxx)uuuk + Wk(xxx)θθθk,
tkin

r
≤ t ≤ tkout

r
, Tkin

r
= {tkin

1
, tkin

2
, · · · } 和 Tkout

r
=

{tkout
1

, tkout
2

, · · · } 分别表示第 k 个子系统被切入和

切出的时刻集合. 对所有的 k ∈ K, 假设向量函
数 fffk(xxx), n ×m 矩阵 Gk(xxx) 和 n × q 矩阵Wk(xxx)
在切入端口是充分光滑的, 并且 fffk(000) = 000. 本文
中, 记号 Lfff h̄ 表示标量函数 h̄(xxx) 关于向量函数
fff(xxx) 的标准李导数, 即 Lfff h̄(xxx) = (∂h̄/∂xxx)fff(xxx), 且
limt→∞ supfff(xxx(t)) = limt→∞{supτ≥t fff(xxx(τ))}.

本文的目的是设计基于 Lyapunov 函数的预测
控制器和适当的切换律, 使得切换闭环系统稳定, 输
入和状态变量均满足约束, 并且可以给出系统初始
稳定区域的一个描述.

2 基于 Lyapunov函数的预测控制器设计

首先回顾一下基于 Lyapunov 函数的有界控制
器设计方案, 用于描述使得系统稳定的初始稳定区
域. 方便起见, 我们讨论状态反馈控制问题, 故假设
所有状态是已知的或可测的.

2.1 基于 Lyapunov函数的有界控制

考虑某一固定 σ(t) = k(k ∈ K) 下的子系统,
假设存在控制 Lyapunov 函数 Vk, 类似于文献 [4]
中的结果, 可以构造如下的连续有界控制律

uuuk(xxx) ={
−kk(xxx, umax

k )(LGk
Vk)T(xxx),‖ (LGk

Vk)T(xxx) ‖ 6= 0
000, ‖ (LGk

Vk)T(xxx) ‖ = 0

= bbbk(xxx) (2)

其中

kk(xxx) =
αk(xxx) +

√
(α1

k(xxx))2 + (umax
k βk(xxx))4

(βk(xxx))2
[
1 +

√
1 + (umax

k βk(xxx))2
] (3)

其中, αk(xxx) = Lfffk
Vk + (ρk‖ xxx ‖ + χkθ

b
k ‖

(LWk
Vk)T ‖)‖ xxx ‖/(‖ xxx ‖ + φk), α1

k(xxx) = Lfffk
Vk+

ρk‖ xxx ‖+χkθ
b
k‖ (LWk

Vk)T ‖, βk(xxx) = ‖ (LGk
Vk)T ‖,

LGk
Vk(xxx) =

[
Lggg1

k
Vk, · · · , Lgggm

k
Vk

]
和 LWk

Vk(xxx) =[
Lwww1

k
Vk, · · · , Lwwwm

k
Vk

]
都是行向量, gggi

k 是Gk 第 i 列,
wwwi

k 是Wk 第 i 列, 另外 ρk > 0, χk > 1, φk > 0 是
调节参数.
对上述控制器, 可计算如下稳定区域的一个估

计值

Ωk(umax
k ) = {xxx ∈ Rn : Vk(xxx) ≤ cmax

k } (4)

其中, cmax
k > 0 是使得 Φk(umax

k ) ⊇ Ωk(umax
k )\{000}

的最大值.

Φk(umax
k ) = {xxx ∈ X : α1

k(xxx) ≤ umax
k βk(xxx)} (5)

有界控制器 (2)∼ (3) 关于测量误差具有鲁棒
性, 它在一个充分小的保持间隔4 下离散应用于系
统, 可保证系统的闭环稳定性. 特别地, 该控制律对
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于位于 Ωk 内的所有初始条件, 可保证闭环状态保持
在 Ωk 内, 并且可保证其收敛到原点的某个小邻域
内, 其大小依赖于 4. 这一鲁棒特性将在下面的引
理 1 中描述, 而且要在基于 Lyapunov 函数的预测
控制器设计中应用. 对于更进一步的结果, 可参考文
献 [13].
引理 1. 考虑 σ(t) = k 下的有约束系统 (1),

利用 Lyapunov 函数 Vk 和 ρk > 0 设计有界控
制律 (2)∼ (3), 在其作用下计算稳定区域估计 Ωk,
令 uuuk(t) = uuuk(j4), j4 ≤ t ≤ (j + 1)4, 其中,
uuuk(j4) = bbbk(xxx(j4)), j = 0, · · · ,∞, 则给定一
正实数 dk, 存在正实数 4∗

k、δ
′
k 和 εk, 使得如果

xxx(000) = xxx0 ∈ Ωk 且 4 ∈ (0,4∗
k], 有 xxx(t) ∈ Ωk ⊆

X, ∀t ≥ 0, 且 limt→∞ sup ‖ xxx(t) ‖ ≤ dk. 而且, 如
果 Vk(xxx0) ≤ δ

′
k, 有 Vk(xxx(τ)) ≤ δ

′
k,∀τ ∈ [0,4); 如

果 δ
′
k < Vk(xxx0) ≤ cmax

k , 有 V̇k(xxx(τ)) ≤ −εk,∀τ ∈
[0,4) (证明见附录 A).
注 1. 非线性系统基于控制 Lyapunov 函数

(Control Lyapunov function, CLF) 的稳定性已经
在很多非线性控制文献中有了深刻的研究[14]. 但是
有约束 CLFs 的构造仍是一个难题 (特别是对非线
性系统). 对于工程建模中常得到的几类非线性系统,
通过应用系统的特殊结构, 已经有了系统化且计算
简便易行的构造无约束 CLFs 的方法. 例如对反馈
线性化系统应用二次函数, 针对具有严格反馈形式
的系统利用 Backstepping 方法来构造 CLFs. 本文
中, 将利用无约束 CLFs 来设计控制律 (2)∼ (3) 形
式下的有界控制器, 并用于精确刻画相应的稳定区
域 (4)∼ (5). 然而结果可能并不能得到完整的吸引
域 (这对于线性系统也仍是个需要进一步解决的问
题), 但通过几个 CLFs 的结合可以进一步扩展这一
区域[15].

2.2 基于 Lyapunov函数的预测控制

对某一 σ(t) = k (k ∈ K), 在状态约束为硬约束
时, 考虑系统 (1) 的预测控制问题. 这里提出一种基
于 Lyapunov 函数的 MPC 的设计方法. 对这一预
测控制器设计, 在状态 xxx 和时刻 t 的控制动作可通

过在线求解如下形式的有限时域优化控制问题得到

P (xxx, t) : min{J(xxx, t,uuuk(·)) | uuuk(·) ∈ Sk,

θθθk ∈ Θk,xxx(·) ∈ X} (6)

s·t· ẋxx = fffk(xxx) + Gk(xxx)uuuk + Wk(xxx)θθθk (7)

V̇k(xxx(τ)) ≤ −εk, τ ∈ [t, t +4), 若 Vk(xxx(t)) > δ
′
k

(8)
Vk(xxx(τ)) ≤ δ

′
k, τ ∈ [t, t +4), 若 Vk(xxx(t)) > δ

′
k

(9)

其中, εk, δ
′
k 由引理 1 定义, Sk = Sk(t, Tk) 是一

族周期为 4 的分段连续函数 (右连续函数), 将
[t, t + Tk] 映射到 Uk, Tk 是特定时域, Vk 是用于

有界控制器设计的 Lyapunov 函数. Sk 中的控制

uuuk(·)由序列 {uuuk[j]}刻画, 其中, uuuk[j] = uuuk(j4)满
足 uuuk(t) = uuuk[j], t ∈ [j4, (j + 1)4], 性能指标为

J(xxx, t,uuuk(·)) =
∫ t+T

t

[xxxT
u (s)Qxxxu(s) +

uuuT
k (s)Ruuuk(s)]ds + xxxT

u (t + T )Sxxxu(t + T ) (10)

其中, Q, S 是半正定对称矩阵, R 是严格正定对

称阵, Xu(s) 表示在控制 uuu, 时刻 t 的初始状态 xxx

下系统 (1) 的解. 优化控制 uuu0
k(·) ∈ Sk 在时间段

[t, t +4) 应用于对象, 并重复此过程. 从而定义了
一个模型预测控制器

Mk(xxx) = arg min
uuuk∈Uk

(J(xxx, t,uuuk(·))) = uuu
[1]
k (11)

由于不确定性项的存在, 上述预测控制器的初
始可行性未必得到保证. 在该预测控制器不可行时,
可将控制器切换为有界控制器. 为给出完整的控制
器描述, 将子系统写成切换形式

ẋxx = fffk(xxx) + Gk(xxx)uuu[i(t)]
k + Wk(xxx)θθθk (12)

其中, i(t) : [0,∞) → {1, 2} 是切换信号, 它是个
分段右连续函数. 假设系统在任意有限时间间隔内
只切换有限次. 当且仅当 i(t) = 1 时, uuu

[i(t)]
k (xxx) =

uuu
[1]
k (xxx); 当且仅当 i(t) = 2 时, uuu

[i(t)]
k (xxx) = uuu

[2]
k (xxx) =

bbbk(xxx).
引理 2. 考虑切换非线性系统 (12), 控制动

作 uuuk(xxx) 在前述的有界 Lyapunov 控制器 (2)∼ (3)
和模型预测控制器 (6)∼ (10) 之间进行切换. 设
xxx(000) = xxx0 ∈ Ωk ⊆ X, 定义在 MPC 控制律下,
最早使得闭环系统的状态满足 Vk(xxx(t−)) = cmax

k 的

时刻为 T k
s ; 最早使得 ‖ xxx(t) ‖ ≤ dk 的时刻为 T k

d ;
MPC 控制器不可行的最早时刻为 T k

inf ; T k
design(0 ≤

T k
design < ∞) 为设计时间. 定义 T k

switch,[1] =
min{T k

s , T k
d , T k

inf , T k
design}, 取切换律为

i(t) =

{
1, 0 ≤ t < T k

switch,[1]

2, t ≥ T k
switch,[1]

(13)

则闭环系统的状态满足: xxx(t) ∈ Ωk,∀t ≥ 0 并且
limt→∞ sup ‖ xxx(t) ‖ ≤ dk (证明见附录 B).
注 2. 注意到通常 Lyapunov-based 预测控制

方法综合了类似的 Lyapunov 函数以降低约束, 它
要求在预测时域的终端保持约束 (8), 而在这一过
程的第一步假设初始约束的可行性. 预测控制器
(6)∼ (10) 由于系统不确定项的存在, 所以初始可行
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性未必可以保证, 故结合基于 Lyapunov 函数的有
界控制器, 通过以上切换律 (13) 构成一个混杂切换
控制器, 来保证系统的闭环稳定性.
注 3. 非线性模型预测控制 (Nonlinear model

predictive control, NMPC) 在实际应用时的关键问
题在于, 刻画一个初始条件集合, 使得起始于该初始
集合的 NMPC 控制器可保证闭环系统的稳定性; 或
给定这样一个集合, 辨别使得优化问题可行的预测
时域值. 选择适当的大时域长度只能增加非线性优
化问题的复杂度使其难于处理. 由于闭环系统稳定
性由起始于一个初始条件集的 Lyapunov-based 预
测控制器来保证, 与预测时域无关, 计算控制动作的
时间可选择小一些以降低计算的复杂度.
注 4. 由于对状态变量的观测只有在采样时刻

4s > 4∗
k 时才可持续得到, 即比给定的有界控制设

计时刻大时才可实行, 因此重新设计有界控制器以
增加鲁棒区域是必要的, 从而可产生一个修正的可
行性区域估计. 在设计有界控制器时增大参数 ρk 的

值可得到 4∗
k 的较大值, 然而这会导致稳定区域估

计的缩小. 如果采样间隔取值比较合理, 参数 ρk 的

增大会使稳定域的估计值缩小, 而增加 4∗
k 使其大

于4s, 并保持基于 Lyapunov 预测控制器所要求的
可行性和稳定性.

2.3 利用控制器切换处理状态软约束

考虑状态约束为软约束的情形, 即允许状态在
某些时刻超出约束, 此时重要的是要应用控制作用
减小状态超出约束的时间.
对某一 σ(t) = k(k ∈ K), 考虑系统 (1), 此时

我们将首先设计一个控制器, 将状态轨迹引入引理 2
中的可行区域, 并尽可能地减小状态逃逸的时间; 然
后应用引理 2 中提出的控制器使系统达到稳定. 为
此, 同样将系统 (1) 写成切换形式

ẋxx = fffk(xxx) + Gk(xxx)uuu[j]
k + Wk(xxx)θθθk, j ∈ {1, 2, 3}

(14)
其中, j : [0,∞) → {1, 2, 3} 是右连续的切换函数,
并假设在任一有限时间间隔内只进行有限次切换.
当 j(t) = 1 时, uuu

[j]
k (xxx(t)) = uuu

[1]
k (即应用基于 Lya-

punov 函数的MPC 控制器 (6)∼ (10)); 当 j(t) = 2
时, uuu[j]

k (xxx(t)) = uuu
[2]
k = bbbk(xxx) (即应用基于Laypunov

函数的有界控制器);当 j(t) = 3时, uuu[j]
k (xxx(t)) = uuu

[3]
k

(设计另一个MPC 控制器来减小状态的逃逸时间).
下面的引理 3 给出了控制律 uuu

[3]
k 以及切换律.

引理 3. 考虑切换系统 (14),假设存在控制Lya-
punov 函数 Vk, 并给定一对正实数 (dk, ρk), 选择4
使得 4 ≤ 4∗

k, 其中 4∗
k 由引理 1 定义. 给定初始

条件 xxx0 ∈ Ωk
u (Ωk

u 定义见附录 A), 采用时间间隔
4, 在有界控制器 (2)∼ (3) 作用下, 令 Tkb 是使得

xxx(Tkb) ∈ Ωk 的时刻, 考虑如下优化问题

uuuk = arg min
uk∈Uk

(J) = uuu
[3]
k (15)

J = qVk(xxx(t +4)) +
∫ t+Tk

t

[‖ uuuk(s) ‖2

R]ds (16)

其中, q > 0, R > 0, Tk = Tkb − t 是预测时域, 约束
为

ẋxx = fffk(xxx) + Gk(xxx)uuu[j]
k + Wk(xxx)θθθk (17)

uuuk ∈ Uk (18)

Vk(xxx(t + k4)) ≤ Vk(xxx(t + (k − 1)4)),

k = 1, · · · ,
Tk

4 (19)

xxx(t + Tk) ∈ Ωk (20)

定义在 MPC 控制律 uuu
[3]
k 下, 使得闭环系统

的状态满足 xxx(t) ∈ Ωk 的最早时刻为 T k
m; 使得

MPC 控制器 uuu
[3]
k 不可行的最早时刻为 T k

inf,[2]. 如
果 T k

inf,[2] < T k
m, 取切换律为

i(t) =





3, 0 ≤ t < T k
inf,[2]

2, Tinf,[2] ≤ t < T k
m

1, T k
m ≤ t < T k

switch,[1]

2, t ≥ T k
switch,[1]

(21)

如果 T k
inf,[2] ≥ T k

m, 切换律为

i(t) =





3, 0 ≤ t < T k
m

1, T k
m ≤ t < T k

switch,[1]

2, t ≥ T k
switch,[1]

(22)

则闭环系统的状态满足: xxx(t) ∈ Ωk,∀t ≥ 0, 并且
limt→∞ sup ‖ xxx(t) ‖≤ dk (证明类似于引理 2).

注 5. 对线性系统, 处理状态约束的典型办
法是通过在目标函数中加补偿项来放松约束条

件[14], 或通过求解一个多目标优化问题对状态约
束违反的时间和大小进行极小化[13]. 然而这些方
法不能限制状态超出约束的时间. 有界控制器的
应用, 可以得到状态轨迹进入 Ωk 时间的估计值,
从而使得状态满足约束. 进一步, 因为目标函数
在下一时刻对 Lyapunov 函数本身的值进行了极
小化, 而目标集 Ωk 又使得控制动作尽快地将轨迹

导入可行区域内, 使得状态超出约束的时间变得
很短.

2.4 非线性切换系统的预测控制

现在考虑状态约束下的非线性切换系统 (1),
切换时间序列定义为: Tk,in = {tkin

1
, tkin

2
, · · · } 和

Tk,out = {tkout
1

, tkout
2

, · · · }. 对切换系统的每一

个模型, 如前所述, 可设计两个预测控制方案,
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并根据状态进行切换. 下面的定理 1 描述了能
保证闭环系统稳定的 Lyapunov-based 预测控
制律.
定理 1. 考虑非线性切换系统 (1), 设存在控

制 Lyapunov 函数 Vk, k = 1, · · · , p, 给定 ρk, k =
1, · · · , p, 连续应用有界控制律 (2)∼ (3) 得到稳定
域估计 Ωk, k = 1, · · · , p, 令设计参数 0 < Tdesign <

∞, t 满足 tkin
r
≤ t ≤ tkout

r
, 且对某些 m, k 有

tmin
j

= tkout
r

. 考虑由控制律 (6)∼ (10) 以及式
(15)∼ (20) 定义的优化问题, 切换律取为式 (21)
和 (22), 且如果 tkout

r
= tmin

j
< ∞, 则如式 (23) (见

本页下方) 所示.
式 (23) 中, ε∗ 是一个正实数. 给定正实数

dmax, 存在正实数 4∗ 和 δ
′
k, k = 1, · · · ,m, 使得对

∀xxx(0) = xxx0 ∈ Ωk
u, 闭环系统的状态都满足: limt→∞

sup ‖ xxx(t) ‖ ≤ dmax (证明见附录 C).
注 6. 下面给出应用定理 1 的预测控制器算法

步骤.
1) 给定系统模型 (1) 和系统输入、状态的约束,

对每个模型设计有界控制器 (2)∼ (3) 和此时的稳定
域估计 (4)∼ (5).

2) 给定状态要收敛到的区域直径 dmax, 计算
4∗

k, k = 1, · · · , p, 以使得在控制律 (6)∼ (10) 以及
切换律 (13) 下 (当对状态的约束为硬约束时), 或在
控制律 (15)∼ (20) 以及切换律 (21) 和 (22) 下, 每
个子模型都有 limt→∞ sup ‖ xxx(t) ‖ ≤ dmax. 计算
4∗ = minp

k=1{4∗
k}, 选取 4kr

∈ (0,4∗], 对某一整
数 lkr

> 0 使得 tkout
r
− tkin

r
= lkr

4kr
.

3) 考虑闭环系统第 r 次切换到第 k 个系统的时

间 tkin
r
, 并且状态是否属于第 k 个系统的稳定区域

Ωk.
4) 在切换时间集合中选取 tmin

j
= tkout

r
.

5) 考虑定理 1 中约束 Vm(tmin
j
) ≤ Vm(tmin

j−1
)−

ε∗, 即要求闭环系统进入第 m 个模型时,Vm 的值

比最近一次进入第 m 个模型时的值小. 如果在
此之前未进入过第 m 个模型, 即 j = 1, 此时
Vm(tmin

j−1
) = cmax

m , 如果闭环系统的状态已经进入
要求的原点的邻域内, 则应用 Vm(tmin

j
) ≤ δ

′
m, 以保

证状态保持在此邻域内, 即 ‖ xxx ‖ ≤ dmax.
注 7. 注意到切换时间可以是固定的, 状态的

预测只需从现在到下一切换时间之间进行. 因此只

需在两个连续切换之间的时间段应用预测控制器.
然而, 时域值不是一个决策变量, 它可以通过估计现
在到下一个切换进行时的时间来确定. 但到最后一
个模型的控制时, 它的值是固定的并且等于一个事
先设定的参数. 从这一点出发, 对最后一个模型预测
控制器 (15)∼ (20) 的设计简化为 Lyapunov-based
预测控制器的设计, 并对任意预测时域可以保证闭
环系统的实际稳定性.

3 结论

本文针对一类带有不确定性以及变量约束的

切换非线性系统, 考虑了基于 Lyapunov 函数的预
测控制下的稳定问题. 其中状态约束分为两种情
形: 一种是要求状态在所有时间都满足约束 (称
为硬约束); 一种是允许状态在某些时刻超出约束
(称为软约束). 其主要思想是: 对切换系统的每
一个子系统, 在输入和状态均受约束的情况下, 设
计基于 Lyapunov 函数的有界控制器和预测控制
器, 并在两者之间适当切换, 以得到初始稳定区域
的描述并使得子闭环系统保持稳定. 对整个切换
系统, 设计适当的切换律, 使得系统可在不同的子
系统间进行切换, 以保证: 1) 在切换时刻, 闭环
系统的状态处在切入系统的稳定区域内; 2) 切入
模块的 Lyapunov 函数是非增的, 从而可保证稳定
性. 在状态变量的约束是软约束时, 对每一子模
块首先设计一个控制策略, 尽快将状态控制进初始
稳定区域, 然后再利用稳定区域内的控制律使系统
稳定.

附录A.引理 1的证明

证明. 证明分两部分: 1) 证明有界状态反馈律 (2)∼ (3)

对 Ωk 中的任意初始点, 均可保证渐近稳定性; 2) 给定原点

的一个直径为 dk 的球, 要求系统要收敛到这个球, 即证明存

在一个正实数 4∗
k, 如果保持时间选取满足 4 ∈ (0,4∗

k], 则

在有界控制律的离散作用下, Ωk 是不变的, 且闭环系统的状

态收敛到球 ‖ xxx(t) ‖ ≤ dk.

1) 首先证明对 ∀xxx ∈ Ωk, 控制律 (2)∼ (3) 满足约束. 因

为

αk(xxx) =Lfffk
Vk+(ρk‖xxx‖+χkθb

k‖ (LWkVk)T ‖) ‖ xxx ‖
‖xxx ‖+φk

≤
Lfffk

Vk + ρk‖ xxx ‖+ χkθb
k‖ (LWkVk)T ‖ =

α1
k(xxx) ≤ umax

k βk(xxx)

Vm(xxx(tmin
j
)) ≤





Vm(xxx(tmin
j−1

))− ε∗, 若 j > 1, Vm(xxx(tmin
j−1

)) > δ
′
m

δ
′
m, 若 j > 0, Vm(xxx(tmin

j−1
)) ≤ δ

′
m

cmax
m , 若 j = 1

(23)
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所以

‖ uuuk(xxx) ‖ =

‖ −αk(xxx) +
√

(α1
k(xxx))2 + (umax

k βk(xxx))4

(βk(xxx))2
[
1 +

√
1 + (umax

k βk(xxx))2
] · (LGkVk)T ‖≤

‖ umax
k βk(xxx) +

√
(umax

k βk(xxx))2 + (umax
k βk(xxx))4

(βk(xxx))2
[
1 +

√
1 + (umax

k βk(xxx))2
] ×

(LGkVk)T ‖≤ umax
k

将控制律 (2)∼ (3) 代入 σ(t) = k 时的系统 (1) 中, 有

V̇ (xxx) = Lfffk
Vk(xxx) + LGkVk(xxx)uuuk(xxx) + LWkVkθθθk =

Lfffk
Vk(xxx) + LWkVkθθθk − LGkVk(xxx)

αk(xxx) +
√

(αk(xxx))2 + (umax
k βk(xxx))4

(βk(xxx))2
[
1 +

√
1 + (umax

k βk(xxx))2
] · (LGkVk)T ≤

Lfffk
Vk(xxx) + LWkVkθθθk − αk(xxx) ≤ −ρk‖ xxx ‖ (A1)

对所有的 xxx ∈ Ωk 成立, 从而在有界控制器 (2)∼ (3) 的作用

下, 闭环系统的原点是渐近稳定的, 且 Ωk 是吸引域的一个估

计.

2)注意到 Vk(xxx)是状态的连续函数, 故可以找到一个有

限正实数 δ
′
k, 使得 Vk(xxx) ≤ δ

′
k 可保证 ‖ xxx(t) ‖ ≤ dk. 接下来

证明存在4∗
k, 对于 ∀4 ∈ (0,4∗

k], 所有起始于 Ωk 的状态轨

迹都使得 Vk(xxx) ≤ δ
′
k, 从而有 limt→∞ sup ‖ xxx(t) ‖ ≤ dk.

为此, 考虑稳定区域边界的环形近似, 定义: Mk = {xxx ∈
X : (cmax

k −δk) ≤ Vk(xxx) ≤ cmax
k } ⊆ Ωk,其中 0 ≤ δk < cmax

k .

对某一 xxx(0) = xxx0 ∈ Mk, 计算控制动作, 保持时间取为4∗∗
k ,

其中4∗∗
k 是正实数 (uuuk(t) = uuuk(xxx0) = uuu0, ∀t ∈ [0,4∗∗

k ]). 则

∀t ∈ [0,4∗∗
k ], 有

V̇k(xxx(t)) = Lfffk
Vk(xxx(t)) + LGkVk(xxx(t))uuu0 +

LWkVk(xxx(t))θθθk = Lfffk
Vk(xxx0) + LGkVk(xxx0)uuu0 +

LWkVk(xxx0)θθθk + (Lfffk
Vk(xxx(t))− Lfffk

Vk(xxx0)) +

(LGkVk(xxx(t))uuu0 − LGkVk(xxx0)uuu0) +

(LWkVk(xxx(t))θθθk − LWkVk(xxx0)θθθk) ≤
−ρk‖ xxx0 ‖+ (Lfffk

Vk(xxx(t))− Lfffk
Vk(xxx0)) +

(LGkVk(xxx(t))uuu0 − LGkVk(xxx0)uuu0) +

(LWkVk(xxx(t))θθθk − LWkVk(xxx0)θθθk) (A2)

由于函数 fffk(·) 和矩阵 Gk(·)、Wk(·) 的元素都是连续的,

‖ uuuk ‖ ≤ umax
k , ‖ θθθk ‖ ≤ θb

k, Mk 有界, 则 ∀xxx0 ∈ Mk, 和固定

的4∗∗
k , 存在正实数 K1

k , 使得 ‖ xxx(t)− xxx0 ‖ ≤ K1
k4∗∗

k , ∀t ≤
4∗∗

k .

由于函数 Lfffk
Vk(·), LGkVk(·), LWkVk(·) 是连续的, 则

给定 ‖ xxx(t)− xxx0 ‖ ≤ K1
k4∗∗

k , 可找到正实数 K2
k , K3

k , K4
k ,

使得 ‖ Lfffk
Vk(xxx(t))− Lfffk

Vk(xxx0) ‖ ≤ K3
kK1

k4∗∗
k , ‖ LGkVk

(xxx(t))uuu0 − LGkVk(xxx0)uuu0 ‖≤ K2
kK1

k4∗∗
k , ‖ LWkVk(xxx(t))θθθk−

LWkVk(xxx0)θθθ0 ‖≤ K4
kK1

k4∗∗
k . 利用不等式 (7) 可得

V̇k(xxx(t)) ≤ −ρ∗k‖ xxx0 ‖+(K1
kK2

k+K1
kK3

k+K1
kK4

k)4∗∗
k (A3)

因为由 Ωk 的定义以及 Vk(·) 的正定连续性, 存在正实数 δk,

使得 ‖ xxx ‖ ≥ δk,则有 V̇k(xxx(t)) ≤ −ρ∗kδk +(K1
kK2

k +K1
kK3

k +

K1
kK4

k)4∗∗
k 选取 4∗∗

k 满足 4∗∗
k < (ρ∗kδk − εk)/(K1

kK2
k +

K1
kK3

k + K1
kK4

k), 其中 εk 是一正实数, 满足

εk < ρ∗kδk (A4)

可得到 V̇k(xxx(t)) ≤ −εk < 0, ∀t ≤ 4∗∗
k . 这表明给定 δ

′
k, 选择

δk 使得 ‖ xxx0 ‖ < δk 并找到相应的4∗∗
k , 对 ∀xxx ∈ Mk 计算控

制作用, 保持时间小于 4∗∗
k , 则 V̇k 是负定的, 因此闭环系统

的状态不会超出 Ωk.

下面证明 4′
k 的存在性, 使得 ∀xxx0 ∈ Ωk

f = {xxx ∈ X :

Vk(xxx0) ≤ cmax
k − δk}, 有 xxxt ∈ Ωk

u = {xxx ∈ X : Vk(xxx) ≤ δ
′
k},

其中 t ∈ (0,4′
k], 有 δ

′
k < cmax

k .

考虑4′
k 使得

δ
′
k = max

Vk(xxx0)≤cmax
k

−δk,uuuk∈Uk,t∈[0,4′
k
]

Vk(xxx(t)) (A5)

由于 Vk 是状态的连续函数, 而状态又是时间的连续函数,

则对任一 δk < cmax
k , 可选择充分小的 4′

k 使得式 (10) 成

立. 令 4∗
k = min{4∗∗

k ,4′
k}. 下面证明对 ∀xxx0 ∈ Ωk

u 和

4 ∈ (0,4∗
k], 有 xxx(t) ∈ Ωk

u, t ≥ 0.

∀xxx0 ∈ Ωk
u

⋂
Ωk

f , 由定义 xxx(t) ∈ Ωk
u, 0 ≤ t ≤ 4(因为

4 ≤ 4′
k). 对所有的 xxx0 ∈ Ωk

u\Ωk
f (从而 0 ∈ Mk), 由于

4 ≤ 4∗∗
k , 有 V̇k < 0, 0 ≤ t ≤ 4. 注意到对 xxx ∈ Ωk

u\Ωk
f ,

可保证 V̇k < 0, 因此起始于 Ωk,uuuk 的所有轨迹收敛到 Ωk
u,

因此对所有的 xxx(0) ∈ Ωk,uuuk, 有 limt→∞ sup Vk(xxx(t)) ≤
δ
′
k. 最后, 由于 Vk(xxx) ≤ δ

′
k 暗含 ‖ xxx(t) ‖ ≤ dk, 从而有

limt→∞ sup ‖ xxx(t) ‖ ≤ dk. ¤

附录 B.引理 2的证明

证明. 利用引理 1 的结果, 如果切换到有界控制器, 则

闭环系统的状态将保持在 Ωk 中, 即 xxx(T k
switch,[1]) ∈ Ωk, 则

xxx(t) ∈ Ωk, ∀t ≥ T k
switch,[1], 并且 limt→∞ sup ‖ xxx ‖ ≤ dk.

因此, 只需证明在控制律 (6)∼ (10) 下, 闭环系统的状

态可以控制在 Ωk 内, 直至控制律切换到有界控制律. 为

此分别就 T k
switch,[1] 可能取值的四种情形, 分别证明均有

xxx(T k
switch,[1]) ∈ Ωk.

Case 1. 如果 T k
switch,[1] = T k

s , 由 T k
s 的定义, 有

xxx((T k
s )−) ∈ Ωk, 由系统式 (1) 解的连续性 (这是因为式 (12)

的右端对xxx是连续的, 而对时间 t是分段连续的, 因为只会进

行有限次切换), 从而有 xxx(T k
s ) ∈ Ωk, 即 xxx(T k

switch,[1]) ∈ Ωk.

Case 2. 如果 T k
switch,[1] = T k

d , 由 T k
d 的定义 xxx(T k

d ) ∈
{xxx ∈ Rn : ‖ xxx ‖ ≤ dk} ⊆ Ωk, 所以有 xxx(T k

design) ∈ Ωk.

Case 3. 如果 T k
switch,[1] = T k

design, 由 T k
design 的定义,

T k
design = T k

s . 为证明 xxx(T k
design) ∈ Ωk, 利用反证法. 假

设 xxx(T k
design) /∈ Ωk, 则 Vk(xxx(T k

design)) > cmax
k , 由解的连

续性及 Vk(·) 的连续性以及 Vk(xxx0) ≤ cmax
k , 则存在一个

时刻 0 ≤ T k
′

s ≤ T k
design, 使得 Vk(xxx(T k

′
s )) = cmax

k , 而由

定义, T k
s 是使得 Vk(xxx(T k−

s )) = cmax
k 的最早时间, 故必

有 T k
s ≤ T k

′
s ≤ T k

design, 这与 T k
design ≤ T k

s 矛盾. 所以有

xxx(T k
design) ∈ Ωk, 即 xxx(T k

design) ∈ Ωk.

Case 4. 如果 T k
switch,[1] = T k

inf , 证法同 Case 3. ¤

附录 C.定理 1的证明

证明. 基于引理 2 和 3, 此定理的证明只需证明在切

换律 (23) 下, 整个闭环系统仍是稳定的. 给定原点的球

直径 dmax, 对每个 k ∈ K, 选取引理 1 中的 δ
′
k,4∗

k, 选择

4kr ∈ (0,4∗], 其中 4∗ = mink=1,··· ,p4∗
k, tkout

r
− tkin

r
=
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lkr4kr , lkr > 0 是个整数. (注意到给定两个正实数

tkout
r

− tkin
r

,4∗, 总可以找到一个正实数 4kr ≤ 4∗ 使得
tkout

r
− tkin

r
= lkr4kr ).

Part 1. 首先, 考虑切换是无限次的情形. 令 t 使

得 tkin
r
≤ t < tkout

r
, tmin

j
= tkout

r
< ∞. 考虑第 k 个

模型, 如果 Vk(xxx) > δ
′
k, 由约束 (8) 的连续可行性, 有

Vk(xxx(tkout
r

)) < Vk(xxx(tkin
r

)). 瞬时约束 (23) 保证了如果该

模型切出后又切入, 则 Vk(xxx(tkin
r+1

)) < Vk(xxx(tkin
r

)). 一般地,

Vk(xxx(tkin
l

)) < Vk(xxx(tkin
l−1

)) < · · · < cmax
k . 在约束 (8)∼ (9)

及约束 (19) 可行的假设下, Vk(xxx) 的值持续下降. 如果对

Lyapunov 函数, 该模型未激活, 总有某个 j ∈ 1, · · · , p 使得

第 j 个模型是活动的, 且 Lyapunov 函数 Vj 持续下降直至

Vj ≤ δ
′
j(这总是会做到的, 因为即便切换可以进行无限次, 但

模型个数是有限的). 在这一点上, 约束 (9) 可保证 Vj 持续

小于 δ
′
j , 因此, limt→∞ sup ‖ xxx(t) ‖ ≤ dmax.

Part 2. 在有限次切换的情形下, 考虑满足 tkin
r
≤ t <

tkout
r

= ∞ 的 t. 在约束 (8)∼ (9) 及约束 (19) 连续可行的

假设下, Vk(xxx(tkin
l

)) < Vk(xxx(tkin
l−1

)) < · · · < cmax
k , 在切入

第 k 个模型的时刻有 xxx(tkin
r

) ∈ Ωk. 从这一点出发, 应用基

于 Lyapunov 函数 Vk 的控制器, 约束 (19) 被去除, 从而定

理 1 的控制器降为子模型中的混杂预测控制器 (6)∼ (10) 加

切换律 (13) 以及混杂控制器 (15)∼ (20) 加切换律 (21) 或

(22). 由于 4kr ∈ (0,4∗], 其中 4∗ = mink=1,··· ,p4∗
k, 因

此 4kr < 4∗
k, 它可保证可行性且在预测时域内收敛到球

‖ xxx ‖ ≤ dmax, 从而有 limt→∞ sup ‖ xxx(t) ‖ ≤ dmax. ¤
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