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相对主元分析及其在数据压缩和故障诊断中的应用研究

文成林 1, 2 胡 静 2 王天真 3 陈志国 2

摘 要 传统主元分析 (Principal component analysis, PCA) 方法因忽视量纲对系统的影响, 从而使选取的主元难以具有

代表性; 而在进行量纲标准化后, 又因得到的特征值常常是近似相等的而无法进行有效的主元提取. 针对这一主要问题, 本文

通过引入相对化变换 (Relative transform, RT)、相对主元 (Relative principal components, RPCs) 和分布 “均匀” 等概念,

建立起一种相对主元分析 (Relative principal component analysis, RPCA) 的新方法. 该方法首先对系统各分量进行量纲标

准化; 其次再根据系统的先验信息分析和确定各分量的重要程度; 然后在系统能量守恒的准则下, 赋以系统各分量相应的权值;

最后利用已建立起的相对主元模型, 对系统实施 RPCA. 同时运用数值例子, 开展了 RPCA 在数据压缩和系统故障诊断中的

应用研究. 理论分析和仿真实验均表明, 采用 RPCA 方法选取出的主元更具代表性和显著几何意义, 加之选取主元的灵活性,

将使新方法具有更广泛的应用前景.
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Relative PCA with Applications of Data Compression and Fault Diagnosis

WEN Cheng-Lin1, 2 HU Jing2 WANG Tian-Zhen3 CHEN Zhi-Guo2

Abstract In traditional principal component analysis (PCA), because of the neglect of the influence of dimensions on the

system, the selected principal components (PCs) often fail to be representative. For this problem, an improved algorithm,

called relative principal component analysis (RPCA), is proposed by introducing some new concepts, such as relative

transform (RT), relative principal components (RPCs), “rotundity” scatter and so on. Firstly, the algorithm standardizes

every variable′s dimension in this system. Secondly, according to priori information, it analyzes and determines the different

important levels of different variables. And then it allocates weights for each variable under the criterion of conservation

of system energy. Finally, the algorithm utilizes the relative-principal-component model established to analyze system.

Meanwhile, its functions are illustrated by some numerical examples such as data compression and system fault diagnosis.

Both theoretic analysis and computer simulation have shown that these selected RPCs are representative and their

significance of geometry is notable. So we can say that the new method may have extensive applications, together with

the flexibility of PCs selection.

Key words Data compression, fault diagnosis, relative principal component analysis (RPCA), relative transform (RT),

dimensionless standardization, “rotundity” scatter

在工业生产过程中, 常存在着大量的高度相关
的系统变量, 而这些变量在每一时刻的采样值中都
蕴含着生产过程是否正常、产品质量是否合格等重

要信息. 如何有效地利用这些信息并及时发现故障
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或预测故障, 从而保证设备在工作期间始终能够安
全、高效、可靠地运转, 是故障检测与诊断技术中的
一个重要问题.

主元分析 (Principal component analysis,
PCA) 是多元统计分析中常用的方法之一, 它以
有限长度的多维变量时间序列构成的随机矩阵为基

础, 通过建立数目较小的综合变量, 使其能更集中
地反映原来变量中所包含的变化信息, 并有效分离
系统信息与噪声. 目前, PCA 已在故障诊断、数据
压缩、信号处理和模式识别等领域中均有广泛的应

用[1−2].
然而, 传统的 PCA 方法却常存在如下不足:
1) 传统的 PCA 方法是先计算出上述随机矩阵

协方差阵的特征值, 随后再依据特征值的大小来确
定各级主元变量的. 然而, 特征值与相应分变量协方
差的大小密切相关, 而各个变量协方差的大小又与
对应分量所使用的量纲 (单位) 密切相关. 正是由于
各变量量纲的不同, 才使得在传统方法中出现了方
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差大的分变量不一定就是实际系统中起主导作用的

变量的反常现象[3].
2) 从 PCA 建模的观点来看, 对原始随机矩阵

进行去量纲标准化处理之后, 系统结构也发生了变
化, 并常常导致协方差阵的特征值大小近似相等, 即
得到的随机矩阵在几何上呈现分布 “均匀” 的现象.
因此, 很难提取出有代表性的主元, 也就不容易对信
号实施有效地压缩和监测.

3) 从能量守恒的观点来看, 去量纲标准化前后
的系统能量通常是不守恒的.
为了解决上述实际问题, 就需要在相应理论

上有所突破. 因此, 本文提出相对主元 (Relative
principal components, RPCs) 的概念, 在充分考
虑系统中不同变量具有不同重要性的基础上, 建立
一种相对主元分析 (Relative principal component
analysis, RPCA) 的新方法, 不仅从理论上分析了
量纲标准化过程可能引起的分布 “均匀” 现象以及
相对化变换 (Relative transform, RT) 对系统特征
结构的影响, 而且系统地探讨了 RPCA 在数据压缩
和故障诊断中的应用. 基本思想是: 首先通过预处
理, 消除因量纲差异所带来的虚假影响, 使得各个分
变量处于 “平等” 的地位; 然后再利用系统各分量的
先验知识, 并根据系统的实际要求, 在一定准则下赋
予系统各分量不同的权值; 最终实现能更有效地获
取、分析和利用系统所需要的信息.

1 基于主元分析的故障辨识

PCA 的主要任务是对多维变量时间序列构成
的有限长度随机矩阵进行降维. 虽然, 有时需要用数
目巨大的系统变量才能较完善地描述一个复杂系统,
但是, 在通常情况下, 系统的大部分变异性仅需用少
数几个主元变量便可以说明. 而利用这少数的主元
变量就可以有效地代表或解释原始系统变量序列构

成的随机矩阵的特征结构, 从而实现对信号的压缩
与系统的故障检测与诊断[4−5].

1.1 主元模型

对一个给定的多变量系统, 设用来描述系统的
n 维变量为

xxx(k) = [x1(k), x2(k), · · · , xn(k)]T ∈ Rn

而由它的一段长度有限的系统变量时间序列构成的

随机阵为

X = X(k, k + N − 1) =
[xxx(k),xxx(k + 1), · · · ,xxx(k + N − 1)]

若用 xxxi 表示系统的第 i 个分量序列构成的有限

长度时间序列

xxxi = xxx(k, k + N − 1) =
[xi(k), xi(k + 1), · · · , xi(k + N − 1)]

则矩阵 X 又可以被表示为

X =




xxx1

xxx2

...
xxxn




(1)

若再记上述随机矩阵 X 的协方差阵为

ΣX = E{[X − E{X}] [X − E{X}]T}
那么, 通过求解

|λI − ΣX | = 0 (2)

和

(λiI − ΣX)pppi = 0, i = 1, 2, · · · , n (3)

就可以分别求出矩阵 ΣX 的特征值 λi 和对应的特

征向量 pppi = [pi1, pi2, · · · , pin]T, 且有

< pppi, pppj >= pppi
Tpppj = δij =

{
1, i = j

0, i 6= j
(4)

i, j = 1, 2, · · · , n

为了便于描述, 假定 n 个特征值互不相等且有

λ1 > λ2 > · · · > λn > 0.
注 1. 若特征值有重根时, 式 (3) 的形式会有相

应的变化[6].
由式 (3) 求出特征向量 pppi 并结合式 (1), 可得





vvv1 = vvv1(k, k + N − 1) = (ppp1)TX =
n∑

j=1

p1jxxxj

vvv2 = vvv2(k, k + N − 1) = (ppp2)TX =
n∑

j=1

p2jxxxj

...
...

...
...

vvvn = vvvn(k, k + N − 1) = (pppn)TX =
n∑

j=1

pnjxxxj

因此

V = PTX (5)

其中

V = V (k, k + N − 1) =




vvv1

vvv2

...
vvvn
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P = [ppp1, ppp2, · · · , pppn]

若再定义

vvv(k) = [v1(k), v2(k), · · · , vn(k)]T

则随机矩阵 V 亦可表示为

V = [vvv(k), vvv(k + 1), · · · , vvv(k + N − 1)]

由于 P 是正交矩阵, 因此分析和研究随机矩阵
X 的统计特性就等价地变为分析随机矩阵 V 的统

计特性.
若顺序选取前m(m < n) 个向量 vvv1, · · · , vvvm 作

为主 (要) 元 (素), 那么, X 便可以分解为如下形

式[7]

X = PV =
n∑

i=1

pppivvvi =
m∑

i=1

pppivvvi +
n∑

i=m+1

pppivvvi =

PmVm + PeVe = Xm + E (6)

其中, Xm =
∑m

i=1 pppivvvi 为主元模型, E =∑n

i=m+1 pppivvvi 为建模误差. 显然有, Pm = [ppp1, ppp2,

· · · , pppm], Vm = [vvvT
1 , vvvT

2 , · · · , vvvT
m]T, Pe = [pppm+1,

pppm+2, · · · , pppn], Ve =
[
vvvT

m+1, vvv
T
m+2, · · · , vvvT

n

]T
.

通常采用方差累计贡献率 (Cumulative percent
variance, CPV) 法来确定主元个数m[8], 即

CPV (m) = 100




m∑
i=1

λi

n∑
i=1

λi


 % ≥ CL (7)

式中 CL 是人为设定的控制限, 一般取 85%.
性质 1. 若记

Var(vvvi) = E
{

[vvvi − E{vvvi}] [vvvi − E{vvvi}]T
}

Cov(vvvi, vvvj) = E
{

[vvvi − E{vvvi}] [vvvj − E{vvvj}]T
}

则有

Var(vvvi) = (pppi)TΣXpppi = λi, i = 1, 2, · · · , n

Cov(vvvi, vvvj) = (pppi)TΣXpppj = 0, i 6= j

(8)
证明. 性质 1的证明过程是平凡的. 由式 (3)和

式 (4), 有

Cov(vvvi, vvvj) = (pppi)TΣXpppj = (pppi)Tλjpppj ={
λi, i = j

0, i 6= j

¤

定义 1. 随机矩阵的范数定义为

‖X‖2 =

(
n∑

i=1

N−1∑
q=0

E{x2
i (k + q)}

) 1
2

注 2. 容易验证 ‖X‖2 满足范数的三个基本条

件[9].
性质 2. 主元分析前后系统随机矩阵能量保持

守恒, 即 ‖X‖2

2 = ‖V ‖2

2.
证明.

‖V ‖2

2 =
n∑

i=1

N−1∑
q=0

E{v2
i (k + q)} = E{tr(V V T)} =

E{tr(V TV )} = E{tr(XTPPTX)} =

E{tr(XTX)} = E{tr(XXT)} =
n∑

i=1

N−1∑
q=0

E{x2
i (k + q)} = ‖X‖2

2 (9)

上式中 tr(·) 表示矩阵的迹. ¤
1.2 统计量的确定

根据式 (6) 中所确立的主元模型, 在新的时刻
k, 过程向量 xxx(k) 可被分解为

xxx(k) = x̂xx(k) + x̃xx(k) (10)

其中 x̂xx(k) = PmPT
mxxx(k) 是 xxx(k) 在主元子空间上的

投影, x̃xx(k) = I − PmPT
mxxx(k) 是 xxx(k) 在残差子空间

上的投影.
统计指标 T 2 表示 xxx(k) 在主元子空间上投影的

大小, 即
T 2 = ‖x̂xx(k)‖2

2

Q-统计量也叫做平方预报误差 (Squared prediction
error, SPE), 它度量了 xxx(k) 偏离主元模型的程度,
即

SPE = ‖x̃xx(k)‖2

2

如果过程运行正常, 应同时满足

T 2 < UCL, SPE < Qα

其中, UCL 和 Qα 分别定义了 T 2 和 SPE 的判断

门限[10].
进一步, 通过对过程变量的 SPE 统计贡献图

进行分析, 便可以找出是哪些变量的变化引起了控
制限的超限. 多元变量系统中, 第 i 个分变量 xxxi 在

第 k 时刻对 SPE 统计量的贡献度定义为[11]

C
[SPE]
i (k) = ‖xi(k)− x̂i(k)‖2

2

其中, x̂i(k) 为 x̂xx(k) 的第 i 个随机变量.
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2 量纲标准化分析

例 1. 考虑一近似匀加速直线运动的目标, 其状
态方程为

xxx(k + 1) = A(k)xxx(k) + BBB(k)www(k)
www(k) ∼ N [0, 0.1]

其中

xxx(k) = [x1(k), x2(k), x3(k))]T

A(k) =




1 t
t2

2
0 1 t

0 0 1




BBB(k) = [0, 0, 1]T

x1、x2 和 x3 分别表示位移、速度和加速度, 按照
国际单位制, 其单位依次取作米 (m)、米每秒 (m/s)
和米每二次方秒 (m/s2). 选初始值为 [0, 18, 6]T;
t = 0.5 s.
经传统的 PCA 运算, 求得的第一主元为

0.9955x1 + 0.0940x2− 0.0065x3. 注意到, 位移变量
x1 几乎完全确定了主元变量. 这是因为位移与速度
或加速度相比, 它的量值会较大, 测量时产生的误差
也就会较大, 然而在实际系统中, 速度或加速度的变
化将对目标的运动状态有更大的影响.

另一方面, 量纲的不同使我们很难对主元的物
理意义作出解释. 例如, 很难说明, 位移、速度和加
速度的线性组合代表什么物理意义.
例 2. 假定对某一物体的重量 x1 和长度 x2 进

行测量, 单位分别取作千克 (kg) 和厘米 (cm). 经 4
次观察, 求得的测量矩阵协方差阵为

ΣX
(1) =

[
367.58 3.25
3.25 2.92

]

有时, 也可能需要以毫米 (mm) 来作为长度的基本
单位, 那么, 测量矩阵协方差阵就变为

ΣX
(2) =

[
367.58 32.5
32.5 292

]

针对上述两种情况分别进行传统的 PCA 运算, 可以
得出对应ΣX

(1) 的第一主元为 1.0000x1 +0.0089x2,
对应 ΣX

(2) 的第一主元为 0.9380x1 + 0.3467x2. 进
一步, 求得的前者第一主元贡献率为 99.2%, 而后者
相应的贡献率仅占 57.6%.
因此, 可以说, 一个随机变量相对小的变化对主

元的选取有很大的影响, 而这种变化正是由于量纲
的不同引起的.

针对上述一类问题, 许多研究人员做了大量的
工作[12], 提出的主要方法是

x∗i (k) =
xi(k)− E{xi(k)}

[Var{x(k)}] 1
2

, i = 1, 2, · · · , n (11)

称由随机变量 x∗i (k) 构成的随机矩阵 X∗ 为 X 的

标准化随机矩阵. 这样, 一维随机变量 x∗i (k) 就转化
为均值为 0 方差为单位的随机变量, 而计算 n 维随

机变量的协方差阵 ΣX 就等价地变成计算相关矩阵

RX .
注 3. 随机变量 xi(k), xi(k+1), · · · , xi(k+N−

1) 具有相同的统计特性. 记 zi(k) 为 xi(k) 的一次
观测值, 一般来说, 在实际中要想确定 xi(k) 的统计
量 E{xi(k)} 和 Var{xi(k)}, 其难度比较大, 常用其
观测值来近似替代, 即

E{xi(k)} ≈ 1
N

N−1∑
q=0

zi(k + q)

Var{xi(k)} ≈ 1
N

N−1∑
q=0

[zi(k + q)− E{xi(k + q)}]2

性质 3. 量纲标准化过程 (11) 使各个随机向量
xxx∗i 处于 “平等” 的地位, 也就是说每个随机变量序
列的能量统计相同, 即 ‖xxx∗i ‖2

2 = ‖xxx∗j‖2
2, i 6= j.

证明. 由 ‖xxx∗i ‖2

2 = E
{∑N−1

q=0 [x∗i (k + q)]2
}
和式

(11) 得

‖xxx∗i ‖2

2 =E

{
N−1∑
q=0

[
xi(k+q)−E{xi(k+q)}

[Var{xi(k+q)}] 1
2

]2
}

=N

¤
注 4. 利用定义 1, 容易验证量纲标准化前后系

统能量并不一定守恒, 即 ‖X‖2

2 ≡ ‖X∗‖2

2 不恒成立.
定义 2. 若由式 (2) 所确定的特征值

λ1, λ2, · · · , λn 近似相等, 则称由序列 xxx(k) 构成的
随机矩阵 X 是分布 “均匀” 的, 反之称为分布 “突
出”.
注 5. 本节所定义的分布 “均匀” 与概率中 “均

匀分布” 是两个不同的概念[13]. 分布 “均匀” 的随
机矩阵具有如下性质.

性质 4. 满足分布 “均匀” 的随机矩阵 X 中的

向量集 [E{xxx(k)},E{xxx(k+1)}, · · · ,E{xxx(k+N−1)}]
在Rn 中点的分布近似构成一个超球体.
证明. 该性质的证明过程将会在第 4 节给出.

¤
综上所述, 引入量纲标准化过程消除了由于不

同量纲所造成的虚假变异影响. 然而通过分析可知,
经去量纲标准化之后的 PCA 带来了新的问题:
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1) 量纲标准化前后系统能量并不一定守恒;
2) 量纲标准化之后随机矩阵 X∗ 大多是分布

“均匀” 的.

3 相对主元分析方法

为了解决传统 PCA 方法中存在的问题, 本节在
引入相对化变换的基础上建立了一种相对主元分析

方法.

3.1 相对化变换

记 X = (xxxi(k)), k = 1, 2, · · · , N 为由长度为

N 的系统 n 维变量时间序列构成的随机矩阵. 不失
一般性, 令 E{X} = 0.

定义 3 (相对化变换). 若记

XR = W ·X =




w1 0 · · · 0
0 w2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · wn



×




x1(1) x1(2) · · · x1(N)
x2(1) x2(2) · · · x2(N)

...
...

. . .
...

xn(1) xn(2) · · · xn(N)




=




xR
1 (1) xR

1 (2) · · · xR
1 (N)

xR
2 (1) xR

2 (2) · · · xR
2 (N)

...
...

. . .
...

xR
n (1) xR

n (2) · · · xR
n (N)




(12)

xxxR
i = wixxxi, i = 1, 2, · · · , n (13)

其中 wi = µimi > 0. 则称式 (12) 是对原始系统随
机矩阵 X 所做的相对化变换, W 是相应的相对化

变换算子, XR 是相对化变换后的随机矩阵. µi 称

为比重因子, 是一种根据实际系统而定的先验信息,
它分别作用在每个变量上, 其大小体现了相应分变
量在系统中的相对重要程度; mi 是对应随机变量的

标准化因子, 事实上, 依据不同的系统, 有多种标准
化选择方式, 如

mi =
1

max
1≤i≤n

‖xi(k)‖2

(14)

而上节提到的式 (11) 是其中最常用的一种.
若定义随机变量的相关系数如下

ρ{xi(k), xj(m)} =
Cov{xi(k), xj(m)}√

Var{xi(k)}Var{xj(m)}

则有

性质 5. 相对化变换不改变随机变量之间的相
关性, 即 ρ{xR

i (k), xR
j (m)} = ρ{xi(k), xj(m)}.

证明.

ρ{xR
i (k), xR

j (m)} =
Cov{xR

i (k), xR
j (m)}√

Var{xR
i (k)}Var{xR

j (m)}

将式 (13) 代入上式中, 则

ρ{xR
i (k), xR

j (m)} =

wiwjCov{xi(k), xj(m)}√
w2

i Var{xR
i (k)}w2

jVar{xR
j (m)}

=

Cov{xi(k), xj(m)}√
Var{xi(k)}Var{xj(m)}

¤
条件 1. 根据信号分析前后能量需保持守恒的

准则, 我们要求随机矩阵相对化变换前后也要保持
能量守恒, 即 ‖X‖2

2 = ‖XR‖2

2.
由于对系统有效分析的前提是系统经变换前后

的能量保持守恒或是一定比例关系, 而未知的比重
因子 µi 可依据实际系统用不同的方法进行获取, 如
神经网络和线性规划等. 参照文献 [14] 在强跟踪滤
波中确定次优渐消因子的方法, 我们也可给出一个
类似的方法, 即假定由系统的先验知识, 可以大致
确定

µ1 : µ2 : · · · : µn = k1 : k2 : · · · : kn (15)

此时, 可令

µi = αki, i = 1, 2, · · · , n

其中, ki > 0 为预先确定的常数; α 为待定因子. 则
由条件 1 可得

‖X‖2

2 = ‖XR‖2

2 = E

{
n∑

i=1

N∑
k=1

x2
i (k)

}
=

E

{
n∑

i=1

N∑
k=1

[xR
i (k)]2

}
=

α2

(
n∑

i=1

k2
i

Var{xi(k)}E

{
N∑

k=1

[xi(k)−E{xi(k)}]2
})

从而

α=




E
{

n∑
i=1

N∑
k=1

x2
i (k)

}

n∑
i=1

k2
i

Var{xi(k)}E
{

N∑
k=1

[xi(k)−E{xi(k)}]2
}




1
2
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标准化因子 mi 的作用是去除系统第 i 个变量

的量纲, 从而使系统各分量达到 “平等” 的地位; 而
比重因子 µi 则体现了达到 “平等” 后的系统第 i 个

“相对” 分量对整个系统的影响程度; 一般是根据下
列原则来确定 µi 的:

1) 相对化变换将使得由系统变量一段长度有限
的时间序列构成的随机矩阵或经去量纲标准化之后

的标准化随机矩阵能尽量摆脱分布 “均匀” 的现象;
2) 经相对化变换后求取的相对主元更具有代表

性和表征系统变化的能力;
3) 相对化变换前后系统的能量保持守恒, 即

‖X‖2

2 = M ‖XR‖2

2.
因此, 经相对化变换后的随机矩阵 XR 不仅保

持了原随机变量间的相关性、摆脱原有分布 “均匀”
的现象, 而且还将会更加方便主元的选取, 从而能进
行更有效的特征提取、数据压缩和故障诊断等工作.

3.2 相对主元模型

通过对 X 进行相对化变换, 先计算 XR 的协方

差矩阵 ΣR
X , 然后再求解 ΣR

X 的特征值 λR
1 ≥ · · · ≥

λR
n , 及相应特征向量 pppR

1 , · · · , pppR
n 等步骤, 就可以得

到 m 个互不相关的相对主元 (Relative principal
components, RPCs) vvvR

1 , · · · , vvvR
m,m < n.

类似于 PCA, 在 RPCA 方法里也可度量每个
RPC 对系统贡献的百分比

CPV R
i = 100




λR
i

n∑
i=1

λi


 % (16)

并根据累计贡献率的大小及系统的近似表示程度

来确定 RPCs 的数目 m, 分析和解释 ΣR
X 的特征

结构, 表征系统的变化特征. 这样, 一个由长度为
N 的 n 维系统随机变量时间序列构成的随机阵

X ∈ Rn×N 就可以被分解为对应的相对主元子空

间 XR
m =

(
W−1PR

mPR
m

T
W

)
X 和相对残差子空间

ER =
(
I −W−1PR

mPR
m

T
W

)
X.

4 RPCA的几何解释

设原始变量有限长度时间序列构成的随机矩阵

X 的分布为 N [E{X},ΣX ]. 在以 E{X} 为中心的
超椭球上, X 的密度是常数[8]

[X − E{X}]T(ΣX)−1[X − E{X}] = c2

而此超椭球的各轴分别为 ±c
√

λipppi, i = 1, · · · , n.
其中 λi 和 pppi 分别是协方差阵 ΣX 的特征值及其对

应的特征向量.

不妨令 E{X} = 0, 则 XT(ΣX)−1X = c2. 由
ΣX =

∑n

i=1 λipppi(pppi)T 知

(ΣX)−1 =
n∑

i=1

1
λi

pppipppi
T (17)

所以

XT

(
n∑

i=1

1
λi

pppippp
T
i

)
X =

1
λ1

(pppT
1 X)T(pppT

1 X) + · · ·+
1
λn

(pppT
nX)T(pppT

nX) = c2

(18)
其中, pppT

1 X, · · · , pppT
nX 为 X 的主元. 那么, 式 (18)

也可以写为

c2 =
1
λ1

vvvT
1 vvv1 + · · ·+ 1

λn

vvvT
nvvvn (19)

如果 λ1 是最大的特征值, 那么超椭球的主轴沿着 ppp1

的方向, 其余较次要的坐标轴依次沿着由 ppp2, · · · , pppn

所确定的方向. 若 λ1 ≈ · · · ≈ λn, 则 X 在 Rn 空

间中点的分布近似构成一个超球体, 从而验证了
性质 4.

而本文所阐述的 RPCA 方法可以改变随机矩
阵在空间中点的 “分布”. 比重因子 µi 的引入可使

特征值的大小有明显差别, 即超椭球的长短轴变得
明显, 从而将分布 “均匀” 的随机矩阵变为分布 “突
出”, 最终导致所提取的主元贡献率较大.
若令相对化变换前随机矩阵 X 为分布 “均匀”

的, 即 λ1 ≈ · · · ≈ λn ≈ λ, 则存在非奇异矩阵 T ,
使得

T−1ΣXT = Λ ≈ λI (20)

其中, Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λn}. 那么
ΣX ≈ λI (21)

而相对化变换之后 ΣXR = E{(WX)(WX)T} =
WΣXW , 将式 (21) 代入, 有

ΣXR ≈ λW 2 (22)

λW 2 是以 ΣXR 的特征值 λR
i , i = 1, · · · , n 为对角

线元素构成的矩阵, 所以 λR
i ≈ wiλi. 也就是说, 如

果原始随机矩阵协方差的特征值是近似相等的, 根
据 wi 大小的不同, 就可以得到分布 “突出” 的相对
化随机矩阵.

针对分布 “突出” 的系统变量的 40 次实现, 如
图 1 (a) 所示, 本节将分别给出利用 PCA 方法、量
纲标准化 PCA 方法和 RPCA 方法得出的几何解
释. 表 1 为仿真环境和参数设置, 表 2 为计算结果.
对原始数据直接进行 PCA 处理, 计算出的最大特征
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值为 24.77, 对应的第一主元贡献率为 95.24%. 然
而, 传统 PCA 方法由于没有考虑量纲对特征值大小
的影响, 因而不能准确反映变量对系统的主要贡献.
先利用式 (11) 去量纲标准化, 然后再运用 PCA 方
法得出 λ1 ≈ λ2, 表明经标准化之后得到的数据阵的
特征值是近似相等的, 这由图 1 (c) 很容易看出, 椭
圆近似为圆形, 此时各主元没有明显的代表性. 图
1 (d) 给出了当比重因子为 µ1 : µ2 = 2 : 5 时, 经
RT 变换得到的 40 个相对化数据的分布. 由 RPCA
运算, 我们可以求得 λR

1 ≈ λR
2 , 第一相对主元 RPC1

的贡献率 CPV R
1 为 86.33%, 有明显的代表性. 从图

1 (e)可以看出,椭圆图的长短轴分明,相对分量的变
化主要集中在 RPC1 方向上, 因此, 用 RPC1 就可
以解释相对分量中的大部分变化. 同样地, 图 1 (f)
给出当比重因子为 µ1 : µ2 = 5 : 2 时关于 RPCs 的
数据分布图.

表 1 仿真环境和参数设置

Table 1 Simulation environment and parameter setting

样本选择类型 样本序列长度 (N) 变量个数 (n) 标准化方法 c

分布 “突出” 40 2 式 (11) 2

值得注意的有如下三点:
1) 标准化变换过程 (11) 使得每个变量都处于

“平等” 的地位. 从表 2 可以看出, 数据经标准化之
后协方差矩阵的特征值 λ∗i 基本上是在单位值附近
变化, 其大小近似相等. 选取适当的比重因子

µ1 : µ2 = 5 : 2

通过计算机仿真实验可以计算出相应的特征值之间

的比例关系近似为

λ1 : λ2 ≈ 52 : 22

(a) 原始数据 (b) 量纲标准化后的数据 (c) λ1 ≈ λ2 时的 PCs

(a) Original data (b) Dimensionless data (c) PCs for λ1 ≈ λ2

(d) 相对化数据 (e) µ1 : µ2 = 2 : 5 时的 RPCs (f) µ1 : µ2 = 5 : 2 时的 RPCs

(d) Relative data (e) RPCs for µ1 : µ2 = 2 : 5 (f) RPCs for µ1 : µ2 = 5 : 2

图 1 基于 PCA、量纲标准化 PCA 及 RPCA 方法的数据分布

Fig. 1 The distributions of data based on PCA, dimensionless PCA, and RPCA

表 2 仿真结果

Table 2 Simulation results

PCA 标准化之后的 PCA µ1 : µ2 = 2 : 5 或 µ1 : µ2 = 5 : 2 时的 RPCA

λ1 24.77 CPV1(%) 95.24 λ∗1 1.09 CPV ∗
1 (%) 54.35 λR

1 25.04 CPV R
1 (%) 86.33

λ2 1.24 CPV2(%) 4.76 λ∗2 0.91 CPV ∗
2 (%) 45.65 λR

2 3.97 CPV R
2 (%) 13.67



9期 文成林等: 相对主元分析及其在数据压缩和故障诊断中的应用研究 1135

2) 当系统变量序列呈现分布 “均匀” 时, 就无
法或者很难提取有代表意义的主元. 而本文建立的
RPCA 方法可通过相对化变换来改变原始随机矩阵
的特征结构, 也就是可将分布 “均匀” 转化为分布
“突出”. 例如将图 1 (b) 中点的分布在几何上进行相
对化转换后, 得到图 1 (d). 因此, 可在多维随机系统
中实现用少量几个主元来代替原来的系统变量, 从
而达到特征提取的目的.

3) 考虑系统变量为二维时, 比重因子确定为
µ1 : µ2 = k1 : k2, k1, k2 ∈ R+, 与 µ1 : µ2 = k2 : k1

得到的主元贡献率是相同的, 如表 2 所示. 这是因为

ΣXR =E

{[
(w1)2xxx1(xxx1)T w1w2xxx1(xxx2)T

w2w1xxx2(xxx1)T (w2)2xxx2(xxx2)T

]}
=

E

{[
(µ1)2N µ1µ2E{xxx∗1(xxx∗2)T}
µ2µ1E{xxx∗2(xxx∗1)T} (µ2)2N

]}

所以有

|λRI − ΣXR | = (λR)2 − [(µ1)2N + (µ2)2N ]λR+
(µ1)2(µ2)2N 2 − (µ1)2(µ2)2E2{xxx∗1(xxx∗2)T}
从上式可知, 该特征方程与 µ1、µ2 的顺序无关, 即
当 µ1 : µ2 = k1 : k2 或 µ1 : µ2 = k2 : k1 时所得到

的特征值完全相同.

5 RPCA方法在数据压缩中的应用

RPCA 方法可以用于高阶系统的降维、辅助变
量的选择以及对系统变量样本序列构成的数据进行

有效地压缩和特征提取. 本节将通过计算机仿真实
验来分析在满足选取比重因子三原则的前提下, 比
重因子的选取对系统主元变量的影响程度, 并验证
与传统 PCA 相比, RPCA 方法在数据压缩中的优
越性. 仿真环境设置如表 3.

表 3 仿真环境

Table 3 Simulation environment

样本类型 变量个数 (n) 样本序列长度 (N) k1 k2 k3 k4

分布 “均匀” 4 100 0.5 2 3 10

从表 4 可以看出, 由 4 个变量的 100 次实现所
构成的原始矩阵协方差阵的特征值是近似相等的,
用传统 PCA 方法计算出第一主元的贡献百分比仅
为 33.54%. 因此, 这里需要选取 3 个主元来代替原
来的 4 个变量. 为了使获得的主元更具有代表性,
选择比重因子为 µ1 : µ2 : µ3 : µ4 = 0.5 : 2 : 3 : 10,
并采用 RPCA 新方法对同样的数据阵进行分析, 相
对化变换后矩阵协方差阵的特征值就有明显的差异

了, 第一相对主元 CPV R
1 的贡献百分比为 88.37%.

因此, 在信息丢失最小的原则下, 仅用一个相对
主元就可以合理解释原始数据阵中的大部分变化.
图 2为传统PCA方法得出的主元的分布图. 图 3为

表 4 传统 PCA 与 RPCA 方法的参数比较

Table 4 Parametric comparison for conventional

PCA and RPCA

传统 PCA RPCA

λ1 9.48 CPV1(%) 33.54 λR
1 100.08 CPV R

1 (%) 88.37

λ2 7.83 CPV2(%) 27.70 λR
2 9.29 CPV R

2 (%) 8.20

λ3 6.91 CPV3(%) 24.45 λR
3 3.65 CPV R

3 (%) 3.22

λ4 4.04 CPV4(%) 4.04 λR
4 0.23 CPV R

4 (%) 0.21

图 2 主元分布图

Fig. 2 The distribution plot of PCs

图 3 相对主元分布图

Fig. 3 The distribution plot of RPCs
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RPCA 方法得出的相对主元的分布图. 比较两个图
可以看出, 采用 RPCA 方法求取的 RPCs 彼此分离
程度要比采用 PCA 方法求取的 PCs 间的分离程度
大. 而且, 由于比重系数的引入, 使得相对主元的压
缩能力要比主元的压缩能力强.

与传统 PCA 相比, 为了衡量 RPCA 方法的重
构力, 我们定义如下关于 “重构精度” 的性能指标,
分别为: 重构误差平方和S[15] 与重构率 cm, 即

S =
N∑

k=1

‖x̃xx(k)‖2

2 , cm =
‖Xm‖2

2

‖X‖2

2

这里, 从能量的角度定义了前 m 个主元的重构率.
若重构误差平方和越小, 重构率越高, 表明重构精度
越高. 表 5 依次给出了在选定相同主元数目时, 这两
种方法在应用于数据重构时的比较结果.

表 5 传统 PCA 与 RPCA 的重构能力比较

Table 5 Comparison of restructuring abilities for

conventional PCA and RPCA

选取的主元个数 数据重构方法 重构误差平方和 重构率

传统 PCA 12.8313 0.3335
1

RPCA 0.0106 0.8837

传统 PCA 0.4804 0.6089
2

RPCA 1.9403E-004 0.9657

传统 PCA 0.2461 0.8520
3

RPCA 3.6550E-006 0.9980

传统 PCA 0.0793 0.9943
4

RPCA 3.1554E-030 1.0000

以上结果表明:
1) 不管使用哪种方法, 相应的重构精度均随着

选取的主元数目的增多而显著提高.
2) 比重因子的引入极大地提高了相对主元的

代表能力. 因此, 当考虑相同主元数目的重构力
时, RPCA 方法的重构精度将远远高于传统的 PCA
方法.
表 6 给出了在对分布 “均匀” 的随机矩阵进行

特征提取时, 不同比重因子对 RT 后特征值的影响,
从中可以看出:

1) 由于所使用的 RPCA 新方法能充分地考虑
到不同分量在实际应用中的相对重要程度, 那么, 原

始矩阵在经过相对化变换之后, 其特征结构也就变
得较为突出, 因而更加方便了主元的提取, 同时也大
大提高了压缩率.

2) 特别需要指出的是, 主元变量的选取与
比重因子的取值排序无关. 即在式 (15) 中, 若
设集合 A = {k1, k2, · · · , kn|ki ∈ R+}, 不妨令
k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn, 当 ki ∈ A, i = 1, 2, · · · , n

且
⋃n

i=1{ki} = A 时, 都有 λR
1 : · · · : λR

n = k2
1 :

· · · : k2
n. 这里, α = 0.5009, 且当比重因子大小为

[0.5, 2, 3, 10] 时, 第一主元贡献率为 88.37%, 当比重
因子大小改变为 [2, 10, 0.5, 3] 时, 第一主元贡献率
为 88.53%, 当比重因子大小改变为 [3, 0.5, 2, 10] 时,
第一主元贡献率为 88.34%, 而当比重因子大小改变
为 [10, 2, 3, 0.5] 时, 第一主元贡献率为 88.56%.

6 基于RPCA的故障检测与辨识

一般情况下, 基于 RPCA 的故障检测与辨识应
通过以下两个步骤来实现:

1) 采集正常生产过程中的测量数据, 用于
RPCA 建模并分别计算出 T 2 和 SPE 控制限.

2) 将新获取的过程数据经由 RPCA 模型分别
投影到相对主元子空间和相对残差子空间, 运用统
计分析的方法建立相应的统计量并进行假设检验.
在这个过程中, 由于引入了比重因子, 使得 RPCA
模型有可能更多地利用系统的先验信息, 从而更有
效地辨识出系统的故障. 本节将用仿真实验来验证
RPCA 方法在故障检测与辨识中的效果.
考虑一个线性动态系统, 其状态方程和测量方

程分别如下[16]

xxx(k) = Axxx(k − 1) + Buuu(k − 1)
yyy(k) = xxx(k) + vvv(k)

式中

A =

[
0.118 −0.191
0.847 0.264

]
, B =

[
1.0 2.01
3.0 −4.0

]

xxx(k) ∈ R2 为状态向量, yyy(k) ∈ R2 为测量向量,
uuu(k) ∈ R2 为过程输入, 定义为

uuu(k) = Guuu(k − 1) + Fwww(k − 1)

表 6 比重因子不确定对相对主元贡献率影响的参数比较

Table 6 Parameter comparison of contribution rates for RPCs with uncertain proportion factors

k1 k2 k3 k4 λR
1 λR

2 λR
3 λR

4 CPV R
1 (%) CPV R

2 (%) CPV R
3 (%) CPV R

4 (%)

0.5 2 3 10 100.0804 9.2890 3.6490 0.2316 88.37 8.20 3.22 0.21

2 10 0.5 3 100.2651 8.9413 3.8139 0.2298 88.53 7.90 3.37 0.20

3 0.5 2 10 100.0465 9.0733 3.9088 0.2214 88.34 8.01 3.45 0.19

10 2 3 0.5 100.2897 9.2797 3.4349 0.2458 88.56 8.19 3.03 0.22
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(a) 量纲标准化 PCA 方法

(a) Dimensionless standardization PCA

(b) 比重因子为 [0.5, 2, 1, 10] 的 RPCA

(b) RPCA with proportion factors [0.5, 2, 1, 10]

(c) 比重因子为 [10, 2, 0.5, 1] 的 RPCA

(c) RPCA with proportion factors [10, 2, 0.5, 1]

图 4 故障检测统计量的比较

Fig. 4 Comparison of statistics for fault detection

其中

G =

[
0.811 −0.266
0.477 0.415

]
, F =

[
0.193 0.689
−0.320 −0.749

]

www(k) ∈ R2 为输入噪声, vvv(k) ∈ R2 为测量噪声,
并具有如下的统计特性 E{www(k)} = E{vvv(k)} =
0、E{www(k)wwwT(j)} = Q(k)δkj、E{vvv(k)vvvT(j)} =

R(k)δkj 及 Q(k) = R(k) =

[
0.1 0
0 0.1

]
.

首先取平稳运行的 1 000 个正常工矿的样本用
于建模, 检测变量为 [yyyT(k),uuuT(k)]T, 求出相应的
T 2 和 SPE 控制限, 置信度分别取为 95% 和 99%.
接下来在第二个变量的 200∼ 500 个测量区间加上
均值漂移, 作为故障发生的假设. 最后分别采用量纲
标准化 PCA 方法以及 RPCA 新方法进行实验. 仿
真结果在表 7 和图 4 中给出.

表 7 µ1 : µ2 : µ3 : µ4 = 0.5 : 2 : 1 : 10 时标准化 PCA 以及

RPCA 的参数比较

Table 7 Parameter comparison for standardization PCA

and RPCA with µ1 : µ2 : µ3 : µ4 = 0.5 : 2 : 1 : 10

标准化之后的参数 RPCA 的参数

λ1 1.6417 CPV1(%) 41.04 λR
1 100.0144 CPV R

1 (%) 95.03

λ2 1.0135 CPV2(%) 25.34 λR
2 4.2113 CPV R

2 (%) 4.00

λ3 0.7494 CPV3(%) 18.73 λR
3 0.8055 CPV R

3 (%) 0.77

λ4 0.5955 CPV4(%) 14.89 λR
4 0.2188 CPV R

4 (%) 0.21

从上述的仿真结果中, 可以得知:
1) 量纲标准化 PCA 方法在改变原始数据特

征结构的基础上, 也有可能缩小了系统的故障, 从
而很难提取出有代表性的主元, 也就不容易检测出
故障.

2) 从 T 2 统计图可以看出, 在置信度为 95% 的
检测精度下, 两种方法均能检测出系统发生异常, 但
是却不能指明出现异常的具体时间. 这是由于使用
T 2 方法容易丢失数据方向性信息的原因[17].

3) 通过选取比重因子 µ1 : µ2 : µ3 : µ4 =
0.5 : 2 : 1 : 10, 再运用 RPCA 新方法进行分析, 从
RPCA-SPE 图 (图 4 (b)) 可以看出, 200∼ 500 时
刻的统计量明显超出控制限. 为了检测此方法关于
不同比重因子的性能, 图 4 (c) 给出了 µ1 : µ2 : µ3 :
µ4 = 10 : 2 : 0.5 : 1 时的仿真结果.

更进一步, 可以通过计算每个变量对 SPE 统

计量的贡献率来确定故障变量, 以第 300 个采样点
为例进行分析, 图 5 表明了 RPCA 方法能够准确地
检测出是第二个变量发生了故障.
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(a) 量纲标准化 PCA 方法

(a) Dimensionless standardization PCA

(b) 比重因子为 [0.5, 2, 1, 10] 的 RPCA

(b) RPCA with proportion factors [0.5, 2, 1, 10]

(c) 比重因子为 [10, 2, 0.5, 1] 的 RPCA

(c) RPCA with proportion factors [10, 2, 0.5, 1]

图 5 变量对 SPE 统计量的贡献图

Fig. 5 Contribution plots for SPE statistic

7 总结

通常情况下, 利用传统 PCA 方法可以对高阶系
统进行数据压缩、特征提取及故障诊断等, 但当随机
矩阵呈现分布 “均匀” 时, 由于很难选取主元, 或者
选取主元时没有考虑到系统的实际需求及量纲对主

元选取的影响, 使得主元没有代表性. 而本文建立的

RPCA 方法, 克服了采用 PCA 方法时存在的一些
问题, 并具有如下优点:

1) 避免了在不同量纲意义下, 协方差大的变量
在选取主元时起主要作用;

2) 考虑到不同分量在系统中的不同重要性. 从
而能够更准确地辨识出系统故障, 仿真结果也显示
了算法的优越性.

本文仅是提出了相对主元的概念, 并得到相
应的 RPCA 方法, 虽然与传统方法相比具有出更
多的优良特性, 但还有不少需进一步研究的工作,
例如:

1) 如何基于实际系统来求取比重因子;
2) 如何自适应地选取标准化因子;
3) 相对化变换使得系统的特征结构发生变化,

因此能否找到变换前后特征值之间的关系将是十分

有意义的.
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