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一类不确定切换奇异系统的

动态输出反馈鲁棒HHH∞控制
付主木 1, 2 费树岷 2

摘 要 研究一类由任意有限多个不确定子系统组成的切换奇异系统

的动态输出反馈鲁棒 H∞ 控制问题. 利用共同 Lyapunov 函数方法和

凸组合技术, 给出由矩阵不等式表示的控制器存在的充分条件, 并设计了

相应的子控制器和切换策略. 采用消元法, 将该矩阵不等式转化为一组线

性矩阵不等式 (LMIs). 最后, 数值实例验证了所提方法的有效性.

关键词 不确定切换系统, 奇异系统, 鲁棒 H∞ 控制, 动态输出反馈,

线性矩阵不等式
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Robust HHH∞ Dynamic Output

Feedback Stabilization for a Class of
Uncertain Switched Singular Systems

FU Zhu-Mu1, 2 FEI Shu-Min2

Abstract Robust H∞ dynamic output feedback control prob-

lem for a class of uncertain switched singular systems is inves-

tigated. Based on common Lyapunov function approaches and

convex combinations techniques, a sufficient condition for the ex-

istence of sub-controllers that is expressed by matrix inequalities

is presented and both sub-controllers and switching strategy are

designed. Then, using eliminated element method, the matrix

inequalities are translated into linear matrix inequalities (LMIs).

Finally, a numerical example is given to show the effectiveness

of the proposed method.

Key words Uncertain switched systems, singular systems,

robust H∞ control, dynamic output feedback, LMIs

奇异系统的研究始于 20世纪 70年代,是一类更一般化、

有着较强应用背景的动力系统, 它广泛存在于许多实际系统

模型中, 如电力电子系统、能源系统、航天工程、化学反应过

程、经济系统、社会系统和生物系统等[1]. 随着 H∞ 控制理
论的日趋成熟和完善[2], 奇异系统的 H∞ 控制理论也相应地
得到了发展, 并取得了许多重要成果[3−5].

与奇异系统及其 H∞ 控制理论的蓬勃发展情况相类似
的是切换系统的研究. 切换系统是一类模型简单而研究较多

的混杂动态系统, 一般由一族子系统和描述它们之间联系的

切换策略组成. 切换系统本质上是一种复杂的时变非线性系

统, 利用切换可以获得较好的系统性能. 例如, 两个不稳定的

子系统可以通过适当的切换使系统渐近稳定[6]. 由于切换系

统在改善系统性能方面的作用, 切换系统在稳定性分析与综
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合、可控可达性条件以及 H∞ 控制等方面取得了一系列研究
成果[6−16], 其中对切换系统 H∞ 控制的研究刚刚起步. 文献

[8] 研究了一类不确定切换系统具有 H∞ 性能指标的鲁棒镇
定问题, 文献 [9] 研究了一类切换线性系统的 H∞ 状态反馈
控制, 北京大学的王龙及其科研小组研究了一类不确定线性

切换系统 H∞ 状态反馈和静态输出反馈问题[10−12].

但目前研究的切换系统, 其子系统都是正常的线性或非

线性系统, 而关于切换奇异系统的研究尚不多见. 文献 [13]

研究了切换线性奇异系统能达的一个必要条件; 文献 [14] 给

出了一类由任意有限个子系统组成的切换线性奇异系统容许

控制器的设计方法; 文献 [15−16] 利用共同 Lyapunov 函数

方法, 分别研究了一类离散和连续切换线性奇异系统在任意

切换律下的稳定性. 在此, 作者研究一类不确定切换奇异系

统的动态输出反馈鲁棒 H∞ 控制问题, 给出了控制器的存在

条件和切换策略的设计方法, 并给出一个求解动态输出反馈

控制器增益矩阵的算法.

1 问题描述

考虑如下不确定切换系统




Eẋxx = (Aσ(t) + ∆Aσ(t))xxx + B1σ(t)ωωω+

(B2σ(t) + ∆Bσ(t))uuu

zzz = C1σ(t)xxx + Dσ(t)uuu

yyy = C2σ(t)xxx

(1)

其中, xxx ∈ Rnx 为系统的状态, uuu ∈ Rnu 为控制输入,
ωωω ∈ Rnω 且 ωωω ∈ L2 [0,∞) 为外部扰动, zzz ∈ Rnz 为
受控输出, yyy ∈ Rny 是量测输出; σ : [0,∞) → N̄ =
{1, 2, · · · , N} 为分段常值切换信号, σ(t) = i 表示第 i
个子系统被激活. E ∈ Rnx×nx 且 rank E = rp < nx;
Ai, B1i, B2i, C1i, C2i, Di, ∀ i ∈ N̄ 为系统相应维数定常矩阵;
∆Ai(t), ∆Bi(t) 表示时变不确定矩阵, 且具有如下形式

[
∆Ai(t) ∆Bi(t)

]
= GiΣi(t)

[
F1i F2i

]
, ∀ i ∈ N̄ (2)

其中矩阵 Σi(t) ∈ Rj×k 的元素 Lebegue 可测且满足

ΣT
i (t)Σi(t) ≤ Ik (3)

对所有的 t ∈ R 都成立, 这里 Ik 是 k 阶单位阵, Gi, F1i 和

F2i 是已知适当维数矩阵.

定义 1. 如果 σ(t−k ) 6= σ(t+k ) 且 σ(t) = σ(t+k ) = ik, t ∈
[tk, tk+1), 则称序列 {(tk, ik)}, k ∈ {0, 1, · · · } 是由切换信号
σ(t) 生成的切换序列. 称时间区间 [tk, tk+1) 为第 ik 个子系

统的驻留时间.

定义 2. 考虑系统 (1) 的自由系统 (Unforce system) 如

下

Eẋxx = Aixxx (4)

1) 对每个 i ∈ N̄, 存在 s ∈ C, 使得 det(sE − Ai) 6= 0,

则称切换奇异系统 (4) 是正则的;

2) 如果系统 (4) 是正则的, 对所有 s ∈ C, 均满足

deg(det(sE − Ai)) = rank E, i ∈ N̄, deg(P (s)) 表示多项

式 P (s) 的次数, 则称切换奇异系统 (4) 是无脉冲的.

注 1. 本文所讨论的切换奇异系统均是正则和无脉冲的.

本文的控制目标为: 对于给定的正实数 γ, 设计系统 (1)

中各子系统动态输出反馈 H∞ 控制器 Ki(s), 其状态空间实
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现有如下形式
{

EK
˙̃xxx(t) = AKix̃xx(t) + BKiyyy(t)

uuu(t) = CKix̃xx(t) + DKiyyy(t), i ∈ N̄
(5)

以及切换策略 σ : [0,∞) → N̄, 使得闭环系统

{
Ecξ̇ξξ = (Acσ(t) + ∆Acσ(t))ξξξ + Bcσ(t)ωωω

zzz = Ccσ(t)ξξξ
(6)

满足如下鲁棒 H∞ 性能:

1) 当外部干扰 ωωω = 0 时, 闭环系统是渐近稳定的;

2) 当初态 ξξξ(0) = 0 时, 对于 ∀T > 0 成立∫ T

0
zzzT(t)zzz(t)dt < γ2

∫ T

0
ωωωT(t)ωωω(t)dt, ∀ωωω(t) ∈ L2[0, T ].

其中, x̃xx ∈ Rnx̃ 是控制器状态, rank (EK) = rk <
nx̃, AKi , BKi , CKi , DKi 是待确定的控制器参数矩阵, 且

ξξξ = [xxxT x̃xxT]T, Aci = Ao
i + Bo

2iKiC
o
2i

Cci = Co
1i + Do

i KiC
o
2i, C

o
1i = [C1i 0]

∆Aci = ∆Ao
i + ∆Bo

i KiC
o
2i, D

o
i = [Di 0]

Bci = Bo
1i =

[
B1i

0

]
, Ec =

[
E 0

0 EK

]

Ao
i =

[
Ai 0

0 0

]
, Bo

2i =

[
B2i 0

0 I

]

∆Ao
i =

[
∆Ai 0

0 0

]
, ∆Bo

i =

[
∆Bi 0

0 0

]

Co
2i =

[
C2i 0

0 I

]
, Ki =

[
DKi CKi

BKi AKi

]

2 主要结果

显然, 为完成设计任务, 需要分析和设计控制器 (5) 及切

换策略 σ(t). 本节首先介绍一个引理, 其证明参见文献 [17].

引理 1[17]. 对任意同维向量或矩阵 X 和 Y , 有

XTY + Y TX ≤ XTPX + Y TP−1Y , ∀P > 0

成立.

对系统 (1) 所描述的不确定切换奇异系统的动态输出反

馈鲁棒 H∞ 控制问题, 有如下结果:

定理 1. 若存在非奇异阵 Xc, 正实数 γ 和 ε, 实数 αi ≥
0, ∀ i ∈ N̄ (

∑N
i=1 αi = 1), 满足下列矩阵不等式

ET
c Xc = XT

c Ec ≥ 0 (7)



AT
c Xc + XT

c Ac ∗ ∗ ∗ ∗
γ−1BT

c Xc −I ∗ ∗ ∗
Cc 0 −I ∗ ∗

ε−1GT
c Xc 0 0 −I ∗

εFc 0 0 0 −I




< 0 (8)

其中,

Ac = Ao + Bo
2KCo

2 , Cc = Co
1 + DoKCo

2

Bc = Bo
1 =

[ √
α1B

o
11,
√

α2B
o
12, · · · ,

√
αNBo

1N

]

Bo
2 =

[
α1B

o
21, α2B

o
22, · · · , αNBo

2N

]

Gc = Go =
[ √

α1G
o
1,
√

α2G
o
2, · · · ,

√
αNGo

N

]

Fc = F o
1 + F o

2 KCo
2 , Gci = Go

i =
[

GT
i 0

]T

Fci = F o
1i + F o

2iKiC
o
2i, F o

1i = [F1i 0], F o
2i = [F2i 0]

Co
1 =

[ √
α1(C

o
11)

T,
√

α2(C
o
12)

T, · · · ,
√

αN (Co
1N )T

]T

Co
2 =

[
(Co

21)
T, (Co

22)
T, · · · , (Co

2N )T
]T

Do = diag
{ √

α1D
o
1,
√

α2D
o
2, · · · ,

√
αNDo

N

}

F o
1 =

[ √
α1(F

o
11)

T,
√

α2(F
o
12)

T, · · · ,
√

αN (F o
1N )T

]T

F o
2 = diag

{ √
α1F

o
21,
√

α2F
o
22, · · · ,

√
αNF o

2N

}

Ao =
N∑

i=1

αiA
o
i , K = diag

{
K1, K2, · · · , KN

}

“ * ” 表示对称位置上的转置矩阵 (下文同). 则存在子控制

器和切换策略使系统 (6) 满足鲁棒 H∞ 性能 1) 和 2). 相应

的子控制器和切换策略可选取为

uuu = Ki(s)yyy (9)

σ(t) = arg min
i∈N̄

{ξξξT(AT
ciXc + XT

c Aci + CT
ciCci + ε2FT

ciFci +

γ−2XT
c BciB

T
ciXc + ε−2XT

c GciG
T
ciXc)ξξξ} (10)

注 2. 1) 定理 1 中的条件表明, 通过控制器 (5) 和切换

策略 σ(t), 可使闭环系统满足鲁棒 H∞ 性能指标, 而并不要

求每个子系统在整个状态空间上都满足鲁棒 H∞ 性能指标,

甚至不要求各子系统渐近稳定;

2) 系统 (1) 从控制输入到受控输出的增益矩阵并不受

是否列满秩的约束;

3) 所获条件只是充分条件, 而非必要的.

证明. 1) 假设外部干扰 ωωω(t) = 0, Xc, γ, ε 和 αi 满足定

理 1 条件. 由 Schur 补引理, 式 (8) 可化为

AT
c Xc + XT

c Ac + γ−2XT
c BcB

T
c Xc +

ε−2XT
c GcG

T
c Xc + ε2FT

c Fc + CT
c Cc < 0

由各矩阵的定义, 对 ∀ξξξ ∈ Rnx+nx̃\{0}, 有
N∑

i=1

αi(ξξξ
T(AT

ciXc + XT
c Aci + γ−2XT

c BciB
T
ciXc +

ε−2XT
c GciG

T
ciXc + ε2FT

ciFci + CT
ciCci)ξξξ) < 0

由切换策略 (10), 对 ∀ t ≥ 0, 有

ξξξT(AT
cσ(t)Xc + XT

c Acσ(t) + γ−2XT
c Bcσ(t)B

T
cσ(t)Xc+

ε−2XT
c Gcσ(t)G

T
cσ(t)Xc + ε2FT

cσ(t)Fcσ(t)+

CT
cσ(t)Ccσ(t))ξξξ < 0 (11)

令 {(tk, ik)|ik ∈ N̄; k = 0, 1, · · · ; 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · } 是
由切换策略 (10) 在时间间隔 [0,∞) 上生成的切换序列. 在

该切换序列作用下, 取 Lyapunov 函数为 V (ξξξ) = ξξξTET
c Xcξξξ,

沿着切换系统 (6) 轨迹的导数为

V̇ (ξξξ) = ξξξT(AT
cik

Xc + XT
c Acik )ξξξ + (BT

cik
Xcξξξ)

Tωωω +

ξξξT(∆AT
cik

Xc + XT
c ∆Acik )ξξξ + ωωωT(BT

cik
Xcξξξ)

t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, · · · (12)

由式 (2) 和各矩阵的定义, 可得到 ∆Acik = GcikΣikFcik , 代
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入式 (11) 并由式 (3) 和引理 1, 有

V̇ (ξξξ) ≤ ξξξT(AT
cσ(t)Xc + XT

c Acσ(t) +

γ−2XT
c Bcσ(t)B

T
cσ(t)Xc + ε2FT

cσ(t)Fcσ(t) +

ε−2XT
c Gcσ(t)G

T
cσ(t)Xc)ξξξ + γ2ωωωTωωω

t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, · · · (13)

则当 ωωω = 0 时, 在切换策略 (10) 的作用下, 根据式 (7) 和

(11), V (ξξξ) ≥ 0, V̇ (ξξξ) < 0 对所有 t ≥ 0 都成立. 从而, 当外

部扰动输入 ωωω = 0 时, 闭环系统 (6) 在切换策略 (10) 的作用

下是渐近稳定的.

2) 假设 ξξξ(0) = 0, 对任意给定的 T > 0, 引入性能指标

JT =

∫ T

0

(zzzT(t)zzz(t)− γ2ωωωT(t)ωωω(t))dt

令 {(tk, ik)|ik ∈ N̄, k = 0, 1, · · · , s; 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤
ts = T} 是由切换策略 (10) 在区间 [0, T ] 上生成的切换序

列. 在该切换序列作用下, 仍取 Lyapunov 函数为 V (ξξξ) =

ξξξTET
c Xcξξξ, 注意到 ξξξ(t0) = ξξξ(0) = 0, 对 ∀ωωω ∈ L2[0, T ], 利

用式 (13) 和系统 (6), 有

JT =

s−1∑

k=0

(

∫ tk+1

tk

(zzzTzzz − γ2ωωωTωωω + V̇ (ξξξ))dt−

(V (ξξξ(tk+1))− V (ξξξ(tk)))) ≤
s−1∑

k=0

(

∫ tk+1

tk

ξξξT(AT
cik

Xc + XT
c Acik +

γ−2XT
c BcikBT

cik
Xc + CT

cik
Ccik +

ε−2XT
c GcikGT

cik
Xc + ε2FT

cik
Fcik )ξξξdt)

由矩阵不等式 (11) 可从上式得到 JT < 0. 故对于 ∀T >

0, ∀ωωω ∈ L2[0, T ], 有
∫ T

0
zzzTzzzdt < γ2

∫ T

0
ωωωTωωωdt. ¤

在矩阵不等式 (8) 中, 关于矩阵变量 Xc 和控制器参数

矩阵 AKi , BKi , CKi , DKi 是非线性的, 不能直接求解. 以下

采用消元法将问题的求解变为 LMIs 的形式, 以方便求解.

为论述方便, 不失一般性, 假设

E =

[
Irp 0

0 0

]
, EK =

[
Irk 0

0 0

]
(14)

注 3. 对于一般形式的 E, 可以通过非奇异变换化为式

(14).
显然, 若定义 HXc , TXc 为

HXc =




(Ao)TXc + XT
c Ao ∗ ∗ ∗ ∗

γ−1(Bo
1)TXc −I ∗ ∗ ∗

Co
1 0 −I ∗ ∗

ε−1(Go)TXc 0 0 −I ∗
εF o

1 0 0 0 −I




TXc =




AoX−1
c + X−T

c (Ao)T ∗ ∗ ∗ ∗
γ−1(Bo

1)T −I ∗ ∗ ∗
Co

1X−1
c 0 −I ∗ ∗

ε−1(Go)T 0 0 −I ∗
εF o

1 X−1
c 0 0 0 −I




.(15)

则矩阵不等式 (8) 可表示为

HXc + PT
Xc

KQ + QTKTPXc < 0 (16)

式中, PXc =
[

(Bo
2)TXc 0 (Do)T 0 ε(F o

2 )T
]
,

Q =
[

Co
2 0 0 0 0

]
.为得到 LMIs 形式, 需要如下

引理.

引理 2[18]. 设 P, Q 和 H 是给定的适当维数矩阵, 且

H 是对称的, P⊥ 和 Q⊥ 分别表示 P 和 Q 的核空间, 即

PP⊥ = 0, QQ⊥ = 0, 则存在矩阵 X, 使得

H + PTXQ + QTXTP < 0

当且仅当

P⊥THP⊥ < 0, Q⊥THQ⊥ < 0

引理 3. 假定 Xc 非奇异, 矩阵 P = [(Bo
2)T 0

(Do)T 0 ε(F o
2 )T], HXc , TXc 如式 (15), 则 P⊥T

Xc
HXcP⊥Xc

<

0 ⇐⇒ P⊥TTXcP⊥ < 0.

证明. 注意到 PXc = PS, S = diag{Xc, I, I, I, I},
进一步结合 PXc 和 P⊥ 的定义, 得 P⊥Xc

= S−1P⊥. 从

而由 S−THXcS−1 = TXc , 得 P⊥T
Xc

HXcP⊥Xc
< 0 ⇐⇒

P⊥TS−THXcS−1P⊥ < 0 ⇐⇒ P⊥TTXcP⊥ < 0, 即引理

结论成立. ¤
引理 4. 对系统 (1), 若采用动态输出反馈 H∞ 控制器式

(5), 则条件 (7)、(8) 成立的充要条件为存在非奇异阵 Xc, 使

得下列不等式成立

ET
c Xc = XT

c Ec ≥ 0

Q⊥THXcQ⊥ < 0, P⊥TTXcP⊥ < 0 (17)

证明. 由引理 2 和 3 可直接得到式 (17). ¤
为了简化条件 (17), 由 ET

c Xc = XT
c Ec ≥ 0, 可将矩阵

Xc 和 X−1
c 写成如下形式

Xc =




X1 0 N1 0

X3 X4 N3 N4

NT
1 0 L1 0

N7 N8 L3 L4




X−1
c =




Y1 0 M1 0

Y3 Y4 M3 M4

MT
1 0 S1 0

M7 M8 S3 S4




X1 = XT
1 , L1 = LT

1 , Y1 = Y T
1 , S1 = ST

1 (18)

其中, X1、Y1 ∈ Rrp×rp , X4、Y4 ∈ R(nx−rp)×(nx−rp),

L1、S1 ∈ Rrk×rk , L4、S4 ∈ R(nx̃−rk)×(nx̃−rk), 其他子

矩阵具有相应维数. 根据上述 Xc 和 X−1
c 的形式, 有如下引

理:
引理 5. 假定存在如式 (18) 的 Xc 和 X−1

c 使得式 (17)
成立, 对系统矩阵进行如下分解

Ai =

[
Ai11 Ai12

Ai21 Ai22

]
, B1i =

[
Bi11

Bi12

]
, Gi =

[
Gi1

Gi2

]

C1i =
[

Ci11 Ci12

]
, F1i =

[
Fi11 Fi12

]

Ai11 ∈ Rrp×rp , Bi11 ∈ Rrp×nω , Ci11 ∈ Rnz×rp

Gi1 ∈ Rrp×rp , Fi11 ∈ Rrp×nω

则 Q⊥THXcQ⊥ < 0, P⊥TTXcP⊥ < 0 可等价于下列矩阵不
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等式




Ā21

Ā22
C2

B̄12 0

0 0

Ḡ2 0

0 0




⊥T 


ATX0 + XT
0 A ∗ ∗ ∗ ∗

γ−1BT
1 X0 −I ∗ ∗ ∗

C1 0 −I ∗ ∗
ε−1GTX0 0 0 −I ∗

εF1 0 0 0 −I




︸ ︷︷ ︸
H0

×




Ā21

Ā22
C2

B̄12 0

0 0

Ḡ2 0

0 0




⊥

< 0, X0 =

[
X1 0

0 0

]
(19)




ĀT
12

ĀT
22

BT
2

C̄T
12 DT

F̄T
12 εFT

2
0 0

0 0




⊥T 


AY0 + Y T
0 AT ∗ ∗ ∗ ∗

C1Y0 −I ∗ ∗ ∗
εF1Y0 0 −I ∗ ∗
ε−1GT 0 0 −I ∗
γ−1BT

1 0 0 0 −I




︸ ︷︷ ︸
T0

×




ĀT
12

ĀT
22

BT
2

C̄T
12 DT

F̄T
12 εFT

2
0 0

0 0




⊥

< 0, Y0 =

[
Y1 0

0 0

]
(20)

其中,

A =

N∑

i=1

αiAi, Ā12 =

N∑

i=1

αiAi12, Ā21 =

N∑

i=1

αiAi21

Ā22 =

N∑

i=1

αiAi22, B2 =
[

α1B21, α2B22, · · · , αNB2N

]

B1 =
[ √

α1B11,
√

α2B12, · · · ,
√

αNB1N

]

B̄12 =
[ √

α1B112,
√

α2B212, · · · ,
√

αNBN12

]

C1 =
[ √

α1CT
11,
√

α2CT
12, · · · ,

√
αNCT

1N

]T

C̄12 =
[ √

α1CT
112,

√
α2CT

212, · · · ,
√

αNCT
N12

]T

C2 =
[

CT
21, CT

22, · · · , CT
2N

]T

D = diag
{ √

α1D1,
√

α2D2, · · · ,
√

αNDN

}

G =
[ √

α1G1,
√

α2G2, · · · ,
√

αNGN

]

Ḡ2 =
[ √

α1G12,
√

α2G22, · · · ,
√

αNGN2

]

F1 =
[ √

α1FT
11,
√

α2FT
12, · · · ,

√
αNFT

1N

]T

F̄12 =
[ √

α1FT
112,

√
α2FT

212, · · · ,
√

αNFT
N12

]T

F2 = diag
{ √

α1F21,
√

α2F22, · · · ,
√

αNF2N

}

证明. 引入如下简写矩阵

Xl =
[

X3, X4

]
, Yl =

[
Y3, Y4

]

Xc =

[
X Nu

Nl L

]
, X−1

c =

[
Y Mu

Ml S

]

根据各矩阵的定义, 可以得到

HXc =




ATX + XTA ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
NT

u A 0 ∗ ∗ ∗ ∗
γ−1BT

1 X γ−1BT
1 Nu −I ∗ ∗ ∗

C1 0 0 −I ∗ ∗
ε−1GTX ε−1GTNu 0 0 −I ∗

εF1 0 0 0 0 −I




TXc =




AY + Y TAT ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
MT

u AT 0 ∗ ∗ ∗ ∗
γ−1BT

1 0 −I ∗ ∗ ∗
C1Y C1Mu 0 −I ∗ ∗

ε−1GT 0 0 0 −I ∗
εF1Y εF1Mu 0 0 0 −I




(21)

Q⊥ 和 P⊥ 可以表示如下

Q⊥T =

[
C⊥T

2 0 0 0 0 0

0 0 I I I I

]

P⊥T =

[
BT⊥T

2 0 0 DT⊥T 0 FT⊥T
1

0 0 I 0 I 0

]

由于 Q⊥ 和 P⊥ 中有全零行, 则不等式 (17) 等价于




C⊥2 0

0 I

0 I

0 I

0 I




T 


ATX + XTA ∗ ∗ ∗ ∗
γ−1BT

1 X −I ∗ ∗ ∗
C1 0 −I ∗ ∗

ε−1GTX 0 0 −I ∗
εF1 0 0 0 −I




︸ ︷︷ ︸
H′

×




C⊥2 0

0 I

0 I

0 I

0 I




< 0 (22)




BT⊥
2 0

DT⊥ 0

εFT⊥
2 0

0 I

0 I




T 


AY + Y TAT ∗ ∗ ∗ ∗
C1Y −I ∗ ∗ ∗
εF1Y 0 −I ∗ ∗

ε−1GT 0 0 −I ∗
γ−1BT

1 0 0 0 −I




︸ ︷︷ ︸
T ′

×




BT⊥
2 0

DT⊥ 0

εFT⊥
2 0

0 I

0 I




< 0 (23)

令 PH = [C2 0 0 0 0], PT =
[
BT

2 DT εFT
2 0 0

]
, 则不等式

(22)、(23) 可写为

P⊥T
H H ′P⊥H < 0, P⊥T

T T ′P⊥T < 0 (24)

引 入 矩 阵 QH =
[

Inx 0 0 0 0
]
, QT =[

Inx 0 0 0 0
]
, 则

Q⊥T
H H ′Q⊥H < 0, Q⊥T

T T ′Q⊥T < 0 (25)

由引理 2, 存在适当维数矩阵 β, δ 可将式 (22)、(23) 化为

H ′ + PT
HβQH + QT

HβTPH < 0

T ′ + PT
T δQT + QT

T δTPT < 0 (26)
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将 H0 从 H ′ 分离出来 (对 T0 类似)

H′ = H0 +
[

Ā21 Ā22 B̄12 0 Ḡ2 0
]T

Xl ×
[
I 0 0 0 0

]
+

[
I 0 0 0 0

]T ×
XT

l

[
Ā21 Ā22 B̄12 0 Ḡ2 0

]
(27)

由式 (26) 和 (27), 有

H0 +




Ā21 Ā22 B̄12 0 Ḡ2 0

C2 0 0 0 0




T [
Xl

β

]
×

[
I 0 0 0 0

]
+

[
I 0 0 0 0

]T ×
[
Xl

β

]T




Ā21 Ā22 B̄12 0 Ḡ2 0

C2 0 0 0 0


 < 0

由引理 2 即可得证. ¤
引理 6[18]. 设 X11、Y11 是Rn×n 中给定的对称正定阵,

r 是一个正整数, 则存在矩阵 X12、Y12 ∈ Rn×r, 对称矩阵
X22、Y22 ∈ Rr×r, 满足

[
X11 X12

XT
12 X22

]
> 0,

[
X11 X12

XT
12 X22

]−1

=

[
Y11 Y12

Y T
12 Y22

]
,

当且仅当

[
X11 I

I Y11

]
≥ 0, rank

[
X11 I

I Y11

]
≤ n + r.

引理 7. Xc 和 X−1
c 的参数如式 (18), 则 ET

c Xc =
XT

c Ec ≥ 0 成立, 当且仅当下式成立

[
X1 I

I Y1

]
≥ 0, X1 > 0, Y1 > 0 (28)

证明. 由 ET
c Xc = XT

c Ec 可得式 (18). 根据

rank(ET
c Xc) = rp + rk, 故 ET

c Xc ≥ 0 ⇐⇒[
X1 N1

NT
1 L1

]
> 0, 由 式 (18) 进 一 步 可 推 出

[
X1 N1

NT
1 L1

] [
Y1 M1

MT
1 S1

]
= I, 即 Y1 > 0, 根据引理 7

即可得不等式 (28). ¤
定理 2. 对系统 (1), 若采用动态输出反馈 H∞ 控制器

式 (5)(矩阵 E 和 EK 如式 (14)), 则其闭环系统 (6) 满足鲁

棒H∞ 性能指标 1) 和 2) 的条件是: 对给定的正实数 γ 和 ε,

以及实数 αi ≥ 0, ∀i ∈ N̄(
∑N

i=1 αi = 1 ), 线性矩阵不等式

(19)、(20) 和 (28) 有解 X1, Y1. 相应的控制器和切换策略分

别为式 (9) 和 (10).

证明. 只需证明式 (19)、(20) 和 (28) 与定理 1 的条件式

(7) 和 (8) 等价即可. 由引理 4, 条件式 (7) 和 (8) 等价于式

(17), 又由引理 5 和引理 7, 式 (17) 等价于式 (19)、(20) 和

(28), 即可得到定理 2 结论成立. ¤

对如式 (17) 的 Xc 进行如下变形

XcΠ1 = Π2, Π1 =




Y1 0 Irp 0

Y3 Y4 0 I(nx−rp)

MT
1 0 0 0

M7 M8 0 0




Π2 =




Irp 0 X1 0

0 I(nx−rp) X3 X4

0 0 NT
1 0

0 0 N7 N8




(29)

由于 Xl, Yl 不影响到式 (18) 或 (29) 中矩阵 Xc 的存

在性, 如果给定矩阵 Xj , Yj , j ∈ {1, 3, 4}, 我们总能选择
Mk, Nk, k ∈ {1, 7, 8}, 使得 Π1, Π2 非奇异, 这样使式 (17) 成

立的 Xc 也为非奇异阵.

根据以上得到的鲁棒 H∞ 控制器存在条件, 可以按以下

的步骤设计所需要的动态输出反馈鲁棒 H∞ 控制器:

步骤 1. 求取满足定理 2 条件式 (19)、(20) 和 (28) 的矩

阵 X1、Y1;

步骤 2. 将步骤 1解得的矩阵X1、Y1 代入式 (22)、(23),

求解 Xl 和 Yl;

步骤 3. 选择使 (29) 中 Π1, Π2 为非奇异阵的矩阵

Mk, Nk, k ∈ {1, 7, 8}, 计算矩阵 Xc = Π2Π
−1
1 ;

步骤 4. 随即产生满足约束条件的 αi, 将由步骤 3 所得

矩阵 Xc 代入到矩阵不等式 (16) 中, 可得到只包含控制增益

矩阵变量集 K 的线性矩阵不等式, 从而可以应用求解 LMIs

的工具求出K.

3 数值算例

考虑由 2 个不确定子系统组成的切换奇异系统 (1),
i ∈ {1, 2}, 参数如下:

E =

[
1 0

0 0

]
, A1 =

[
1 −4

−1 −100

]
,BBB11 =

[
0.7

1.5

]

A2 =

[ −100 2

2 1

]
,BBB12 =

[ −4

0.2

]
,BBB21 =

[
0.5

0.1

]

BBB22 =

[ −0.1

0.2

]
,GGG1 =

[
1

2

]
,GGG2 =

[
2

1

]
, D1 = 2

CCC11 = CCC21 =
[ −1 2

]
,CCC12 = CCC22 =

[
2 1

]

D2 = 1,FFF 11 =
[

0.8 0
]
,FFF 12 =

[
1 −1

]
, F21 = 0.2

F22 = 0.3, Σ1(t) = sin(t), Σ2(t) = cos(t)

取 H∞ 指标 γ = 1, α1 = 0.6, α2 = 0.4, 常数 ε = 1, 初始状
态 ξξξ(0) = [ 3 − 1 2 1 ]T. 根据定理 2, 由Matlab 中的 LMI
工具箱, 求得 X1, Y1 的一个可行解为

X1 =

[
2.4952 −0.0805

−0.0805 2.0062

]

Y1 =

[
2.8204 −0.0030

−0.0030 2.0087

]
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由式 (16), 求得 2 个动态输出反馈子控制器增益矩阵为

K1 =



−0.4891 0.0251 0.0209

−7.8482 −96.8061 −19.0481

−3.1077 23.2422 −79.6014




K2 =




−0.9600 0.1247 −0.1540

−27.6270 −4.3455 −18.0171

25.8217 1.3917 −71.8225




4 结论

本文针对一类由任意有限多个不确定子奇异系统组成的

切换线性奇异系统, 建立了动态输出反馈鲁棒 H∞ 控制器和
切换策略的设计方法. 利用消元法, 得到了一组由线性矩阵

不等式表示的使相应闭环系统渐近稳定且满足鲁棒 H∞ 性
能指标的充分条件. 利用 Matlab 中 LMI 工具箱, 给出了一

个数值仿真实例, 验证了该方法的有效性. 本文所得结果只

是针对一类特殊不确定切换奇异系统 (各子系统的奇异阵 Ei

均相同), 如何对更一般的不确定切换奇异系统 (各子系统的

奇异阵 Ei 均不相同) 进行分析将是后续工作的重点.
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