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具有优先权的M/G/1重试可修排队系统

朱翼隽1 周宗好1 冯艳刚1

摘 要 在服务台忙的情况下,到达服务台的顾客以概率q进入无限位置的优先队列而以概率p进入无限位置的重试轨

道(orbit),并且按照先到先服务(FCFS)规则排队,假定只有队首的顾客允许重试,同时考虑服务台可修的因素,证明了系统稳

态解存在的充要条件.利用补充变量法求得稳态时两个队列与系统的平均队长、顾客等待时间、服务台的各种状态概率以及可

靠性指标.
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M/G/1 Retrial Queue System with Priority and Repair

ZHU Yi-Juan1 ZHOU Zong-Hao1 FENG Yan-Gang1

Abstract Arriving customers who find the server busy join the infinite priority queue with probability q and join the

infinite retrial group (orbit) with complementary probability p in accordance with an FCFS discipline. The necessary and

sufficient condition for the stability of the system is obtained, assuming that only the customer at the head of the orbit is

allowed to retry for service and considering the factor of server breakdowns. The steady-state distributions of the numbers

of customers in the priority queue, the orbit, and the system are obtained, along with average waiting times with the

method of VMP. The main reliability indices of server, the probability that the server is idle, the service and the repair

are also derived.

Key words Markov chain, steady-state distribution, repairable, priority queue, orbit

重试排队系统的特征就是当顾客到达服务台

发现服务台忙时,则必须离开服务区域一段时间后
再次要求服务.在经典的重试策略的排队系统中,每
个重试顾客重试时间间隔相互独立,且服从负指数
分布.但是, 1986年Fayolle[1]调查了M/M/1的电话交
换机模型发现:在重试组中只有队首的顾客允许重
试,该重试组被Farahmand[2]称作先到先服务重试轨

道(FCFS orbit),这种重试策略在通信网络和计算机
网络有着广泛的应用, Choi在文献[3−4] 中分别讨
论了其在通信网络ALOHA和CSMA/CD协议中的
应用.
但是,上面的文献均假设服务台是无故障的,这

显然与实际不符,例如,在给计算机输入指令或者通
信系统在传输数据时,系统发生故障而需修理.早
在1979年Shogan[5]与Neuts等[6]就分别研究了单服

务台和多服务台可修排队系统,但均仅限于一些排队
指标的研究,直到1982年曹晋华等[7]从可靠性的角度

全面地分析了一些可靠性指标.此后,关于服务台可
修排队系统的研究中,不但讨论排队指标而且也从可
靠性角度对其分析.最近, 岳德权等[8−9]从收益的角
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度出发,把修理工可以进行多重休假和服务员不可靠
的排队系统归结为可修排队系统进行研究,得到了许
多有用的可靠性指标,拓宽了可修排队系统的研究领
域.由于随机故障在具有重试性能的通信网络和计算
机系统中是不可避免的, 因此, Wang等[10−11]研究了

重试时间间隔服从负指数分布和一般分布的重试可

修排队系统,并且得到了全面的可靠性指标.
在实际生活的许多方面都存在一些含有优先权

服务的问题,比如在邮寄包裹的时候,加急件和特快
件比普通信件享有优先处理的权利;在计算机、电信
领域, 为了满足某种需要,有些信息必须比其他信息
得到更为迅速有效的处理,这些信息相对于其他一
般信息来说,就具有优先权等等.因此,优先权排队系
统被广泛地研究, Choi[12]总结了五种不同背景的具
有优先权的重试排队模型,胡根生等[13]研究了优先

权机制在通信网络中的应用,此外, Moreno[14]还求

得了具有优先权的重试排队系统许多排队指标,但均
没有考虑可修的因素,服务台的随机故障是不可避免
的,而且故障的修理会影响系统的排队指标,同时可
靠性指标也是服务台性能和服务质量的重要指标,因
此不可忽略.
本文研究了具有FCFS orbit、非强占型优先权

的M/G/1可修排队系统,它在通信与计算机系统中
有着重要的应用,例如,在电话交换机系统中,当一个
呼入或者呼出电话到达时服务台空闲,则立即占据
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服务台接受服务;若服务台在忙或者修理时,则呼出
电话进入缓冲器按到达的先后顺序排队等待,而呼入
电话受阻则进入重试区域等待重试, 当服务台空闲
时缓冲器里呼出电话优先被服务.考虑到交换机的随
机故障, 该模型可以归结为具有优先权的重试可修
排队系统,本文给出了遍历性条件的证明,并且利用
补充变量法求得该模型的各项排队指标和可靠性指

标,利用这些指标可以优化系统.

1 模型描述

1) 顾客到达过程服从参数为λ 的poisson流,假
定系统无等待位置,顾客到达时服务台空闲,则立即
占据服务台,否则以概率q进入优先权队列,而以概
率p = 1− q进入重试轨道;假定两个队列的容量都为
无穷,按FCFS规则排队.

2) 在重试轨道中只有队首的顾客允许重试,重
试时间间隔服从参数为σ的负指数分布.

3) 顾客的服务时间服从一般分布函数A(x),
a(x)、Ã(x)、α1、α2 分别表示其密度函数、拉普

拉斯司梯阶变换(LST)、一阶矩、二阶矩.
4) 系统只有在服务时间里才发生故障,失效率

为µ,且修复如新,顾客已经服务过的时间有效;修理
时间服从一般分布B(x), b(x)、B̃(x)、β1、β2分别表

示其密度函数、拉普拉斯司梯阶变换(LST)、一阶
矩、二阶矩.本文考虑“广义服务时间”为:顾客从接受
服务开始到服务结束的时间,它包括服务期间的修理
时间.

5) 假定顾客的到达过程、重试时间间隔、服务
时间和服务台修理时间相互独立,当一个服务结束
时,如果优先权队列有顾客则立即服务优先权队列的
顾客,否则新到达的顾客与重试轨道中的顾客按先到
先服务竞争接受服务.

6) 系统任意时刻的状态可由马尔可夫
过程{C(t), N1(t), N2(t), ξ1(t), ξ2(t)}表示,其
中C(t)表示服务台所处的状态(0、1、2分别表
示在t时刻服务台处于空闲、服务、修理状态),
N1(t)和N2(t)分别表示在t时刻优先权队列与重试

轨道中的顾客数;当C(t) = 1时, ξ1(t)表示在时刻t逝

去的服务时间;当C(t) = 2时, ξ2(t)表示在时刻t逝去

的修理时间.根据上述假设,马尔可夫过程的状态空
间为S = {0, 1, 2}×NNN×NNN×[0,∞)×[0,∞),令α(x),
β(x) 分别表示在x时刻服务、修理的风险率函数,即
有

α(x) =
a(x)

1−A(x)
β(x) =

b(x)
1−B(x)

2 稳态条件分析及证明

设τd表示第d个顾客离开系统的时刻, N1,d =

N1(τd + 0)与N2,d = N2(τd + 0)分别表示在τd前优

先权队列与重试轨道中的顾客数,则{xd = N1,d +
N2,d, d ∈ NNN}为状态空间NNN上的嵌入马氏链,因此有

N1, d =

{
N1, d−1 − 1 + v1, d 当 N1, d−1 ≥ 1

v1, d 当 N1, d−1 = 0
(1)

N2, d =





N2, d−1 + v2, d 当 N1, d−1 ≥ 1

N2, d−1 −Bd + v2, d

{
当N1, d−1 = 0
且N2, d−1 ≥ 1

v2, d

{
当N1, d−1 = 0
且N2, d−1 = 0

(2)
这里: Bd = 1当且仅当第d个被服务的顾客来自重试

轨道;否则Bd = 0; v1, d、v2, d 分别表示在第d个“广
义服务时间”里到达优先权队列与重试轨道中的顾
客数.

设Gn表 示 第n个 顾 客 的“广 义 服 务 时

间”,则Gn是一列独立同分布的随机变量
[7]且分

布函数为

D(t) = P{Gn ≤ t} =

∞∑
n=0

∫ ∞

0

B(n)(t− u)e−µu µu

n!
dA(u)

它的Laplace-Stieltjes变换为

D̃(s) =
∫ ∞

0

e−stdD(t) = Ã(s + µ− µB̃(s))

Re(s) > 0

且它的数学期望为

E(Gn) =
−dD̃(s)

ds
|s=0 = α1(1 + µβ1)

因此v1, d、v2, d的数学期望分别为

E(v1, d) =
d(

∞∑
n=0

∫∞
0

(λqx)j

j!
eλqxdD(x)zj)

dz
|z=1 = ρq

(3)

E(v2, d) =
d(

∞∑
n=0

∫∞
0

(λpx)j

j!
eλpxdD(x)zj)

dz
|z=1 = ρp

(4)
其中ρ = λ(1 + µβ1)α1,设

km,n =
∫ ∞

0

(λqx)m

m!
(λpx)n

n!
e−λxdD(x)
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为在一个广义服务时间里到达的优先权顾客数与重

试轨道中的顾客数的联合分布函数,容易得到

∞∑
m=0

∞∑
n=0

km,nzm
1 zn

2 = D̃(λ−λqz1−λpz2) =

Ã(λ+µ−λqz1−λpz2−µB̃(λ−λqz1−λpz2)) (5)

本文后面记:
∗ = λ + µ− λqz1 − λpz2 − µB̃(λ− λqz1 − λpz2)

定理 1. 以{xd, d ∈ NNN}表示第d个顾客服务完成

离开系统时系统中的顾客数,则{xd, d ∈ NNN}是遍历
的,当且仅当不等式ρ < σ/(λp + σ)成立.
证明. 显然{xd, d ∈ NNN}为一个不可约、非周

期的马氏链,由Foster准则[15]:一个不可约、非周期
的马尔可夫链是遍历的,当且仅当存在一个非负函
数f(j), j ∈ NNN及ε > 0,使得

xj = E[f(xd)− f(xd−1)|xd−1 = j]

对所有的自然数NNN有限,除有限个自然数外几乎所有
的j ∈ NNN都有xj ≤ −ε.

令f(m+n) = θm+n,这里θ是一个待定的正参

数, m为优先权队列中的顾客数, n为重试轨道中的

顾客数,同时考虑到式(3)和(4),那么有

xm+n = E[f(xd)− f(xd−1)|xd−1 = m + n] =





θρq + ρp 当 m = 0 且 n = 0

θρq + ρp− σ

λ + σ
当 m = 0 且 n ≥ 1

ρp− θ(1− ρq) 当 m ≥ 1 且 n ≥ 0

当下列条件被满足,则马尔可夫链{xd, d ∈
NNN}是正常返的.

θρq + ρp− σ

λ + σ
< 0 ρp− θ(1− ρq) < 0

那么θ ∈ [ ρp
1−ρq

, σ−(λ+σ)ρp

(λ+σ)ρq
],这样的θ存在的充要条件

是

ρp

1− ρq
<

σ − (λ + σ)ρp

(λ + σ)ρq
即 ρ <

σ

λp + σ
(6)

故若不等式ρ < σ/(λp + σ)成立,由Foster准则知,嵌
入马氏链{xd, d ∈ NNN}为遍历链.

记πi,j = limd→∞ P [N1,d = i,N2,d = j]为马氏

链{xd, d ∈ NNN}的平稳分布,那么其一步转移概率为

P(0,0)(i,j) = ki,j

P(0,n)(i,j) = (1− σ

λ + σ
)ki,j−n +

σ

λ + σ
ki,j−n+1

n = 1, 2, · · · , j

P(0,j+1)(i,j) =
σ

λ + σ
ki,0

P(m,n)(i,j) = ki−m+1,j−n

m = 1, 2, · · · i + 1, n = 0, 1, · · · , j

运用Kolmogorov方程有

πi,j =

π0,0ki,j + (1− δ0j)(1− σ

λ + σ
)

j∑
n=1

π0,nki,j−n+

σ

λ + σ

j+1∑
n=1

π0,nki,j−n+1 +
i+1∑
m=1

j∑
n=0

πm,nki−m+1,j−n

i ≥ 0 j ≥ 0 (7)

记

Φ(z1, z2) =
∞∑

i=0

∞∑
j=0

πi,jz
i
1z

j
2 Φ(z2) =

∞∑
j=1

π0,jz
j
2

把式(7)两边同时乘以zi
1z

j
2,并把i, j从0到∞依次相加

求和,同时考虑到式(5),则Kolmogorov方程变为

z1 − Ã(∗)
Ã(∗)

Φ(z1, z2) =

(λz2 + σ)z1 − (λ + σ)z2

(λ + σ)z2

Φ(z2)− (1− z1)π0,0 (8)

令

f(z1, z2) = z1 − Ã(∗) (9)

固 定z2且|z2| < 1,那 么f(z1, z2)是 关 于z1的 函

数;设|z1| = 1,则有: Re(∗) > 0 即| Ã(∗) |< 1,所
以有| z1 − (z1 − Ã(∗)) |=| Ã(∗) |< 1 = |z1|.

根据Rouche定理知方程f(z1, z2) = 0在单位
圆内存在唯一解z1 = g(z2), 那么在单位圆内方
程f(z1, z2) = 0可变为

f(g(z2), z2) = g(z2)− Ã(λ + µ− λqg(z2)− λpz2−
µB̃(λ− λqg(z2)− λpz2)) = 0

容易算出

g(1) = 1 (10)

g′(1) =
ρp

1− ρq
(11)

g′′(1) =
λ2p2[µβ2α1 + (1 + µβ1)2α2]

(1− ρq)3
(12)
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把z1 = g(z2)代入式(8),得

Φ(z2) =
(λ + σ)z2(1− g(z2))

(λz2 + σ)z1 − (λ + σ)z2

π0,0 (13)

把式(13)代入式(8),得

Φ(z1, z2) =

z1 − g(z2)

z1 − Ã(∗)
σ(1− z2)Ã(∗)

(λz2 + σ)g(z2)− (λ + σ)z2

π0,0

运用正则性条件Φ(1, 1) = 1,可得

π0,0 = 1− λp + σ

σ
ρ

显然可得ρ < σ/(λp + σ)也是马尔可夫链{xd, d ∈
NNN}正常返的必要条件. ¤

根据前面的模型描述知:该系统可以归结
为M/G̃/1系统,其中G̃为广义服务时间,由于系统的
到达过程为poisson流,由Burke定理[16]知,马尔可夫
过程{C(t), N1(t), N2(t), ξ1(t), ξ2(t)} 的稳态概率分
布存在当且仅当ρ < σ/(λp + σ)成立.

3 模型求解及相关指标

若系统满足不等式ρ < σ/(λp + σ)时,令

P
(0)
0,j = lim

t→∞
P [C(t) = 0, N1(t) = 0, N2(t) = j]

t ≥ 0, j ≥ 0

P
(1)
i,j (x)dx = lim

t→∞
P [C(t) = 1, N1(t) = i,

N2(t) = j, x ≤ ξ1(t) ≤ x + dx]

t ≥ 0, i ≥ 0, j ≥ 0, x ≥ 0

P
(2)
i,j (x, y)dy = lim

t→∞
P [C(t) = 2, N1(t) = i,

N2(t) = j, ξ1(t) = x, y ≤ ξ2(t) ≤ y + dy]

t ≥ 0, i ≥ 0, j ≥ 0, x ≥ 0, y ≥ 0

由补充变量法可得到下列微分方程组

λP
(0)
0,j + (1− δ0j)σP

(0)
0,j =

∫ ∞

0

P
(1)
0,j (x)α(x)dx

j ≥ 0 (14)

d
dx

P
(1)
i,j (x) = −(λ + α(x) + µ)P (1)

i,j (x)+

(1− δ0i)λqP
(1)
i−1,j(x) + (1− δ0j)λpP

(1)
i,j−1(x) +

∫ ∞

0

P
(2)
i,j (x, y)β(y)dy i ≥ 0, j ≥ 0 (15)

∂

∂y
P

(2)
i,j (x, y) = −(λ+β(y))P (2)

i,j (x, y)+

(1− δ0i)λqP
(2)
i−1,j(x, y) + (1− δ0j)λpP

(2)
i,j−1(x, y)

i ≥ 0, j ≥ 0 (16)

边界条件为

P
(1)
0,j (0) = δ0iλP

(0)
0,j + δ0iσP

(0)
0,j+1 +

∫ ∞

0

P
(1)
i+1,j(x)α(x)dx i ≥ 0, j ≥ 0 (17)

P
(2)
i,j (x, 0) = µP

(1)
i,j (x) i ≥ 0, j ≥ 0 (18)

正则性条件为

∞∑
j=0

P
(0)
0,j +

∞∑
i=0

∞∑
j=0

P
(1)
i,j (x)dx+

∞∑
i=0

∞∑
j=0

P
(2)
i,j (x, y)dxdy = 1 (19)

令

P0(z2) =
∞∑

j=1

P
(0)
0,j zj

2

P1(x, z1, z2) =
∞∑

i=0

∞∑
j=0

P
(1)
i,j (x)zi

1z
j
2

P2(x, y, z1, z2) =
∞∑

i=0

∞∑
j=0

P
(2)
i,j (x, y)zi

1z
j
2

利用上面的式(14)∼(19),讨论系统的稳态分布.
定理 2. 若ρ < σ/(λp + σ)成立,则有

P0(z2) =
σ(g(z2)− z1)

(λz2 + σ)g(z2)− (λ + σ)z2

P
(0)
0,0

(20)

P1(x, z1, z2) =
λσ(1− z2)

(λz2 + σ)g(z2)− (λ + σ)z2

×

z1 − g(z2)

z1 − Ã(∗)
[1−A(x)]e−(∗)xP (0)

0,0 (21)

P2(x, y, z1, z2) =
λσ(1− z2)

(λz2 + σ)g(z2)− (λ + σ)z2

×

µ(z1 − g(z2))

z1 − Ã(∗)
[1−A(x)]e−(∗)x ×

[1−B(y)]e−(λ−λqz1−λpz2))yP
(0)
0,0 (22)

其中

P
(0)
0,0 = 1− λp + σ

σ
ρ (23)
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证 明. 把 微 分 方 程(14)∼(18)两 边 同 时 乘
以zi

1z
j
2,并把i, j从0到∞依次相加求和,得微分方

程(24)∼(28).

(λ + σ)P0(z2)− σP
(0)
0,0 =

∫ ∞

0

P1(x, 0, z2)α(x)dx

(24)
∂

∂x
P1(x, z1, z2) = −(λ+α(x)+µ−λqz1−λpz2)×

P1(x, z1, z2) +
∫ ∞

0

P2(x, y, z1, z2)β(y)dy (25)

∂

∂x
P1(x, y, z1, z2) = −(λ + β(y)− λqz1 − λpz2)×

P2(x, y, z1, z2) (26)

P1(0, z1, z2) = (λ+σz−1
2 )P0(z2)−σz−1

2 P
(0)
0,0 +

z−1
1

∫ ∞

0

[P1(x, z1, z2)− P1(x, 0, z2)]α(x)dx (27)

P2(x, 0, z1, z2) = µP1(x, z1, z2) (28)

由式(26)得

P2(x, y, z1, z2) = P2(x, 0, z1, z2)[1−B(y)]×
e−(λ−λqz1−λpz2)y (29)

把式(29)代入式(25),同时考虑式(28),得

P1(x, z1, z2) = P1(0, z1, z2)[1−A(x)]e−(∗)x (30)

把式(24)、(30)代入式(27)得

[z1− Ã(∗)]P1(0, z1, z2) = [(λ+σz−1
2 )z1− (λ+σ)]×

P0(z2)−(σz−1
2 z1−σ)P (0)

0,0

(31)
由前面分析知,方程f(z1, z2) = z1 − Ã(∗)有

解z1 = g(z2),把z1 = g(z2)代入式(31)可得式(20),
再把式(20)代入式(31)得

P1(0, z1, z2) =
z1 − g(z2)

z1 − Ã(∗)
×

λσ(1− z2)
(λz2 + σ)g(z2)− (λ + σ)z2

P
(0)
0,0 (32)

再把式(30)、(32)代入式(25)得

P2(x, 0, z1, z2) =
λσ(1− z2)

(λz2 + σ)g(z2)− (λ + σ)z2

×

µ(z1 − g(z2))

z1 − Ã(∗)
[1−A(x)]e−(∗)xP (0)

0,0 (33)

最 后 把 式(33)、 (32)代 入 式(29)、 (30)即 可 得
式(21)、(22).

下面求P
(0)
0,0 ,令

P1(z1, z2) =
∫ ∞

0

P1(x, z1, z2)dx

P2(z1, z2) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

P2(x, y, z1, z2)dxdy

把式(21)、(22)中x, y都从0到∞积分分别可得到

P1(z1, z2) =
1− Ã(∗)

∗
z1 − g(z2)

z1 − Ã(∗)
×

λσ(1− z2)
(λz2 + σ)g(z2)− (λ + σ)z2

P
(0)
0,0 (34)

P2(z1, z2) =
σ(1−z2)

(λz2+σ)g(z2)−(λ+σ)z2

1−Ã(∗)
∗ ×

z1 − g(z2)

z1 − Ã(∗)
µ(1− Ã(λ− λqz1 − λpz2))

1− qz1 − pz2

P
(0)
0,0 (35)

在式(20)、(34)、(35)中令z1 = 1, z2 = 1,运
用L′Hospital法则和正则性条件: P0(1) + P1(1, 1) +
P2(1, 1) = 1,并考虑到式(10)∼(12)经整理得
式(23). ¤

其中, P0(z2)表示服务台空闲时,重试轨道中的
顾客数的概率母函数; P1(z1, z2)表示服务台进行服
务时,优先权队列与重试轨道中的顾客数的联合概率
母函数; P2(z1, z2)表示服务台进行修理时,优先权队
列与重试轨道中的顾客数的联合概率母函数.

有下列结论.
推论 1. 服务台处于空闲、服务、修理状态的概

率分别为

I = P0(1) = 1− ρ, U = P1(1, 1) = λα1

R = P2(1, 1) = λµβ1α1

推论 2. 系统中优先权队列的顾客数、重试轨道
中的顾客数和系统中的顾客数的概率母函数分别是:

P (z) = 1−ρ+
1− ρq

q
×

1− Ã(λq(1− z)− µB̃(1− λq(1− z)))

Ã(λq(1− z)− µB̃(1− λq(1− z)))− z
(36)

Q(z) =
σ(1− ρ)− λρp

p
×

1− qg(z)− pz

(λz + σ)g(z)− (λ + σ)z
(37)

R(z) =
σ(1− ρ)− λρp

p

σ(z − g(z))
(λz + σ)g(z)− (λ + σ)z

×
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(1− z)Ã(λ + µ− λz − µB̃(λ(1− z)))

z − Ã(λ + µ− λz − µB̃(λ(1− z)))
(38)

进一步可得优先权队列的平均队长、重试轨道中队

列的平均队长和系统的平均队长分别为

E[N1] =
λ2q[µβ2α1 + (1 + µβ1)2α2]

2(1− ρq)
(39)

E[N2] =

λ2p(λp + σ)[µβ2α1 + (1 + µβ1)2α2] + 2λρp(1− ρq)
2(1− ρq)[σ(1− ρ)− λρp]

(40)

E[N ] = ρ+
λ2[µβ2α1 + (1 + µβ1)2α2]

2(1− ρ)
+

λp

σ − (λp + σ)ρ
[ρ +

λ2p[µβ2α1 + (1 + µβ1)2α2]
2(1− ρq)(1− ρ)

(41)
证明.由于P (z) = P0(1)+P1(z, 1)+P2(z, 1),由

定理2得式(36), 然后对式(36)关于z求导,再用洛比
达法则即可得到式(39);又Q(z) = P0(z)+P1(1, z)+
P2(1, z),由定理2得式(37), 然后对式(37)关于z求

导,再用洛比达法则即可得到式(40);又由Pollaczek-
Khinchin公式[14]知: R(z) = P0(z) + zP1(z, z) +
zP2(z, z),由定理2得式(38), 然后对式(38)关于z求

导,再用洛比达法则即可得到式(41). ¤
推论 3. 优先权队列、重试轨道和系统中的顾客

平均等待时间分别为

W1 =
E[N1]

λq
=

λ[µβ2α1 + (1 + µβ1)2α2]
2(1− ρq)

(42)

W2 =
E[N2]

λp
=

λ(λp + σ)[µβ2α1 + (1 + µβ1)2α2] + 2ρ(1− ρq)
2(1− ρq)[σ(1− ρ)− λρp]

(43)

W =
E[N ]

λ
= (1 + µβ1)α1 +

λ[µβ2α1 + (1 + µβ1)2α2]
2(1− ρ)

+
p

σ − (λp + σ)ρ
×

[ρ +
λ2p[µβ2α1 + (1 + µβ1)α2]

2(1− ρq)(1− ρ)
] (44)

4 可靠性指标

定理 3. 系统的稳态可用度为A = 1− ρ + λα1.
证明. 由系统可用度的定义[17]及推论1得

A =

lim
z1→1
z2→1

[
∫ ∞

0

P0(x, z2)dx +
∫ ∞

0

P1(x, z1, z2)dx] =

lim
z1→1
z2→1

[P0(z2) + P1(z1, z2)] = 1− ρ + λα1

¤
定理 4. 系统的稳态故障频度为Wf = µλα1.
证明. 由系统的故障频度定义[17]知

Wf = lim
z1→1
z2→1

[
∫ ∞

0

µP1(x, z1, z2)dx] =

lim
z1→1
z2→1

µP1(z1z2)dx = µλα1

¤
定理 5. 系统的稳态更新频度为Mr = µλ2β1α1.
证明. 由系统的稳态更新频度的定义[17]知

Mr = lim
z1→1
z2→1

[
∫ ∞

0

∫ ∞

0

P2(x, y, z1, z2)β(y)dxdy]

(45)
把式(22)代入式(45)并运用L′Hospital法则可求得

Mr = µλ2β1α1

¤
定理 6. 系统在稳态下,令Pk = P{在广义服务

时间Gn内服务台恰好失效k次},则

Pk =
∫ ∞

0

e−µx (µx)k

k!
dD(x)

而平均失效次数为
∞∑

k=0

k · Pk = µ(1 + µβ1)α1.

5 特例

如果系统没有故障,则µ = 0,由式(36)知,系统稳
态时的优先权队列的概率母函数为

P (z) = 1− λα1 +
1− λqα1

q

1− Ã(λq(1− z))

Ã(λq(1− z))− z

服务台为空闲的概率P0(1) = 1 − λα1,等排队指标
与Moreno[18]中的结果完全吻合.
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