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遗传算法求解多模态优化问题的动力性

李 航 1, 2 李敏强 1 寇纪淞 1

摘 要 多模态函数一般存在多个局部极值解, 局部极值解处适应值的大小很大程度上影响了它们被遗传算法搜索到的概

率. 为了弄清楚这种影响机制, 通过分析基因池遗传算法的无限种群动力系统, 刻画了双峰函数局部极值解的适值差与系统不

动点之间的解析关系, 进一步分析推广了理论结果的适用范围. 最后, 提出针对多模态优化问题的两阶段遗传算法, 给出了应

用理论结果改善遗传搜索性能的范例, 实验结果表明该算法对多模态函数的搜索性能有明显改善, 从侧面证明了理论结果在

实际应用中的正确性.
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Dynamical Behavior of Genetic Algorithms on Multi-modal Optimization
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Abstract There is more than one local optimum in multi-modal landscapes. The values of local optima can influence

their opportunities to be exploited by GAs. By analyzing the infinite population dynamical system using the gene pool

GA and the BINEEDLE fitness function, we characterize the analytic relation between the fall of local optima and the

fixed points in the infinite population dynamical system of the gene pool GA. Further analysis shows that the relation

is still held in more common cases. Enlightened by the result, we derive a method to improve GAs for the multi-modal

landscapes and get satisfying effect. The experiment results also prove the correctness of the theory in this paper.
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很多工程问题都可以转化为多模态优化问题[1],
这类问题往往存在多个局部极值解, 有时不仅需要
找到全局最优解, 还需要找到尽可能多的局部极值
解. 对那些局部极值解的适应值相差很小并且分布
较均匀的多模态函数, 用遗传算法反复搜索往往能
找到多个局部极值解. 观察发现, 局部极值解的适应
值及其吸引域相对越大, 则算法收敛至该局部极值
解的可能性越大. 各局部极值解的适值差是可以调
节的, 研究它对遗传算法收敛结果的影响有助于具
体地改善遗传算法对多模态优化问题的搜索性能.

Vose 和Wright 等人引入Walsh 变换[2−3], 简
化了遗传算法的种群动力方程, 并给出了基因池遗
传算法的种群动力方程及其在分析一类特殊函数中

的应用[4−6]. 基因池遗传算法因采用基因池重组而
得名[4]. 本文在前人工作基础上, 分析了遗传算法
求解多模态优化问题的动力性, 并给出了该理论的
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应用范例. 本文内容具体安排如下: 第 1 节证明了
Walsh 变换前后种群动力系统的拓扑共轭性, 这是
本文研究工作的基础, 得出了基因池遗传算法处理
双峰函数[5] 的动力方程, 刻画了双峰函数局部极值
解的适值差与无限种群动力系统不动点间的解析关

系, 分析了各不动点的稳定性, 分析了局部极值解的
适值差对遗传算法性能的影响, 得出了本文的主要
理论结果 (结论 1 和结论 2); 第 2 节利用 Geiringer
和 Vose 的工作[2, 7] 推广了结论 1 和结论 2 的适用
范围; 第 3 节给出了应用本文理论结果改善遗传算
法处理多模态优化问题性能的具体方法和实例, 从
侧面说明了所得理论结果在实际应用中的有效性.

1 基因池遗传算法搜索性能与局部极值解适

值差间的关系

本节通过分析变换后的无限种群动力系统 Ĝ,
找出了局部极值解的适值差与基因池遗传算法无限

种群动力系统不动点之间的解析关系, 并且分析了
不动点的稳定性. 通过进一步分析, 刻画了局部极值
解的适值差对遗传算法最终收敛结果的影响.

1.1 基因池遗传算法的无限种群动力系统 GGG 与其

经Walsh变换后的系统 ĜGG的拓扑等价性

Ω = {0, 1}l 表示二进制串组成的解空间, L =
{j ∈ Ω : ]j = 1}, ] 表示二进制串 j 中含 1 的个数.
xv = P{x = v : v ∈ Ω} 表示个体 v 在整个种群中
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占的比例. xxx = (x1, · · · , x2l) 表示 Ω 上随机变
量的分布向量. Λ = {xxx : xxx = (x1, · · · , x2l),∑

j∈Ω xj = 1} 表示所有种群分布向量形成的无
限种群空间. W = (Wi,j)2l×2l 表示 Walsh 矩
阵, 其中 Wi,j = (−1)](i⊗j). 对向量作 Walsh 变
换就是将 Walsh 矩阵 W 和该向量作乘积, 如
x̂xx = Wxxx、f̂ff = Wfff 和 Â = WAW, 这里 fff = (f1,
· · · , f2l), A表示矩阵. Λ̂ = {x̂xx : x̂xx = (x̂1, · · · , x̂2l)}.
定义 1[2]. 种群动力系统模型中, U 表示变异函

数, F 表示选择函数, M 表示重组函数, 记 G(xxx) =
U ◦ F ◦M(xxx) (xxx ∈ Λ), G 就是表示整个遗传操作的

函数. G 是 Λ 到 Λ 的映射, 且符合离散动力系统的
定义[8], 本文称 G 为无限种群动力系统.

引理 1. 映射W : Λ → Λ̂ 是 Λ 到 Λ̂ 的同胚.
证明. 任取 xxx ∈ Λ, 存在映射 W : Λ → Λ̂, x̂xx

= W (xxx) = W · xxx 且 x̂xx ∈ Λ̂. 根据 Λ̂ 的定义, Λ̂ 是
Λ 在映射W 下的值域, 因而映射W 是满射; 又由
Walsh 矩阵W 存在逆矩阵可知存在W 的逆映射;
因而W 是一一映射. 由此可知: W 是 Λ 到 Λ̂ 的同
胚. ¤
引理 2[3]. xxx 是一个种群向量, 那么对 ∀ k ∈ L

有

Ĝ(xxx)k = (1− 2µ)×
2lx̂k +

∑
i∈Ω

(−1)](i⊗k)(fi − 1)
∏
j∈L

(1 + (−1)](i⊗j)x̂j)

2l +
∑
j∈Ω

(fi − 1)
∏
j∈L

(1 + (−1)](i⊗j)x̂j)

成立.
这是整个遗传映射在Walsh 变换下的表示. 公式中
和本文中特殊符号的说明参见文献 [9].
引理 3. 令 Ĝ(x̂xx) = Ĝ(xxx), 则 Ĝ 是 Λ̂ 上的离散

动力系统.
证明.因为G是Λ上的离散动力系统,由xxx ∈ Λ

可以推出 G(xxx) ∈ Λ, 因而 Ĝ(xxx) ∈ Λ̂; 因为 x̂xx ∈ Λ̂ 且
Ĝ(x̂xx) = Ĝ(xxx) ∈ Λ̂, 所以 Ĝ 是 Λ̂ 到 Λ̂ 的映射. 又因
为 Ĝ0(xxx) = xxx 且 Ĝm (Ĝn (xxx)) = Ĝm+n(xxx) 对任意
m,n ∈ Z 成立 (见 Ĝ 的定义), 由动力系统的定义[8]

可知: Ĝ 是离散动力系统. ¤
定理 1. 动力系统 G 和 Ĝ 是拓扑同胚的, 也是

拓扑共轭的.
证明. 由定义 1 和引理 3 知, G 和 Ĝ 分别是 Λ

和 Λ̂ 上的离散动力系统. 由引理 1, 存在同胚映射
W : Λ → Λ̂;又由引理 3, Ĝ(x̂xx) = Ĝ(xxx)即 Ĝ(W (xxx))
= W (G(xxx)) 成立; 此外映射W 保持时间定向性和

不变性. 由文献 [8] 中的定义可以判断 G 和 Ĝ 是拓

扑同胚的, 也是拓扑共轭的. ¤
由于 G 和 Ĝ 是拓扑共轭的, 可知 G 和 Ĝ 有拓

扑等价的结构和轨迹, 且在相同的时刻达到不动点,

不动点的个数和稳定性也相同, 因此可通过研究 Ĝ

来研究 G.

1.2 决定 ĜGG的不动点情况的动力方程

定理 2[4]. 如果种群分布向量 xxx 是联结平衡的,
那么对任意 k ∈ Ω, x̂k =

∏
j∈Lk

x̂j.
定义 2[5]. 双峰函数 (the BINEEDLE fitness

function) 以一定长度的二进制串为自变量. 当
xxx = (0, 0, · · · , 0) 时, f(xxx) = 1 + a; 当 xxx = (1,

1, · · · , 1) 时, f(xxx) = 1 + b; 当 xxx 等于其他值时,
f(xxx) = 1. 其中 a, b > 0, d = b − a, d 就是局部极

值解 (0, 0, · · · , 0) 和 (1, 1, · · · , 1) 的适值差; 设 r

= min{a, b} (本文假设 b > a, 所以 r = a), r 也被

称为低峰值.
定理 3. 用无限种群基因池遗传算法求解双峰

函数时, 若 x̂xx 是 Ĝ 的不动点, 当且仅当对 ∀ k ∈ L,
有

x̂k =
(1− 2µ)[a

∏
j∈L

(1 + x̂j)− b
∏
j∈L

(1− x̂j)]

2l+1µ + [a
∏
j∈L

(1 + x̂j) + b
∏
j∈L

(1− x̂j)]
(1)

证明. x̂xx是 Ĝ的不动点,当且仅当 Ĝ(x̂xx) = x̂xx,即
Ĝ(x̂xx)k = x̂k 对任意 k ∈ Ω 成立. 基因池遗传算法
总是保持种群分布向量 xxx 是联结平衡的[4]. 根据定
理 2, Ĝ(x̂xx)i (i ∈ Ω\L) 的值完全可由 Ĝ(x̂xx)k (k ∈ L)
决定, 因此 x̂xx 是 Ĝ 的不动点, 只需 Ĝ(x̂xx)k = x̂k 对

∀ k ∈ L 成立. 将双峰函数代入到引理 2, 化简后就
得到如下对 ∀ k ∈ L 成立的公式

Ĝ(x̂xx)k = (1− 2µ)×

2lx̂k + a
∏
j∈L

(1 + x̂j)− b
∏
j∈L

(1− x̂j)

2l + [ a
∏
j∈L

(1 + x̂j) + b
∏
j∈L

(1− x̂j)]
(2)

x̂xx是 Ĝ(x̂xx)的不动点等价于 Ĝ(x̂xx) = x̂xx,由式 (2),
这等价于 Ĝ(x̂xx)k = x̂k 对任意 k ∈ L 成立, 将以上结
果带入式 (2), 进一步整理即得到式 (1). ¤
推论 1. 若 x̂xx 是动力系统 Ĝ 中的不动点, 则其

分量 x̂k (k ∈ L) 是等值的.
证明. 由定理 3 可知, 若 x̂xx 是 Ĝ 的不动点, 当且

仅当式 (1) 对任意 k ∈ L 成立. 观察式 (1) 发现等
式右边与 k 无关, 因此 x̂xx 的各分量 x̂k (k ∈ L) 是等
值的. ¤
定理 4. 令 w = x̂k (k ∈ L), 则双峰函数局部极

值解的适值差与动力系统 Ĝ 的不动点 x̂xx 的关系可
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用下式刻画

d =

r[(1− 2µ− w)(1 + w)l − (1− 2µ + w)(1− w)l]− 2l+1µw

(1− 2µ + w)(1− w)l

(3)

证明. 由推论 1 可知 x̂xx 的各分量 x̂k (k ∈ L) 具
有等值性, 可以统一用变量 w 代替. 由定理 2, x̂xx 的

其余分量的值都可以表示成 x̂k (k ∈ L) 的函数, 进
而表示成 w 的函数. 因此, w 决定着 x̂xx 所有分量的

值, 所以 w 和 x̂xx 一一对应. 综上, 可以用 w 与 l 的关

系式刻画 x̂xx 与 l 的关系. 用 w 代替 x̂k (k ∈ L) 代入
到式 (1) 中, 由于 r = min{a, b} = a 且 d = b − a,
整理式 (1) 可得

2l+1µw + d(1− 2µ + w)(1− w)l + r[(1− 2µ+

w)(1− w)l − (1− 2µ− w)(1 + w)l] = 0 (4)

整理方程为以 d 为因变量并以 w 为自变量的函

数, 即可得式 (3). ¤
定义 3. 由于 w 与 x̂xx 存在一一对应关系, 我们

也把 w 称为 Ĝ 的不动点, 并将方程 (4) 称为 Ĝ 的

不动点的等价方程.
由于动力系统 Ĝ 与 G 是拓扑共轭的, 其不动点

x̂xx 与 xxx 也是一一对应的, 所以刻画 d 与 Ĝ 的不动点

间关系的式 (3), 也等同地刻画了 d 与 G 的不动点

之间的关系. 由于动力系统 G 描述的是基因池遗传

算法的动力学特性, 因此从式 (3) 可以看出双峰函
数局部极值解的适值差的变化对基因池遗传算法稳

定性产生的影响.
引理 4[4]. 如果 xxx ∈ Λ, 则有 |x̂k| < 1 对所有

k ∈ Ω 成立.
由引理 4, 并且考虑到本文假设, 可推知如下定

理.
定理 5. 不动点 w 满足: w ∈ [−1, 1]; 有意义的

局部极值解的适值差 d 满足: d > 0.

1.3 动力系统 ĜGG的不动点的稳定性分析

如果函数 g : RN 7→ RN 是可微的, 那么它在
不动点 xxx 处的偏导数 dgxxx 是一个 N ×N 阶的雅克

比矩阵 J , 其元素定义为: Ji,j = ∂gi(xxx)/∂xj. 众所
周知, 当 J 的特征根模的最大值小于 1 时, xxx 就是

g 的一个渐近稳定的不动点[8]. 下面通过讨论映射
Ĝ 在 x̂xx 处的雅克比矩阵 J 的特征根模的最大值, 来
说明不动点的稳定性. 由于 x̂xx 的值完全取决于分量

x̂k (k ∈ L), 所以只对这些分量求导, 此时雅克比矩
阵 J 是 |L| × |L| 维的.

引理 5. 不动点 x̂xx 处, 对任意 j 6= k 且 j, k ∈ L,
则 Ĝ 在 x̂xx 处的雅克比矩阵 J 的元素满足下式

∂Ĝ(x̂xx)k

∂x̂j
= (1− 2µ)×

2l[a(1−w)(1+w)l−1+b(1+w)(1−w)l−1]+4ab(1−w)l−1(1+w)l−1

[2l+a(1+w)l+b(1−w)l]2

∂Ĝ(x̂xx)k

∂x̂k
= (1− 2µ)×

2l[2a(1+w)l−1+2b(1−w)l−1+2l]+4ab(1−w)l−1(1+w)l−1

[2l+a(1+w)l+b(1−w)l]2

当 0 ≤ µ ≤ 1/2 时, 上述偏导数非负, 即 J 的

元素非负.
证明. 令 P =

∏
i∈L(1 + x̂i), Pj =

∏
i∈L\{j} (1

+ x̂i), Q =
∏

i∈L (1 − x̂i), Qj =
∏

i∈L\{j}(1 − x̂i).
对式 (2) 求导并化简, 并将其中相应部分用上述符
号代替, 可得下式

∂Ĝ(x̂xx)k

∂x̂j
= (1− 2µ)×

2ab(PjQ+PQj)+2la(1−x̂k)Pj+2lb(1+x̂k)Qj

(2l+aP+bQ)2

∂Ĝ(x̂xx)k

∂x̂k
= (1− 2µ)×

2ab(PkQ+PQk)+2l[a(1−x̂k)Pk+b(1+x̂k)Qk+2l+aP+bQ]

(2l+aP+bQ)2

由推论 1,将上式中的 x̂k 全部替换为w,经化简
后即可得本引理中的公式. 由于 −1 ≤ w = x̂k ≤ 1,
易证: 当 0 ≤ µ ≤ 1/2 时, 引理公式中的偏导数非
负. ¤

引理 6[4]. 设 l × l 阶方阵 A 的对角线元素等于

s, 其余元素均等于 e, 则方阵 A 有 1 个特征值等于
s + (l − 1)e, 其余 l − 1 个特征值均等于 s− e.
定义 4. 定义 Ḡ(w) = 2lw+a(1+w)l−b(1−w)l

2l+a(1+w)l+b(1−w)l ×
(1 − 2µ). 设 p = (1 + w)l, p′ = l(1 + w)l−1, q =
(1− w)l, q′ = l(1− w)l−1, 则可推出其导数

dḠ

dw
= (1− 2µ)×

2l[2l + ap + bq + ap′(1− w) + bq′(1 + w)] + 2ab(p′q + pq′)
(2l + ap + bq)2

(5)

由引理 5、引理 6 和定义 4, 并注意到 µ ∈
[0, 1/2] 时 ∂Ĝ(x̂xx)k/∂x̂k 和 ∂Ĝ(x̂xx)k/∂x̂j 均大于 0,
经推导后可得如下定理.
定理 6. dḠ/dw = ∂Ĝ(x̂xx)k/∂x̂k + (l − 1) ×

∂Ĝ(x̂xx)k/∂x̂j; 并且当 µ ∈ [0, 1/2] 时, J 的特征根模

的最大值就是 dḠ/dw.
由定理 6 和雅克比矩阵特征根模的最大值对不

动点稳定性的影响[8] 可得如下定理.
定理 7. 当 0 ≤ µ ≤ 1/2 时, 动力系统 Ĝ 不动

点的稳定性由 dḠ/dw 决定: 当 dḠ/dw < 1 时, 不



2期 李 航等: 遗传算法求解多模态优化问题的动力性 183

动点是稳定的; 当 dḠ/dw > 1 时, 不动点是不稳定
的; 当 dḠ/dw = 1 时, 情况不定.

设定参数 µ、l 和 r 的值, 并将式 (3) 代入式 (5)
即得各不动点的稳定性判别式.

1.4 局部极值解的适值差 ddd对遗传算法最终收敛结

果影响的图示分析

假设 µ = 0.02, l = 10 且 r = 100, 根据由不
动点等价方程导出的式 (3), 可得双峰函数局部极值
解的适值差 d 与不动点 w 的关系图. 再将式 (3) 带
入到式 (5) 右边, 消去参数 d, 可得不动点处的雅克
比矩阵特征根模的最大值 dḠ/dw 与不动点 w 的关

系图, 根据图中 dḠ/dw 的值可判断不动点 w 的稳

定性. 任意给定 d 值, 可从 d,w 关系图中找到与其

对应的不动点 w(d), 再根据 w(d) 的值从 dḠ/dw, w

关系图中就可以找到相应的 dḠ/dw(d), 由此判断 d

对应的不动点 w(d) 的稳定性.
由图 1 可以看出, 当 w ∈ (−0.9780,−0.7326)

或 w ∈ (0.9551, 0.9635) 时, 可得 |dḠ/dw| < 1,
即不动点处雅克比矩阵特征根模的最大值小于

1, 于是上述区间中的不动点是渐近稳定的. 当
w ∈ [−1,−0.9780), 或 w ∈ (−0.7326, 0.9551), 或
w ∈ (0.9635, 1] 时, 可得 |dḠ/dw| > 1, 即不动点处
雅克比矩阵特征根模的最大值大于 1, 于是这些区间
中的不动点均是不稳定的.

图 1 µ = 0.02, l = 10, r = 100 时 w 和 dḠ/dw 的关系图

Fig. 1 Relation between w and dḠ/dw when

µ = 0.02, l = 10, and r = 100

由图 2∼ 4 (见下页), 可得如下结论. 首先,
由式 (3) 可知, 当分母中 1 − 2µ + w′ = 0 时:
limw→w′− d(w) = −∞且 limw→w′+ d(w) = +∞; 由
于 µ = 0.02, 这里 w′ = −0.96. 由图 2 知: 当 w ∈
[−1,−0.96) 时, d ≤ −101 超出了 d 的取值范围, 该
区域内的不动点没有意义.当w ∈ (−0.96,−0.7326)

时, d 由 +∞ 变到 −99.5, 随 w 的增加单调递减; 对
照图 1 知, 此区间内的不动点均是稳定的. 由图
3, 4 知: 当 w ∈ (−0.7326, 0.9551) 时, d 由 −99.5
变到 5.656 × 1015, 随 w 的增加而递增; 由图 1 知,
此区间内的不动点均是不稳定的. 由图 4 知: 当
w ∈ (0.9551, 0.9595) 时, d 由 5.656 × 1015 减小到

−100, 随 w 单调递减; 对照图 1 知, 此区间内的不
动点均是稳定的. 当 w ∈ (0.9595, 1] 时, d ≤ −100
超出了 d 的取值范围, 该区域内的不动点没有意义.
由观察结果可知: 当 d ∈ (0, 5.656 × 1015) 时,

有两个稳定的不动点 (分别靠近 −1 和 1) 和一个不
稳定的不动点; 当 d 超过临界值 5.656× 1015 时, 只
剩下一个稳定的不动点 (靠近 −1). 实验证明, 当参
数 0 < µ < 0.5、r 为小于 1010 的整数并且 l 为小于

500 的整数时, 上述结果都是成立的, 而这几乎涵盖
了这些参数通常的取值范围.
下面分析各不动点 w 所对应的实际解的优劣.
w = x̂k(k ∈ L) 是不动点的决定性等价分量

x̂k(k ∈ L) 的值. 由Walsh 变换可推知下式: x̂k =
x(0,··· ,0) +

∑
i∈Ω\{(0,··· ,0),(1,··· ,1)}(−1)i⊗kxi−x(1,··· ,1).

从中可以看出: 对任意 k 值, x̂k 随 x(0,··· ,0) 的
增大而增大, 随 x(1,··· ,1) 的增大而减小. 当 i ∈
Ω\{(0, · · · , 0), (1, · · · , 1)} 时, 随着 k ⊗ j 值奇偶

性的不同, 总是有一部分 xi 导致 x̂k 的增大, 而另
一部分 xi 导致 x̂k 的减小. 由于 k ∈ L 且 L 均匀
覆盖所有基因位, 所以对每个固定的 xi, 其增大总
会导致一部分 x̂k 增加而另一部分 x̂k 减小. 也就
是说, 指望 i ∈ Ω\{(0, · · · , 0), (1, · · · , 1)} 时的 xi

来影响 x̂k 的大小, 必然导致各 x̂k(k ∈ L) 值大小
的失衡. 因而根据各 x̂k 的等值性可知, 影响 x̂k 大

小的主导分量只能是 x(0,··· ,0) 和 x(1,··· ,1). 换句话
说, w = x̂k(k ∈ L) 较大 (接近 1) 则反映出 x(0,··· ,0)
较大, w = x̂k(k ∈ L) 较小 (接近 −1) 则反映出
x(1,··· ,1) 较大. 由于 f(0,··· ,0) = 1 + a, f(1,··· ,1) = 1 + b

并且 b > a, 所以 x(1,··· ,1) 较大说明最优个体
(1, · · · , 1) 在最终种群中占绝大多数, x(0,··· ,0) 较
大表示次优个体 (0, · · · , 0) 在最终种群中占绝大多
数 (参见 xv 的定义).

综上可知, 不动点 w 接近 −1 对应着实际所得
的最终种群中最优个体占绝大多数, 不动点 w 接近

1 对应着实际所得的最终种群中次优个体占绝大多
数, 这两类不动点都是稳定的, 所以最优和次优种群
占绝大多数的情况会经常发生. 不动点 w 靠近 −1
和 1 的中间, 对应着实际所得最终种群中以其他类
个体为主, 这种不动点是不稳定的, 所以这种情况不
易发生. 以上讨论中我们假设 b > a, 但由于问题具
有对称性, 所以当 b < a 时以上结论依然成立.
综上所述, 可得如下结论:
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图 2 w ∈ [−1,−0.76] 时 w 和 d 的关系图

Fig. 2 Relations between w and d when w ∈ [−1,−0.76]

图 3 w ∈ [−0.7, 0.96] 时 w 和 d 的关系图

Fig. 3 Relations between w and d when w ∈ [−0.7, 0.96]

图 4 w ∈ [0.95, 0.98] 时 w 和 d 的关系图

Fig. 4 Relations between w and d when w ∈ [0.95, 0.98]

结论 1. 用基因池遗传算法处理双峰函数, 当局
部极值解的适值差小于或等于某个临界值时, 进行
多次遗传搜索, 最终收敛种群会出现两种情况: 1)
以最优个体为主, 即收敛到最优个体; 2) 以次优个体

为主, 即收敛到次优个体. 当适值差超过临界值时,
进行多次遗传搜索后, 最终收敛种群只会收敛到最
优个体. 最终种群收敛到最优个体的概率不是一下
子就变为 1 的, 在适值差不断增大直至超过临界值
的过程中, 最终种群收敛到最优个体的概率会随着
适值差向临界值的逼近而逐渐增大, 直至为 1.
定义 5. 结论 1 中所提到的临界值称为绝对优

势差,记作D. 例如,当 µ = 0.02, l = 10且 r = 100
时, D = 5.656× 1015.

我们希望分析出参数 r 和 l 对 D 的影响, 因而
固定变异率 µ = 0.02, 用相同的图示分析方法得出
如下参数设置下的 D 值 (见表 1).

表 1 不同参数设置下的绝对优势差

Table 1 The critical gaps on different parameters

组列: 参数 参数 r 的值 参数 l 的值 对应 D 的值

1 100 10 5.656× 1015

2 100 8 3.069× 1012

3 100 6 1.790× 109

4 100 2 1113

5 50 10 2.536× 1015

6 10 10 2.181× 1014

7 1 10 8.885× 109

通过对表 1 中数据的分析并且参照大量其他参
数设置下的实验结果, 可得如下结论:

结论 2. r 是双峰函数中较小的那个局部极值

解与非局部极值解的适值差; l 则表征编码空间的维

度, 并由参数搜索空间的规模所决定. r 或 l 的减小

会引起绝对优势差D 的减小, 相比而言D 值对 l 的

变化更为敏感. 其直观意义就是: 降低较小的那个
局部极值解的适应值或缩小搜索空间都会引起绝对

优势差 D 的减小. 在适值差 d 不变的情况下, D 的

减小使 d 与 D 之间的差距相对缩小; 根据结论 1, d

向 D 的逼近会使遗传算法最终收敛到全局最优解

的概率增加. 因此可以说降低较小的那个局部极值
解的适应值或缩小参数搜索空间会使遗传算法更容

易收敛到全局最优解, 而且相比而言, 后者的效果更
为明显.
简而言之, 结论 1 表明: 在一定条件下, 增大局

部极值解的适值差能够提高全局最优解的被搜索概

率, 而减小局部极值解的适值差则会降低全局最优
解的被搜索概率, 从而增加非全局最优的局部极值
解的被搜索概率. 结论 2 表明: 通过调节适值差以外
的其他参数也能间接达到同样的效果. 这里需要说
明的是, 因为适值差的变化并未影响个体间适应值
大小的序关系, 所以结论 1 和结论 2 对于采用排序
选择的遗传算法并不适用.
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2 理论分析结果的推广

结论 1 和结论 2 是基于基因池遗传算法得到
的. 根据 Geiringer 的理论[7], 基因池重组可以看作
是两父代重组的多次重复, 即执行单次基因池遗传
操作等价于执行多次简单遗传算法 (Simple genetic
algorithm, SGA) 的遗传操作, 因此结论 1 和结论 2
对 SGA 也成立.
结论 1 和结论 2 是在无限种群模型下得到的.

根据 Vose 的理论[2], 在有限种群下执行遗传算法等
同于在无限种群模型下的遗传算法搜索过程中进行

取样. 因此反映无限种群特性的结论 1 和结论 2 在
执行有限种群遗传算法的过程中也会得以体现.
结论 1 和结论 2 是针对双峰函数得到的. 我们

知道在遗传搜索过程中, 当搜索种群包含某个局部
极值解吸引域内的个体, 并且此类个体在种群中达
到一定规模时, 搜索过程就不可逆转地收敛到这个
局部极值解, 因此可以将吸引域内的个体与局部极
值解共同视为一个整体点. 这样一个只有两个局部
极值解的多模态函数就可以看作是一个类双峰函数.
而多个局部极值解的多模态函数, 各局部极值解间
的相互影响可以看作是两两局部极值解相互影响的

叠加. 因此, 可以将结论 1 和结论 2 应用到针对一
般多模态问题的遗传算法的设计中去.

3 对传统遗传算法的改进

由于结论 1 和结论 2 也适用于 SGA 和一般多
模态优化问题, 所以可以用于改进针对多模态优化
问题的遗传算法. 根据结论 1 和结论 2 可知: 在应
用基因池遗传算法处理双峰函数的优化过程中, 保
持低峰值不变的同时增大局部极值解的适值差, 就
能增大全局最优点的被搜索概率; 而保持低峰值不
变的同时减小局部极值解的适值差, 就能减小全局
最优点的被搜索概率, 相应地增加次优个体的被搜
索概率. 受此启发, 对于一般多模态函数, 保持函数
值在某个阈值以下的各点的函数值不变, 通过有拉
伸效果的函数标度变换增大函数值在这个阈值以上

的各点的适值差, 就可以增加那些函数值在阈值以
上的局部极值解 (包含全局最优解) 的被搜索概率.
相反, 保持阈值以下的各点的函数值不变, 通过有压
缩效果的函数标度变换减小阈值以上的各点的适值

差, 就可以减小那些阈值以上的局部极值解 (包含全
局最优解) 的被搜索概率, 相应地增加各阈值以下的
局部极值解的被搜索概率. 阈值小于全局最优解的
函数值, 并且阈值越大, 其上的局部极值解越少, 但
始终包含全局最优解. 因此可以通过调高阈值, 增强
对全局最优解的搜索能力. 实际中, 阈值的大小可由
单次遗传搜索后的当前最优值确定, 也可由决策者

根据最低满意值经验地确定.
下面, 介绍两种函数标度变换 (参见式 (6) 和

式 (7)) 来实现对阈值以上的函数值的拉伸与压
缩. 这类变换都不改变原函数值的大小序关系,
因而能够保证变换前后的局部极值解不变. 假设
变换前的原函数 f(xxx) 都是正函数. 如果 f(xxx) 在
定义域内的取值不全大于 0, 先作如下处理: 令
f ′(xxx) = f(xxx) + N, N À max{0− f(xxx)}, 然后对正
函数 f ′(xxx) 进行变换. 这样的处理同样保持了函数值
的序关系, 保证了变换前后的局部极值解不变.

F1(f(xxx)) ={
f(xxx), f(xxx) ≤ f(xxx′)
f(xxx)− 1 + T |f(xxx)−f(xxx′)|, f(xxx) > f(xxx′)

(6)

F2(f(xxx)) ={
f(xxx), f(xxx) ≤ f(xxx′)
f(xxx′) + log(1 + |f(xxx)− f(xxx′)|), f(xxx) > f(xxx′)

(7)

变换 F1 能在保持阈值以下函数值对应各点的

函数值不变的同时, 增大阈值以上各点的适值差. 参
数 T > 0, 且 T 越大, 适值差增大的幅度越大, 一般
取 T = 10. 变换 F2 能在保持阈值以下各点的函数

值不变的同时, 减小阈值以上各点的适值差. log 函
数的底数越大, 适应值之差减小的幅度越大, log 函
数的底数一般取 10.
如图 5 所示, f(x) = e−2 ln 2×((x−0.1)/0.8)2 ×

sin6(5πx) 是一个定义在 [0, 1] 区间的多极值点等
距非等高的函数. x′ = 0.9 是函数值最小的局部极
值解, 我们将 f(x′) 设为阈值. F1(f(x)) 能明显增大
各局部极值解的适值差, F2(f(x)) 能明显减小各局
部极值解的适值差.

图 5 F1, F2 变换前后的函数 f(x) 的形状变化图

Fig. 5 Different shapes of f(x) under transforms

F1 and F2
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压缩阈值以上各点的适值差, 会减小阈值以上
的局部极值解的被搜索概率, 相应增加阈值以下的
局部极值解的被搜索概率. 若进行多次遗传搜索, 其
效果参见如下定理.

定理 8. 压缩阈值以上的函数值对应各点的适
值差, SGA 能在有限的搜索次数内搜索到更多的局
部极值解.

证明. 假设多模态优化问题共有M 个局部极值

解,共进行K 次遗传搜索,单次搜索收敛到第 i个局

部极值解的概率为 P (i) (1 ≥ P (i) ≥ 0), 这里 P (i)
是平均搜索概率. K 次遗传搜索后, 局部极值解 i 至

少被搜索到一次的概率为: PK(i) = 1− [1−P (i)]K .
易证: 只要 P (i) > 0, 则有 limK→∞ PK(i) = 1, 而
且 PK(i) 随K 的增加成指数型增长的, 增速很快.

由于
∑M

i=1 P (i) = 1, 所以压缩阈值以上各点的
适值差后, 在减小阈值以上的局部极值解的被搜索
概率的同时会相应增加阈值以下的局部极值解的被

搜索概率. 某些局部极值解的被搜索概率原来为 0,
压缩后会变得大于 0. 这样在多次遗传搜索后, 它们
就会以很高的概率被发现. 而原来被搜索概率大于
0 的局部极值解, 由于各局部极值解的大小序关系
未变, 所以压缩后其被搜索概率仍大于上述那些小
局部极值解, 仍然大于 0.
综上, 压缩后被搜索概率大于 0 的局部极值解

的个数只增不减, 因而使得有限搜索次数内搜索到
的局部极值解的个数增多. ¤
综上所述, 可以先对多模态函数进行 F1 变换,

以达到更准确地收敛至全局最优解的目的; 然后再
对原函数进行 F2 变换, 以达到收敛到更多局部极值
解的目的. 通过调节阈值, 可以控制所得局部极值解
的质量. 这就是本文将要介绍的基于局部极值解适
值差调节的两阶段遗传算法 (简称 FAGA) 的设计
思想, 其主要步骤如下:
步骤 1. 根据对实际问题的最低满意度或是进

行单次遗传搜索, 将当前最优解设为阈值.
步骤 2. 将适应函数 f(xxx) 用 F1 进行变换, 然后

对 F1(f(xxx)) 应用 SGA 求解全局最优解.
步骤 3. 将适应函数 f(xxx) 用 F2 进行变换, 然后

对 F2(f(xxx)) 反复应用 SGA 求解局部极值解, 直到
达到预先设置的次数为止.
下面对 FAGA 算法的优缺点进行理论分析.
FAGA 对遗传算法的改进建立在对其动力特性

细致分析的基础之上. 相比以往使用的标度变换函
数 F (f(xxx)) = ef(xxx), F1 和 F2 更科学更可靠. 就双
峰函数而言, 标度函数 F 不仅增大了局部极值解的

适值差, 也增大了低峰值. 根据结论 2, 低峰值的增
大会引起绝对优势差的成倍增大; 又根据结论 1, 只
有适值差与绝对优势差间距减小才会改善算法对全

局最优解的搜索效果. 因此加速函数未必能使算法

更好地收敛到全局最优解. F1 则强调保持阈值以下

函数值不变, 相当于在保持绝对优势差不变的同时
增大适值差. 其次, FAGA 具有很好的可移植性. 由
于算法主要是对所优化的函数进行相应变换, 所以
可以将函数变换与任意采用适应值比例选择的改进

型遗传算法进行结合, 以提升原算法的搜索性能.
由结论 1 和结论 2 后的注解, 本方法对采用排

序选择的遗传算法无效. 另外, 由于改进算法中并
未考虑局部极值解的吸引域大小对算法性能的影响,
因而当各局部极值解的吸引域十分不均匀时, 其影
响超过适值差的影响, FAGA 中函数变换的调节作
用就比较弱.

下面, 用 F1 和 F2 分别对 f1 和 f2 进行函数

变换, 比较变换前后 SGA 的搜索精度和广度, 以此
来验证 FAGA 的效果. f1 和 f2 都是经典的多模态

测试函数. 我们设置交叉概率为 0.99, 变异概率为
0.02, 种群规模为 1 024, 搜索步长为 10−8, 搜索代数
为 500 代.
以下两个测试函数引自文献 [1], 其中 x ∈ [0, 1].

max f1(x) = e−ln4×[ 10x−1
8 ]2 × sin6(5πx) (8)

max f2(x) = e−ln4×[ 10x−1
8 ]2×sin6[5π(x

3
4 − 1

20
)] (9)

通过比较表 2 和表 3 (见下页上方) 中的实验结
果发现, 采用两阶段遗传算法 (FAGA), 第一阶段对
f 进行 F1 变换, 能有效提高算法对全局最优解的搜
索精度; 第二阶段对 f 进行 F2 变换, 能使算法在有
限的搜索次数内 (本实验设为 100 次) 搜索到更多
的局部极值解, 而搜索精度略有下降. 两阶段相结
合, 既能保证全局最优解的精度, 又能搜索到更多理
想的局部极值解.

经典的 PSO 本质上也只能搜索到单一的全局
最优解[10−11], 而基于小生境的适应值共享技术则
强烈地依赖于生境半径的选取且需要大规模的种

群[12]. FAGA 平均分配各局部极值解被搜索的概
率, 不依赖于参数设置, 另外单次搜索的时间也比较
少.

4 结论

本文分析证明了在一定情况下, 增大局部极值
解的适值差能够提高全局最优解的被搜索概率, 而
减小局部极值解的适值差则会提高那些非全局最优

极值解的被搜索概率, 进一步的工作推广了该理论
的适用范围. 接下来利用该结论对遗传算法进行了
改进, 提出了两阶段遗传算法. 最后, 用经典算例对
算法进行了检测, 实验结果表明新算法在搜索精度
和广度上较传统遗传算法有明显提高, 从侧面证明
了本文理论结果在实际应用中的有效性.
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表 2 SGA 和 FAGA 对函数 f1 优化效果的对比

Table 2 Comparison between SGA and FAGA for f1

f1 的极值解 f1(0.1) = 1 f1(0.3) = 0.9170 f1(0.5) = 0.7071

算法 发现概率 最佳值 平均值 发现概率 最佳值 平均值 发现概率 最佳值

SGA 100% 1 0.9980 0 - - 0 -

FAGA(I) 100% 1 0.9996 0 - - 0 -

FAGA(II) 90% 1 0.9979 10% 0.9142 0.9142 0 -

表 3 SGA 和 FAGA 对函数 f2 优化效果的对比

Table 3 Comparison between SGA and FAGA for f2

f2 的极值解 f2(0.0797) = 0.9991 f2(0.2467) = 0.9546 f2(0.4506) = 0.7602

算法 发现概率 最佳值 平均值 发现概率 最佳值 平均值 发现概率 最佳值

SGA 80% 0.9991 0.9981 20% 0.9546 0.9490 0 -

FAGA(I) 100% 0.9991 0.9991 0 - - 0 -

FAGA(II) 65% 0.9991 0.9980 30% 0.9544 0.9472 5% 0.7632
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