
第 34 卷 第 2 期 自 动 化 学 报 Vol. 34, No. 2

2008 年 2 月 ACTA AUTOMATICA SINICA February, 2008

基于UD分解的自适应扩展集员估计方法

周 波 1, 2 韩建达 1

摘 要 用于非线性椭球估计的扩展集员算法在实际应用中存在着数值稳定性差、计算复杂度高以及滤波器参数难以选择等

问题. 本文提出了一种基于 UD 分解的自适应扩展集员估计算法, 用于解决非线性系统时变状态和参数的联合估计和定界问

题. 新算法将 UD 分解与序列更新和选择更新策略结合起来, 改进了传统扩展集员算法的数值稳定性和实时性能; 同时, 对滤

波器参数进行自适应选择以进一步降低计算复杂度并达到次优估计结果. 仿真实验表明了该算法的有效性和鲁棒性.
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A UD Factorization-based Adaptive Extended Set-membership Filter

ZHOU Bo1, 2 HAN Jian-Da1

Abstract The extended set-membership filter for nonlinear ellipsoidal estimation suffers from numerical instability,

computation complexity, as well as the difficulty in filter parameter selection. In this paper, a UD factorization-based

adaptive set-membership filter is developed and applied to nonlinear joint estimation of both time-varying states and

parameters. As a result of using the proposed UD factorization combined with a new sequential and selective measurement

update strategy, the numerical stability and real-time applicability of conventional ESMF are substantially improved.

Furthermore, an adaptive selection scheme of the filter parameters is derived to reduce the computation complexity and

achieve sub-optimal estimation. Simulation results have shown the efficiency and robustness of the proposed method.
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传统的随机概率估计方法一般要求对过程噪声

和测量噪声具有一定的先验知识, 或者假设其满足
一定的分布条件, 因而限制了此类估计算法的应用.
与之相比, 集员估计方法 (Set-membership filter,
SMF) 仅仅要求噪声分布未知但有界, 这一点在实
际系统中通常能够得到保证[1−2]. 除此之外, 在集员
估计框架下得到的状态估计是一个可行解集合, 而
不是常规估计方法所得到的单个估计值. 从控制的
角度来说, 它提供了鲁棒控制和最优控制等理论所
要求的状态边界, 可更好地实现估计方法与控制策
略的结合.
考虑到可行状态集合的形状一般无法确定, 甚

至可能是非凸的, 集员估计方法在形式上大多采
用椭球定界算法. Schweppe[3] 和 Bertsekas[4] 首

先提出可以利用外定界椭球集合来包含系统的真

实状态, 但没有考虑椭球的最优化问题. 在此基础
上, Fogel 和 Huang[5] 给出了最优定界椭球算法
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(Optimal bounded ellipsoid, OBE), 得到了最小体
积和最小迹椭球集合. Maksarov[6]、Kurzhanski[7]

和 Chernousko[8] 等进一步发展了针对状态和参数

估算的椭球技术. 此外, 针对特定的应用情况, Lin[9]

等发展了一种自动估算边界的椭球算法, Polyak[10]

等推导了用于具有模型不确定性的系统的椭球算法,
进一步扩展了集员算法的应用领域.

上述各种算法均只能应用于线性系统. Scholte
和 Campell 将椭球定界算法由线性系统推广至非线
性系统, 提出了一种扩展集员估计算法 (Extended
SMF, ESMF)[11], 其主要思想与扩展 Kalman 滤波
方法[12] 类似: 首先对非线性系统进行线性化处理,
并采用区间分析技术估计线性化近似后的高阶项误

差范围, 将其用椭球外包后与噪声椭球集相结合组
成虚拟噪声椭球集, 然后对得到的线性化系统实施
线性 OBE 算法, 从而得到最终的估计结果.

然而, 由于 ESMF 的复杂形式以及计算机字长
的限制, 导致该算法存在着数值稳定性较差、计算复
杂度高以及滤波器参数难以选择等缺陷. 本文提出
了一种基于 UD 分解的自适应扩展集员估计方法,
将算法中的各包络矩阵采取 UD 分解的形式进行表
示和更新, 同时, 结合观测量的序列更新和选择更新
策略, 不仅加强了算法的稳定性, 而且降低了算法的
计算复杂度. 另外, 提出了一种自适应的滤波器参数
选择方法, 使得计算复杂度进一步降低, 并得到次优
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的结果.

1 扩展集员估计算法

考虑一个离散非线性状态空间模型如下

xxxk+1 = fff(xxxk) + wwwk (1)

yyyk+1 = hhh(xxxk+1) + vvvk+1 (2)

其中, xxxk ∈ Rn 为状态矢量, yyyk+1 ∈ Rm 为观测矢

量; fff(·) 和 hhh(·) 分别为二阶可微的非线性过程和观
测方程; wwwk ∈ Rn 和 vvvk+1 ∈ Rm 分别为过程噪声和

测量噪声, 且满足

wwwk ∈ E(000, Qk), vvvk+1 ∈ E(000, Rk+1) (3)

其中记号 E(aaa, P ) 表示如下定义的椭球集

E(aaa, P ) = {xxx ∈ Rn|(xxx− aaa)TP−1(xxx− aaa) ≤ 1} (4)

上式中, aaa 表示椭球集的中心; P 为椭球的包络矩

阵, 且满足对称正定性.
设系统的初始状态估计椭球集为 xxx0 ∈

E(x̂xx0, P0), 其中 x̂xx0 和 P0 分别表示初始估计椭球

的中心和包络矩阵. 定义 k 时刻估计得到的系统状

态椭球集为 xxxk ∈ E(x̂xxk, Pk), 则 k + 1 (k = 0, 1, · · · )
时刻 ESMF 算法的迭代过程为[11]

1) 计算 k 时刻每个状态分量的不确定性区间

X i
k =

[
x̂xxi

k −
√

P i,i
k x̂xxi

k +
√

P i,i
k

]
(5)

其中 i = 1, 2, · · · , n, 记号 P i,j
k 表示 Pk 的 (i, j) 元

素.
2) 用区间分析技术获得线性化产生的 La-

grange 余子的最大区间. 以单状态系统为例, 对
非线性状态方程在当前估计点作泰勒展开, 得

xxxk+1 = fff(x̂xxk) + (Oxxxk
fff(x̂xxk))T(xxx− x̂xxk)+

1
2
(xxx− x̂xxk)T

∂2fff(Xk)
∂xxx2

k

(xxx− x̂xxk) (6)

其中, 记号 Oxxxfff 为 fff 相对于 xxx 的梯度. 则 Lagrange
余子的取值区间为

XR2(xxx− x̂xxk, Xk) =
1
2
(xxx− x̂xxk)T

∂2fff(Xk)
∂xxx2

k

(xxx− x̂xxk)

(7)
对多维状态系统, 有

XR2 =
1
2
diag

(
XT

k , · · · , XT
k

)



Hes1

...
Hesn


 Xk (8)

其中 Hesi, i = 1, 2, · · · , n 为 fff(·) 的 Hessian 矩阵.
3) 计算线性化误差的边界, 并用椭球将线性化

误差外包
[
Q̄k

]i,i

Rk
= 2(XR2)

2,
[
Q̄k

]i,j

Rk
= 0 (i6=j) (9)

从而得到线性化误差的外包椭球为 E(000, Q̄k).
4) 计算最终的虚拟过程误差椭球 ŵwwk ∈

E
(
000, Q̂k

)

ŵwwk ∈ E
(
000, Q̂k

)
⊃ E (000, Qk)⊕ E

(
000, Q̄k

)
(10)

其中, ŵwwk 是由线性化误差和过程噪声相加得到的,
因此涉及到两椭球的直和运算, 可得

Q̂k =
Q̄k

1− βQk

+
Qk

βQk

, βQk
∈ (0, 1) (11)

对观测方程进行相似处理, 得到虚拟观测噪声椭球
v̂vvk+1 ∈ E(000, R̂k+1).

5) 使用线性 SMF 滤波的预测步骤来计算预
测状态椭球边界. 这是线性化预测椭球 E(fff(x̂xxk,
AkPkA

T
k ) 和虚拟过程噪声椭球 E(000, Q̂k) 的直和过

程

x̂xxk+1,k = fff(x̂xxk) (12)

Pk+1,k = Φk

Pk

1− βk

ΦT
k +

Q̂k

βk

, βk ∈ (0, 1) (13)

其中, Φk = Oxxxk
fff(xxxxxxxxxk) |xxxk=x̂xxk

为过程模型的 Jaco-
bian 矩阵.

6) 使用线性 SMF 更新步骤计算更新状态
椭球边界 Ek+1 = E(x̂xxk, Pk+1). 其实质是将

预测状态椭球 E(x̂xxk+1,k, Pk+1,k) 和观测集 Syyy ={
xxx | (yyyk+1 − hhh(xxx)

)T
R̂−1

k+1

(
yyyk+1 − hhh(xxx)

) ≤ 1
}
作

交集.

Wk = Hk+1

Pk+1,k

1− ρk

HT
k+1 +

R̂k+1

ρk

, ρk ∈ (0, 1) (14)

K =
Pk+1,k

1− ρk

HT
k+1W

−1
k (15)

x̂xxk+1 = x̂xxk+1,k + K
[
yyyk+1 − hhh (x̂k+1,k)

]
(16)

P̄k+1 =
Pk+1,k

1− ρk

− Pk+1,k

1− ρk

HT
k+1W

−1
k Hk+1

Pk+1,k

1− ρk

(17)
Pk+1 = δkP̄k+1 (18)

其中

δk =1−[
yyyk+1−hhh (x̂xxk+1,k)

]T
W−1

k

[
yyyk+1−hhh (x̂xxk+1,k)

]
(19)

而 Hk+1 = Oxxxhhh(xxxk+1) |xxxk+1=x̂xxk+1,k
为观测模型的

Jacobian 矩阵.
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上述算法中值得注意的有两点: 1) 三个滤波
器参数 βQk

, βk, ρk 的选取. 由于两个椭球集直和或
交集的外包椭球不是唯一的, 因此可通过选择适当
的滤波器参数来获得某指标下最优的椭球; 2) 当
δk ≤ 0 时, 椭球边界无意义, 这说明对初始状态和噪
声的边界估计不准确, 因此该参数值可用来指示算
法的健康性.

2 基于UD分解的扩展集员估计算法

上面给出的ESMF算法在实际应用中会遇到很
多困难. 其最主要的缺陷是由于计算机字长限制所
导致的数值不稳定问题. 此外, 参数 βQk

, βk, ρk 的存

在将加剧数值的不稳定. 数值不稳定主要表现在两
个方面: 1) 椭球包络矩阵 Pk 不再为对称正定矩阵,
或者对角元素出现负值; 2) 式 (14) 中计算增益的中
间矩阵 Wk 奇异或接近奇异, 其逆不存在或者逆计
算导致巨大的误差. 为了解决这两个问题, 本文将矩
阵 UD 分解的理论[13] 引入到 ESMF 算法中, 推导
出该算法的 UD 分解形式, 来保证 Pk 的正定性; 同
时, 对矢量观测更新采取序列更新的策略, 即一次只
更新一个观测分量, 从而将 Wk 的矩阵逆计算转化

为标量的倒数计算, 解决 Wk 的奇异或近似奇异问

题.
引理 1. 对称正定矩阵 P 可被分解为 P =

UDUT, 其中 U 为单位上三角矩阵, D 为对角矩

阵, 称之为 UD 分解, 或修正 Cholesky 分解[14].
根据引理 1, 将各椭球的包络矩阵作 UD 分解,

并在迭代的每一步以包络矩阵的 UD 分解因子代替
原包络矩阵进行更新, 从而将原算法转化为其 UD
分解形式, 即构成 UD 分解 ESMF 算法. 具体算法
推导如下:
设 k 时刻估计的 Pk 对称正定, 其 UD 分解形

式为 Pk = UkDkU
T
k , 其中 Uk 为单位上三角阵, Dk

为对角阵. 假设过程噪声分量和观测噪声分量均互
不相关, 即 Qk 和 Rk+1 为对角阵, 易推导出虚拟噪
声 Q̂k 和 R̂k+1 也为对角阵.
对算法的预测步骤, 定义

Sk+1,k =
[

ΦkUk I
]

(20)

D̃k+1,k = diag
{

Dk/(1− βk), Q̂k/βk

}
(21)

由式 (12) 和 (13) 得

x̂xxk+1,k = fff (x̂xxk) (22)

Pk+1,k = Uk+1,kDk+1,kU
T
k+1,k = Sk+1,kD̃k+1,kS

T
k+1,k

(23)
根据修正加权 Gram-Schmidt 正交变换可计算

出 Uk+1,k 和 Dk+1,k
[13].

对于更新步骤, 采用测量矢量序列处理的办法,
即每次处理一个分量, 经过 m 次迭代得到最终的

结果. 定义Hk+1 = [ HT
k+1(1) · · · HT

k+1(m)
]T, 即

Hk+1(i), i = 1, 2, · · · ,m 为 Hk+1 各行, R̂k+1(i), i =
1, 2, · · · ,m 为虚拟观测噪声 R̂k+1 的对角元素,
yyyk+1 = [ yk+1(1) · · · yk+1(m) ]T 为观测向量,

hhh(·) = [ h1(·) · · · hm(·) ]T 为观测方程.
设对于观测变量序列迭代的初始条件为

x̂xx0
k+1 = x̂xxk+1,k, Ū0

k+1,k = Uk+1,k, D̄0
k+1,k = Dk+1,k

(24)
并将初始的 δ0

k 设为 1, 假设第 i − 1 个观测得到的
P̄k+1 的 UD 分解结果为 Ū i−1

k+1 和 D̄i−1
k+1, 则对第 i 个

观测 (i = 1, 2, · · · ,m), 令

s = D̄i−1
k+1

(
Ū i−1

k+1

)T
HT

k+1(i)/(1− ρk(i)) (25)

c = Hk+1(i)Ū
i−1
k+1s + R̂k+1(i)/ρk(i) (26)

由式 (14)∼ (19) 得

x̂xxi
k+1 = x̂xxi−1

k+1 +
1
c
Ū i−1

k+1

D̄i−1
k+1

1− ρk(i)

(
Ū i−1

k+1

)T×

H i
k+1(i)

(
yk+1(i) − hi

(
x̂xxi−1

k+1

))
(27)

P̄ i
k+1 = Ū i−1

k+1

(
D̄i−1

k+1

1− ρk(i)

− 1
c
ssT

) (
Ū i−1

k+1

)T
(28)

δi
k = δi−1

k − 1
c

(
yk+1(i) − hi

(
x̂xxi−1

k+1

))2

(29)

由式 (28) 得到 P̄ i
k+1 的 UD 分解因子 Ū i

k+1 和

D̄i
k+1 为

Ū i
k+1 = Ū i−1

k+1Ũ , D̄i
k+1 = D̃ (30)

其中 Ũ 和 D̃ 为 D̄i−1
k+1/(1− ρk(i))− ssT/c 的 UD 分

解因子.
经过m 步迭代, 得最终更新结果为

x̂xxk+1 = x̂xxm
k+1 (31)

Uk+1 = Ūm
k+1, Dk+1 = δm

k D̄m
k+1 (32)

当 Qk 为非对角阵时, 需要对虚拟噪声进行 UD
分解 Q̂k = UQDQUT

Q , 将式 (20) 和 (21) 替换为

Sk+1,k =
[

ΦkUk UQ

]
(33)

D̃k+1,k = diag {Dk/(1− βk), DQ/βk} (34)

当 Rk+1 不为对角阵时, 设其 UD 分解为

Rk+1 = URDRUT
R , 可对观测方程进行变换

zzzk+1 = U−1
R yyyk+1 = hhha(xxxk+1) + vvva,k+1 (35)
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其中, vvva,k+1 ∈ E(000, DR), hhha(·) 为取代 hhh(·) 的非线
性方程.
综上所述, 得基于 UD 分解的 ESMF 算法步骤

如下:
1)∼ 4) 与原始 ESMF 相应步骤相同.
5) 用式 (20)∼ (23) 取代式 (12) 和 (13).
6) 对每个观测分量, 用式 (24)∼ (30) 取代式

(14)∼ (19).
将上述基于 UD 分解的 ESMF 算法与原始算

法进行比较可看出, 在迭代的每一步中, 包络矩阵被
其 UD 分解因子表示所取代, 从而保证了包络矩阵
的对称正定性. 同时, 由于采用序列更新, 使得迭代
中更新部分的矩阵运算转化为标量计算, 进一步提
高了算法的稳定性. 从计算复杂度方面来考虑, UD
分解算法具有和传统算法相当的计算量[13], 而序列
更新可更进一步降低时间复杂度, 尤其是在观测维
数较大的情况下. 以中间矩阵Wk 求逆操作为例, 无
序列更新下算法的复杂度为 O(m3), 通过序列更新,
转化为标量的求倒数运算, 其算法复杂度为 O(m).
其他的矩阵运算也均转化为了相应的标量计算.
为了进一步减少算法的计算负担, 考虑到集员

估计中对于初始噪声的边界普遍采用保守的过估计

方法, 因此每步迭代的观测更新并不总是必要的, 可
采取选择更新的策略, 即: 在适当的情况下, 可以只
进行预测步骤, 而省略观测更新.
由 ESMF 算法的推导过程可知, 观测更新的实

质是预测状态椭球集和观测集作交集

Ek+1 = E (x̂xxk+1, Pk+1) = E (x̂xxk+1,k, Pk+1,k) ∩ Syyy

(36)
因此可得

Ek+1 = E (x̂xxk+1, Pk+1) ⊂ E (x̂xxk+1,k, Pk+1,k) (37)

特别地, 当

E (x̂xxk+1,k, Pk+1,k) ⊂ Syyy (38)

可得到

Ek+1 = E (x̂xxk+1,k, Pk+1,k) (39)

满足式 (39) 的条件表明本次迭代的观测更新
步骤可以省略. 然而, 由于式 (39) 条件严格, 在实
际应用中难于得到检验. 考虑到减少观测更新可
以减少执行的计算时间, 因此可选择更为宽松的条
件[15−16]. 本文提出一种更容易实现的检验准则
(
yyyk+1 − hhh (x̂xxk+1,k)

)T
R̂−1

k+1

(
yyyk+1 − hhh (x̂xxk+1,k)

) ≤ η

(40)
参数 η ∈ (0, 1] 需要根据初始假设情况进行仔

细选择, 以保证滤波器的性能. η 较大会增加选择更

新的几率, 但同时带来了较大的边界估计误差. 因
此, 需要在节省更新时间和保证边界估计精度上寻
求平衡. 例如稍后的仿真实验显示, 当噪声过估量较
小, 如小于设定噪声强度的 5% 时, 可选择 η = 1, 也
就是说, 当每次迭代得到的预测状态椭球集中心位
于 Syyy 中时, 可以省略观测更新, 从而既降低了计算
负担又保证了边界估计性能.

3 滤波器参数的自适应选择

本节将详细讨论三个滤波器参数 βQk
, βk, ρk

的选取问题, 并提出一种自适应的优化选择策略来
改进算法的性能.
前两个参数 βQk

, βk 的选择涉及到两个椭球

直和的外包椭球的最优化问题. 不失一般性, 设两
个椭球 E(aaa1, P1) 和 E(aaa2, P2) 直和的外包椭球为
E(aaa, P ), 则 aaa 和 P 可选择为

aaa = βaaa1 + (1− β)aaa2, P =
P1

1− β
+

P2

β
(41)

优化的目的是选取适当的 β ∈ (0, 1) 使得外包
椭球满足一定的最优准则, 如最小化外包椭球体积
det(P )(等价的 ln det(P )) 或者最小化外包椭球的
迹 tr(P )[17]. 后者往往求解形式更简单, 性能更鲁
棒. 这里采取最小化迹的原则, 即

β = arg min
β∈(0,1)

tr(P ) (42)

从而得到最优 β 的选取算法为

β =

√
tr(P2)√

tr(P1) +
√

tr(P2)
(43)

参数 βQk
, βk 将根据式 (43) 进行选择. 对于

βQk
需要计算两个椭球 E(000, Qk) 和 E(000, Q̄k) 的直

和.而对于 βk,需要计算直和的两个椭球为E(000, Q̂k)
和 E (fff (x̂xxk) , AkPkA

T
k ).

对于参数 βk 的选择, 给出观测矢量更新条件下
Pk+1 的计算公式为

Pk+1 = δk

(
In×n − Pk+1,k

1− ρk

HT
k+1W

−1
k Hk+1

)
Pk+1,k

1− ρk

(44)
其中

δk =1−[
yyyk+1−hhh (x̂xxk+1,k)

]T
W−1

k

[
yyyk+1−hhh (x̂xxk+1,k)

]
(45)

在每步迭代中, 由于 Syyy 形式的复杂性 (由此
导致 Pk+1 的复杂性), 无论是采用最小化椭球体
积 det(P ) (等价的 ln det(P ) ) 还是最小化椭球迹
tr(P ) 原则, 都将使得 ρk 的优化选择十分困难甚至

无法得到解析解, 采用数值计算的方法求解则计算
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复杂度较高. 这里考虑一种次优的准则, 即采用最小
化性能指标 δk 上界的形式来自适应选择 ρk

ρk = arg min
ρk∈(0,1)

sup(δk) (46)

引理 2. 通过最小化 δk 上界原则求得最优参数

值 ρk 来进行观测更新, 可使得下列不等式

det(Pk+1) ≤ c1(δk)n, tr(Pk+1) ≤ c2δk (47)

对于某常数 c1, c2 成立
[15].

引理 2 表明, 可以通过最小化 δk 上界来求取参

数 ρk, 虽然不能保证每步得到的估计椭球体积或者
迹最小, 但可以保证其体积或者迹的上界最小, 同时
避免了直接求解体积或迹最小化带来的复杂微分方

程求解困难或采用数值计算方法求解的繁冗的计算

负担, 是一种次优而有效的方法.
定理 1. 由引理 2 的最小化 δk 原则, 可求得参

数值 ρk 的自适应次优选择公式为

ρk = ρ∗k =
√

rm√
pm +

√
rm

∈ (0, 1) (48)

其中 pm和 rm分别为矩阵Hk+1Pk+1,kH
T
k+1和 R̂k+1

的最大奇异值. 针对观测序列更新的情况, 可进一步
简化为

ρk(i) = ρ∗k(i) =
√

d2√
d1 +

√
d2

(49)

其中, d1, d2 分别定义为

d1 = Hk+1(i)Ū
i−1
k+1D̄

i−1
k+1(Ū

i−1
k+1)

THT
k+1(i) (50)

d2 = R̂k+1(i) (51)

证明. 根据式 (45), 性能指标 δk 的上界可表示

为

δ̄k = 1− ‖yyyk+1 − hhh(x̂xxk+1,k)‖2

pm

1−ρk
+ rm

ρk

(52)

其中 pm和 rm分别为矩阵Hk+1Pk+1,kH
T
k+1和 R̂k+1

的最大奇异值, 从而可求得 δk 的最小上界为

δ̄k,min = 1− ‖yyyk+1 − hhh(x̂xxk+1,k)‖2

(√
pm +

√
rm

)2 (53)

此时

ρk = ρ∗k =
√

rm√
pm +

√
rm

∈ (0, 1) (54)

式 (54) 即为每步迭代中采用的 ρk 自适应选

择公式. 对于观测量序列更新的基于 UD 分解的

ESMF算法, 情形将得到简化, 只需在每个观测分量
更新时最小化 c 即可, 由

c = Hk+1(i)Ū
i−1
k+1s+R̂k+1(i)/ρk(i) =

d1

1− ρk(i)

+
d2

ρk(i)

(55)
其中, d1, d2 均为正常数, 从而最小化 c 得到

cmin =
(√

d1 +
√

d2

)2

(56)

此时

ρk(i) = ρ∗k(i) =
√

d2√
d1 +

√
d2

∈ (0, 1) (57)

上式将在观测序列更新时自适应计算 ρk(i) 以取代式

(54).
将上述第 2 节和第 3 节内容相结合即可得到

最终的基于 UD 分解的自适应扩展集员估计算法
(Adaptive ESMF, AESMF).

4 仿真验证

将本文提出的基于 UD 分解的自适应扩展集员
估计算法 (AESMF) 应用于带双向滑动的履带式移
动机器人运动位姿状态和时变滑动参数的联合估计

研究, 如图 1 所示.

图 1 履带式移动机器人平面运动示意图

Fig. 1 Planar motion of tracked vehicle

为了描述履带式机器人的运动, 定义全局惯性
坐标系 OwXwYw 和一个附着在车身上的相对坐标

系 OmXmYm, 后者的原点位于车的重心上. 车身的
运动由两部分合成, 即平动速度 vvvc = (vx, vy)T 和转
动速度 ωc = dψ/dt. 其中 vx 和 vy 表示 vvvc 在相对

坐标系两坐标轴上的投影, ψ 为车体的偏航角. 由
于侧向滑动的存在, vy 一般情况下不为零, 这样车
身瞬间的旋转中心 I 会偏离其重心一定距离 d. 设
I 在 OmXm 上投影为 O

′
, 定义线段 OmI 和 O

′
I
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之间的夹角为 α, 从而侧滑参数可表示为侧滑因子
σ = tanα. 而左右轮行进方向上的滑动因子可表示
为

iL = (rωL − vx)
(rωL)

(58)

iR = (rωR − vx)
(rωR)

(59)

其中, r 为履带驱动轮半径; ωL, ωR 分别表示左右驱

动轮的角速度, 可被视为输入变量. 由此可建立离散
过程模型如式 (60) (见本页下方).
式 (60) 中, b 为左右履带之间的距离, 4T 为采

样时间.
仿真中假定 X, Y, ψ 为观测量, 从而观测模型

为

yyyk+1 = xxxk+1 + vvvk+1 (61)

仿真的目的是同时估计状态 X, Y, ψ 和三个滑

动参数 iL, iR, σ, 这是一个非线性联合估计问题. 由
于时变滑动参数的变化规律在现实中未知, 故可建
模为

pppk+1 = pppk + wwwp,k (62)

其中, pppk ∈ Rp 为参数矢量, wwwp,k ∈ Rp 为可加性过

程驱动噪声.
模型包含的常数取值如下: 两履带中心距离

为 b = 0.65m, 驱动轮半径为 r = 0.35m, 总的
仿真时间为 20 s, 采样间隔为 4T = 100 ms. 为
简单起见, 仿真中采用的输入量 ωL, ωR 取值为常

值 ωL = ωR = 1.5 rad/s. 仿真中, 对于过程噪声
wwwk, wwwp,k 和观测噪声 vvvk+1, 考虑 5% 均匀分布有界
噪声, 由此得到观测数据. 状态和参数的初始椭球分
别假定为过程噪声 wwwk 和 wwwp,k 的边界椭球. 在每一
步估计中, 把估算出的椭球 Ek 中心 x̂xxk 作为 k 时刻

估算值. 为了反映参数跟踪的性能, 以及算法在出现
突变情况下的稳定性, 除了参数的一般性变化外, 我
们将在 t = 10 s 时刻给参数一个大的阶跃变化. 仿
真中将对原始 ESMF 和本文提出的 AESMF 算法
从稳定性、估计性能和计算复杂度三个方面进行比

较.

(a) 参数估计

(a) Estimation of parameters

(b) 参数边界估计

(b) Estimation of parameter bounds

(c) 性能指标

(c) Performance index

图 2 不稳定的 ESMF 估计结果

Fig. 2 Estimation results of divergent ESMF

xxxk+1 =




Xk+1

Yk+1

ψk+1


 =




Xk + (rωL,k(1− iL,k) + rωR,k(1− iR,k))4T (cos ψk + σk sinψk)/2
Yk + (rωL,k(1− iL,k) + rωR,k(1− iR,k))4T (sinψk − σk cos ψk)/2

ψk + (−rωL,k(1− iL,k) + rωR,k(1− iR,k))4T/b


 + wwwk

(60)
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图 2 和图 3 描述了 AESMF 在稳定性方面的改
进. 其中图 2为ESMF发散的情况,图 3为AESMF
在相同条件下的估计结果. 图中虚线表示真实的状
态和参数, 实线表示 ESMF 和 AESMF 的估计结
果. 各子图分别比较了两种滤波器的参数估计、参数
边界估计和性能指标情况.

(a) 参数估计

(a) Estimation of parameters

(b) 参数边界估计

(b) Estimation of parameter bounds

(c) 性能指标

(c) Performance index

图 3 AESMF 估计结果

Fig. 3 Estimation results of AESMF

图 2 (a) 表明, 当 t = 2 s 时, ESMF 的参数估
计发散. 这主要是因为中间矩阵 Wk 接近奇异, 其
求逆出现很大的误差, 导致了算法发散. 此外, 从多

次仿真结果来看, 矩阵 Pk 变得不满足非负定, 或者
其对角元素出现负值也会导致相同的发散情况. 从
图 2 (c) 中可知此时的性能指标依然保持为正数, 说
明系统中参数的变化并未违背初始的椭球边界假设,
因此图 2 (b) 中边界估计在 t = 2 s 时并未发散. 图
3 (a) 显示 AESMF 在 t = 2 s 时仍然保持稳定, 表
明 AESMF 成功地解决了原始 ESMF 的数值不稳
定缺陷.

但是当参数发生超出初始边界估计的突然变化,
例如 10 s 时刻加入大的参数阶跃变化 (如图 2 (c)
所示), 原始 ESMF 算法的性能指标在此时刻变为
负值, 并且一直持续下去, 其参数边界急剧膨胀至
1047(如图 2 (b) 所示), 滤波器完全不能正常工作
(即使在此时刻后参数变化重新满足初始边界假设).
然而, 采用 UD 分解机制的 AESMF 算法则可以很
好地克服这一缺点, 如图 3(c) 所示, 虽然在 10 s 时
刻附近 δk ≤ 0, 然而只需经过一段时间调整之后, 性
能指标又重新回到正值, 同时滤波器也能够正确地
跟踪参数的变化 (如图 3(a)), 其边界估计也恢复正
常 (如图 3(b)), 并未出现急剧膨胀的现象, 避免了滤
波器的发散.
除了稳定性外, AESMF 算法相对于调试稳定

的 ESMF 算法在其他性能上也有所改进. 下面从
状态和参数估计情况、不确定性边界的估计情况以

及计算复杂度方面进行比较. 图 4(见下页) 描述了
AESMF 在状态和参数的值估计、边界估计和性能
指标上相对于调试稳定的 ESMF 的改进情况. 其中
虚线表示真实的状态和参数, 点划线表示 ESMF 的
估计结果, 实线表示 AESMF 的估计结果.

出于估计精确性比较的目的, 为了描述各滤波
器估算结果的有效性, 在此定义最小二乘原则下的
状态估算和参数估算精度如式 (63) 和 (64).

V1 =

√√√√ 1
T

T∑
t=1

Nx∑
i=1

(xxxi(t)− x̂xxi(t))
2 (63)

V2 =

√√√√ 1
T

T∑
t=1

Np∑
i=1

(pppi(t)− p̂ppi(t))
2 (64)

式中 xxxi(t) 和 x̂xxi(t) 分别表示真实的和估计的状态,
Nx 表示状态的维数, pppi(t) 和 p̂ppi(t) 分别表示真实和
估计的参数, Np 表示参数的维数.

ESMF和AESMF两种滤波算法的性能比较结
果具体见表 1 所示.
图 4 (a), 4 (b) 和表 1 表明, 对于稳定的 ESMF,

两种滤波器在状态和参数的估计精度上是非常接

近的, 这表明采用 UD 分解、序列更新和选择更新
以及自适应参数选择机制的 AESMF 算法并未降
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低 ESMF 算法的估计精度. 另一方面, 图 4(c) 显示
AESMF 的边界估计结果要小于 ESMF 的边界估
计结果, 表明 AESMF 估计的椭球要小于 ESMF 估
计的椭球, 这是 AESMF 的滤波器参数采用自适应
选择机制带来的改进.

就计算复杂度而言, 仿真实验运行在 Pentium-
IV PC 机上的 Matlab 6.5环境下, 经过 20 次运行
后求平均耗费 CPU 时间. 其中, AESMF 耗费的
计算时间为 33.48ms, 而 ESMF 耗费的计算时间
为 42.71ms. 因此从计算复杂度上看 AESMF 要比
ESMF 快 21.6%, 这要归功于 AESMF 采用的序列
更新和选择更新方法.

表 1 ESMF 和 AESMF 性能比较

Table 1 Comparison between ESMF and AESMF

滤波器 状态估计精度 V1 参数估计精度 V2 计算时间 t (ms)

ESMF 1.001E-4 0.031674 42.71

AESMF 9.7953E-5 0.030627 33.48

(a) 状态估计比较

(a) Comparison of states

(b) 参数估计比较

(b) Comparison of parameters

(c) 参数边界估计比较

(c) Comparison of parameter bounds

(d) 性能指标比较

(d) Comparison on of parameter index

图 4 ESMF 和 AESMF 比较

Fig. 4 Comparison between ESMF and AESMF

5 结论

本文提出了一种基于 UD 分解的自适应扩展
集员估计方法, 并将其应用于解决非线性系统状态
和参数的联合估计问题. 新的 AESMF 算法通过将
原始 ESMF 方法与 UD 分解机制、序列更新和选
择更新策略以及滤波器参数自适应选择策略等方法

的结合, 改进了数值稳定性, 降低了计算复杂度, 并
实现了次优边界估计性能. 通过带滑动的履带式移
动机器人状态和参数联合估计问题的仿真实验, 对
AESMF 算法和原始 ESMF 算法进行了比较, 比较
结果表明 AESMF 成功地解决了 ESMF 的数值不
稳定问题, 实现了次优估计, 并在不降低估计精度的
情况下改进了算法的实时性.
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