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基于超平面法矢量的欠定盲信号分离算法

肖 明 1, 2 谢胜利 1 傅予力 1

摘 要 探讨欠定情况下 (观测信号少于源数目) 的盲信号分离. 首先给出了 m 维超平面的法矢量的计算公式, 提出了一个

基于超平面法矢量的矩阵恢复算法. 其次针对语音分离, 提出了 k 源区间及其检测方法, 从而使 k-SCA 条件下的算法推广到

了非稀疏信号的盲分离. 在源信号重建上, 提出了一个简化 l1 范数解的新算法. 几个仿真实验 (含语音信号实验) 证实了所提

出算法的性能.
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Underdetermined Blind Source Separation Algorithm Based on

Normal Vector of Hyperplane
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Abstract Discussion of blind signal separation problem under underdetermined case (i.e., the case of less observed

signals than sources) is presented. First, a formula to calculate the normal vector of any hyperplane is given and a mixing

matrix recovery algorithm based on the normal vector of any hyperplane is proposed. Second, for audio signal, k-source

intervals are introduced and a method to detect them is proposed. So, the algorithms under the k-SCA condition are

extended to blind non-sparse signal separation. To reconstruct the sources, a new algorithm is proposed to simplify the

l1-norm solution. Several experiments demonstrate the performance of the proposed algorithm.
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大多数采用独立元分析 (Independent compo-
nent analysis, ICA) 的盲信号分离 (Blind signal
separation, BSS) 算法要求观测信号数目多于源信
号[1−3], 而观测信号少于源数目的情况属于欠定盲
信号分离. 近几年, 通过利用信号的稀疏表示, 欠定
的盲分离问题采用两步法已经得到解决[4−8], 但要
求信号在表示域中是稀疏的, 即在每个样本点上仅
有一个源信号非零或较大, 而其余源信号为零或可
忽略不计. 最近, Georgiev 等考虑更加宽松的条件,
提出了 k-SCA 条件[9−10], 并证明了 k-SCA 条件是

收稿日期 2006-11-06 收修改稿日期 2007-05-08
Received November 6, 2006; in revised form May 8, 2007
国家自然科学基金 (U0635001, 60505005, 60674033), 广东省自

然科学基金 (04205783, 05006508), 科技部重大基础前期研究专项

(2005CCA04100) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(U0635001, 60505005, 60674033), Natural Science Fundation of

Guangdong Province, China (04205783, 05006508), Specialized

Prophasic Basic Research Projects of Ministry of Science and

Technology, China (2005CCA04100)
1. 华南理工大学电子与信息学院 广州 510641 2. 茂名学院电子信

息工程系 茂名 525000
1. College of Electrics and Information Engineering, South

China University of Technology, Guangzhou 510641 2. De-

partment of Electrics and Information Engineering, Maoming

College, Maoming, Guangdong 525000
DOI: 10.3724/SP.J.1004.2008.00142

源信号和混叠矩阵可恢复的充分条件. k-SCA 条件
的算法涉及到子空间、超平面聚类[11−14], 比一般的
统计数据聚类困难. Theis 和 Cichocki 也提出了一
个基于法矢量的聚类算法[12], 按极坐标形式构造法
矢量, 以累计与m 维空间的每个矢量正交的数据的

方法来确定法矢量, 该算法有明显的缺陷, 存在角度
分辨率带来的误差.

此外, k-SCA 条件是非常苛求的, 特别是在语
音信号的分离中,因为一些数据不满足 k-SCA条件,
所以给超平面聚类带来麻烦, 以至于无法估计混叠
矩阵. 例如, 当 4 个语音信号混叠成 3 个观测信号
时, 从散落图 (见下页图 1) 中可知, 源信号在时域上
是非稀疏的, 在球面的投影图中无法看到估计混叠
矩阵的超平面, 此时大部分的数据都不满足 k-SCA
条件, 所以, 利用子空间或超平面聚类是无法估计混
叠矩阵的, k-SCA 条件下的算法都将失效.

鉴于上述问题, 本文首先给出超平面的法矢量
计算公式, 证明超平面和法矢量的一一对应关系, 提
出一个在 k-SCA 条件下基于法矢量的混叠矩阵恢
复算法. 其次, 指出语音信号的一种混叠特性, 即 k

源区间; 分析 k 源区间性质, 提出 k 源区间的检测方

法, 并得出混叠矩阵的可恢复性条件. 在源信号的重
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建上, 针对 l1 范数的特殊性, 提出一个简化的代数
优化方法. 最后, 用几个仿真实验分别与 Theis 算
法[12] 和Washizawa 在线算法[14] 比较, 证实所提出
算法的性能和实用性.

图 1 4 个语音信号混叠成 3 个混叠信号

((a) 混叠信号的散落图; (b) 在单位球面上的投影)

Fig. 1 Four speech signals mixed into three mixtures

((a) Scatter plot of three mixtures; (b) Their projections

on unit sphere )

1 问题的描述

在无噪声的情况下, 实时线性盲信号混叠的模
型为

X = AS (1)

其中, 混叠矩阵 A ∈ Rm×n 和源信号 S ∈ Rn×N 均

未知. 最近Georgiev 提出了如下的 k-SCA 条件: 1)
混叠矩阵 A 的任意 m ×m 子矩阵都非奇异; 2) 源
信号是 n −m + 1 水平稀疏, 即矩阵 S 的每一列至

少有 n −m + 1 个非零元素; 3) 源信号充分地表现
出以下特征: 任何 n−m+1 个元素集 I = {i1, · · · ,

in−m+1} ⊂ {1, · · · , n}, 在 S 中至少存在 m 列使得

它们的 0 元素位置与元素集 I 一致, 且每m− 1 列
是线性独立的. 在 k-SCA 条件下, 关键的问题是:
如何进行超平面聚类和估计混叠矩阵?
给定一组 m 维线性无关的矢量 {uuuk}m−1

k=1 , 其中
uuuk = (uk1, · · · , ukm)T, 由此生成的子空间 H, 记为
H = {yyy |yyy ∈ Rm, ∀ c1, · · · , cm−1 ∈ R, yyy = c1uuu1

+ · · · + cm−1uuum−1}. 在三维线性空间里, 任意两个
线性无关的矢量张成的子空间是一个过原点的平面,
其法矢量在不考虑尺度比例变化的情况下是唯一的.
依此类推, 在 m 维空间, 任意 m − 1 个线性无关的
矢量张成的子空间 H 是一个通过坐标原点的超平
面, 那么, 其法矢量在不考虑尺度比例变化的情况下
是否唯一、其形式又应如何表示？

定义 1. 给定一个非零m 维矢量 nnn 和由一组m

维线性无关的矢量 {uuuk}m−1
k=1 生成的超平面 H, 如果

∀yyy ∈ H, 都有 〈nnn,yyy〉 = 0 成立, 则称矢量 nnn 是超平

面H 的法矢量 (或称正交矢量), 记作 nnn⊥H, 〈·, ·〉 表
示两个矢量的内积.
为了确定超平面的法矢量, 令 U = (uuu1, · · · ,

uuum−1) 是m× (m− 1) 矩阵, 当抽去第 l 行时, 可以
得到非奇异的 (m− 1)× (m− 1) 子矩阵

Ul =




u11 · · · um−1,1

...
. . .

...

u1,l−1
. . . um−1,l−1

u1,l+1
. . . um−1,l+1

...
. . .

...

u1m · · · um−1,m




定理 1. 给定由一组 m 维线性无关的矢量

{uuuk}m−1
k=1 生成的超平面 H, 在法矢量不考虑尺度

比例变化的情况下, nnn0 = (det(U1),−det(U2), · · · ,

(−1)m−1 det(Um))T 是超平面 H 的唯一法矢量; 同
时, 与矢量 nnn0 正交的 m 维空间中的通过原点的超

平面H 也是唯一的.
证明. 不失一般性, 考虑矢量 nnn0 与 {uuuk}m−1

k=1 中

矢量 uuu1 的内积:

〈nnn0,uuu1〉 = u11 det(U1)− u12 det(U2) + · · ·+
u1m(−1)m−1 det(Um) =∣∣∣∣∣∣∣∣

u11 u11 · · · um−1,1

...
...

. . .
...

u1m u1m · · · um−1,m

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

所以, 〈nnn0,uuul〉 = 0 (l = 1, · · · ,m), 矢量 nnn0 是超平

面H 的法矢量.
证唯一性, 为求一个超平面所有的法矢量, 设

nnn⊥H, 〈nnn,uuul〉 = 0 (l = 1, · · · ,m − 1), 则法矢量就
是线性方程组 UTnnn = 0 的解, 因为 U 的秩为m− 1
且 nnn0 是它的一个解, 所以线性方程组的基础解系为
cnnn0(即 nnn = cnnn0, c ∈ R), 全部法矢量仅与 nnn0 成比

例, 在不考虑尺度比例变化的情况下, 它是超平面H
唯一的法矢量.
反之, 假设与 nnn0 正交的超平面, 除了有矢量

{uuuk}m−1
k=1 生成的超平面 H, 还有另外一个超平面

H′, 则存在一个非零矢量 vvv ∈ H′ 但 vvv /∈ H, vvv 是不

能被 {uuuk}m−1
k=1 线性表示的, 故 {uuuk}m−1

k=1 和 vvv 组成m

个线性无关的 m 维矢量, 则它们可张成整个 m 维

线性空间, 由于 nnn0 正交于超平面 H 和 H′, 所以 nnn0

正交于 {uuuk}m−1
k=1 和 vvv, 进而 nnn0 正交于 m 维线性空
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间的任意一个矢量, 这是不可能的, 故矛盾假设不成
立, 矢量 nnn0 唯一决定的超平面是H. ¤

注. 通常计算超平面 H 的单位法矢量, 即
nnn = nnn0/||nnn0||.

2 kkk-SCA条件下的混叠矩阵恢复

为了便于稀疏成分分析, 将混叠矩阵 A 按列矢

量 aaaj 展开, 则式 (1) 可转化为

xxxt =
n∑

j=1

aaajs
t
j (2)

其中, 矢量 xxxt 是矩阵 X 的列, 同时设 ||aaaj|| = 1. 这
里, 混叠矩阵 A 满足 k-SCA 条件 1), 任意 m − 1
列 {aaaik

}m−1
k=1 张成一个 m 维线性空间的超平面 Hq,

记为 Hq = {yyy |yyy ∈ Rm, cik
∈ R, yyy = ci1aaai1 +

· · ·+ cim−1aaaim−1}, 其中, q = 1, · · · , Cm−1
n , Cm−1

n =
n!/[(m− 1)!(n−m + 1)!].
根据定理 1, 令 bbbq = (det(Aq

1),−det(Aq
2), · · · ,

(−1)m−1 det(Aq
m))T, 则 bbbq 是超平面 Hq 的法矢量,

其中, 子矩阵 Aq
l 为

Aq
l =




a1j1 · · · a1jm−1

...
. . .

...

al−1,j1

. . . al−1,jm−1

al+1,j1

. . . al+1,jm−1

...
. . .

...

am,j1 · · · am,jm−1




, l = 1, · · · ,m

当源信号满足 k-SCA 条件 2) 时, 矩阵 S 的

每一列 ssst 中至少有 n − m + 1 个零元素, 很明显,
矩阵 X 的任意一列 xxxt 都位于由 A 的列张成的 Q

个超平面 Hq 中的一个超平面上, 即 xxxt ∈ ⋃Q

q=1Hq

(Q = Cm−1
n , t = 1, · · · , N), 所以, 在三维空间里,

X 的所有数据列在球面上的投影将成为 Q 个圆圈

(参见第 5 节中的图 3(b)).
如何聚类 Q 个超平面 Hq 并利用法矢量确定混

叠矩阵? 其算法可概括如下:
1) 去除数据矩阵 X 中为零的列矢量, 然后对

X 中的列 {xxxt}N
t=1 进行归一化, 即 xxxj = xxxj/||xxxj||.

2) 如果 xxxj + xxxk = 0 或 xxxj − xxxk = 0, 则称它们
为相同矢量或相反矢量. 令 yyyl = xxxj, 将在 X 中所有

与 yyyl 相同或相反的列归为一类, 聚类得到 {yyyj}Nl

j=1,
组成矩阵 Y = (yyy1, · · · , yyyNl), 并记录 yyyl 类中的数据

数为 hl.

3) 根据行列式 det(yyyl1 , · · · , yyylm) 6= 0, 可以任选
m 个线性无关的矢量 {yyyli}m

i=1, 该组矢量可以形成
m 个超平面, 计算其中任意的m− 1 个矢量张成的
超平面的单位法矢量, 如果在数据矩阵 Y 中与 nnn1

正交的列矢量数目大于 Nmin, 则移去所有与它正交
的列. 依次类推, 可以得到一组法矢量 {nnnj}L

j=1, 它
决定 L 个不同的超平面 {Hj}L

j=1.
4) 检测矩阵 Y 中与 nnnj 正交的列, 如果下

标为 j1, · · · , jk ∈ {1, · · · , Nl}, 则可以计算在矩
阵 X 中与 nnnj 正交的非零列矢量的数目 mj, 即
mj =

∑k

i=1 hji
, mj 也为聚类超平面的数据列数.

5) 按聚类超平面的数据列数 mj, 从大到小排
列, 重新选择前 Q 个法矢量 nnnj, 确定为超平面的法
矢量, 且 b̂bbj = nnnj.

6) 在估计法矢量 {b̂bbj}Q
j=1 后, 矢量 aaaj 是 Cm−2

n−1

个超平面的交, 与 {b̂bbj}Q
j=1 中的 Cm−2

n−1 个法矢量正

交, 可以用法矢量 {b̂bbj}Q
j=1 的任意 m − 1 个线性无

关的矢量张成的超平面的法矢量求出矢量 aaaj.
在信号混叠中, 并不是矩阵 S 的所有列 ssst 都

至少有 n − m + 1 个零元素, 所以任意 m − 1 列
{aaaik

}m−1
k=1 张成一个 m 维线性空间的 Cm−1

n 个超平

面 Hq 不能包含全部的矢量 xxxt, 但是, 矩阵 S 的大

多数列 ssst 至少有 n−m + 1 个零元素, 即大部分归
一化的列位于 Cm−1

n 个超平面 Hq 上, 此时上述算
法仍然成立, 但计算的超平面增多, 计算量增大.

3 kkk源区间和混叠矩阵的恢复

在线性混叠系统中, k-SCA 的条件 2) 是苛刻
的, 像语音信号、生物医学信号等信源的混叠很难满
足其条件, 所以 k-SCA 算法在盲信号处理中的运用
价值较低. 为了能够有效地利用 k-SCA 条件下的理
论, 通过对语音信号的研究, 我们发现 k 源区间具有

如下的物理特性: 如果有 4 个人同时讲话, 人们常常
能够在某些极小的时间区间辨别出其中 1 个人的声
音, 则称该区间为单源区间; 如果在某些极小的时间
区间能辨别出两个人的声音, 则称该区间为 2 源区
间; 如果在某些极小的时间区间能辨别出 3 个人的
声音, 则称该区间为 3 源区间. 讨论的 k 源区间的

数据是较稀疏的情况, 至少是 n −m + 1 水平稀疏,
即非零元素不超过 m − 1 个, 所以 k 一定小于观测

信号的个数. 以下是 k 源区间的定义.
定义 2. 在实时线性混叠系统中, 如果在给定的

时间区间 [t1, t2] 上, 至多仅有 k (k ≤ m− 1) 个源信
号非 0, 其余的源信号为 0, 则区间 [t1, t2] 为 k 源区

间.
在文献 [15−16] 中, 单源区间就是 k 为 1 的情
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况, 其定义为:
定义 3. 在实时线性混叠系统中, 如果在给定的

时间区间 [t1, t2] 上, 仅有一个源信号非 0, 则区间
[t1, t2] 为单源区间.
根据上述定义, 很容易得到 k 源区间的性质.
定理 2. 当 m 个观测信号的数据构成一个 m

维线性空间时, 如果区间 [t1, t2] 是 k 源区间, 且
k = m − 1, 则 ∀ t′ ∈ [t1, t2], xxxt′ 都位于同一超平面

上; 如果 xxxt′ 在区间 [t1, t2] 存在 m − 1 个线性无关
的列矢量, 则在不考虑尺度比例时, 存在唯一的法矢
量.
证明. 因 ∀ t′ ∈ [t1, t2], ssst′ 至少有 n−m + 1 个

零元素, 至多有m− 1 个非零元素, 不失一般性, 设
{st′

jl
}m−1

l=1 非零, 于是 xxxt′ =
∑m−1

l=1 aaajl
st′

jl
, 则 xxxt′ 属于

{aaaji
}m−1

i=1 张成的子空间,该子空间为一个超平面,又
因为 xxxt′ 在区间 [t1, t2] 存在m− 1 个线性无关的列
矢量, 所以在区间 [t1, t2] 的列矢量都位于这 m − 1
个线性无关的列矢量张成的超平面, 再由定理 1 可
知, 在不考虑尺度比例时, 存在唯一的法矢量. ¤
如果 ∀ t′i ∈ [t1, t2] (i = 1, · · · ,m), 那么矢量

{xxxt′i}m
i=1 是一组线性相关的矢量, 于是可得如下推

论:
推论 1. 当 m 个观测信号的数据构成一个

m 维线性空间时, 如果区间 [t1, t2] 是 k 源区间,
且 k = m − 1, 则 ∀ t′i ∈ [t1, t2] (i = 1, · · · ,m),
det([xxxt′1 , · · · ,xxxt′m ]) = 0, 即 k 源区间中的任意m 个

列矢量 {xxxt′i}m
i=1 组成的行列式为 0.

根据上述定理和定义, 如果能够从观测信号中
寻找出所有 k 源区间数据, 而这些 k 源区间数据能

够满足 k-SCA 的 3 个条件, 则可得出混叠矩阵的可
恢复的条件.

定理 3. 在线性实时的盲信号处理中, 如果混叠
信号的 k 源区间 (k = m− 1) 数据能够满足 k-SCA
的 3 个条件, 则混叠矩阵是可识别的.
证明. 抽取所有 k 源区间的数据组成新的混叠

信号, 混叠矩阵没有发生变化, 新的源信号也是抽取
所有 k 源区间的源信号, 所以, 根据文献 [9] 得, 混
叠矩阵是可识别的, 源信号的个数也是可确定的. ¤
定理 3 与 k-SCA 的 3 个条件的根本区别在

于: 不需要观测信号数据的每列都要求 n −m + 1
水平稀疏. 根据定理 2 或推论 1 可确定 k 源区间

(k = m− 1), 但是定理 2 和推论 1 的逆定理并不成
立, 所以, 设 k 源区间的最小长度为 Nmin, k 源区间

的混叠矩阵的恢复算法概括如下:
1) 根据单源区间混叠矩阵恢复算法[16] 确定混

叠矩阵部分列矢量;

2) 根据定理 2 或推论 1 确定 k 源区间, 检测长
度大于 Nmin 的 k 源区间;

3) 根据第 2 节中 k-SCA 条件下的混叠矩阵恢
复算法确定超平面的法矢量和混叠矩阵.

4 重建源信号

在假定源信号概率密度为拉普拉斯 (Laplacian)
分布和混叠矩阵 A 已经被估计的条件下, 利用最大
后验概率准则,可得 l1范数 J(S) =

∑T

t=1

∑n

j=1 |st
j|,

并作为源信号 S 的稀疏性的度量. l1 范数可写成如

下优化问题[6]

min
n∑

j=1

|st
j|, s. t.

n∑
j=1

aaajst
j = xxxt (3)

在稀疏成分分析中, 数据矩阵 X 分解的目标是

希望得到源信号的最稀疏解; 如果假设在每个时刻
都至多有m 个非 0 的较大源信号, 其余的源信号为
0 或忽略不计时, 那么, 优化 (3) 的问题可以近似简
化为

min
Aik

n∑
j=1

|st
j|, s. t.

m∑
k=1

aaaikst
ik

= xxxt (4)

其中, 非奇异子矩阵Aik
是矩阵A 的任意m 列构成

的方阵, 即 Aik
= (aaai1 , · · · , aaaim

). 非奇异子矩阵集
Aik
共有 Cm

n 个, 式 (4) 的优化问题实质就是在 Cm
n

个子矩阵中寻找使得
∑n

j=1 |st
j| 最小的一个子矩阵,

从
∑m

k=1 aaaikst
ik

= xxxt, 可以得到 st
ik

, 该子矩阵设为
Amin

ik
, 则源信号可以按下式重构

{
Amin

ik
(st

i1
, · · · , st

im
)T = xxxt

st
j = 0 (i 6= ik)

(5)

按照式 (4) 和式 (5) 重建源信号比求解 l1 范数

简单, 但增加了一个限制条件, 即在每个时刻都至多
有m 个非 0 的较大源信号, 其余的源信号为 0 或忽
略不计.

5 仿真实验

5.1 实验 1

根据 Theis 的仿真实验[12], 同样按照 k-SCA 条
件将人工随机构造的信号 (如图 2(a)) 作为源信号,
混叠信号如图 2(b), 其混叠的矩阵为

A =




0.4545 -0.7912 -0.6634 0.4568

0.4545 0.2120 -0.3830 -0.7912

0.7660 0.5736 0.6428 0.4067
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图 2 信号的波形

((a) 源信号; (b) 混叠信号; (c) 估计信号)

Fig. 2 Waveform of signals

((a) Sources; (b) Mixtures; (c) The estimated signals )

图 3 为混叠信号的散落图, 在图 3(b) 中, 实线
圆为混叠矩阵的列矢量构成的平面, 当混叠信号矩
阵的列矢量向单位球面上投影时, 可以发现所有数
据点都落在 6 个实线圆上; 按照算法仿真, 可计算出
6 条法矢量 (用 b̂bb1, · · · , b̂bb6 表示) 对应的超平面的数
据点分别为 400、317、302、286、257、244, 令其超
平面的法矢量矩阵为 B = [b̂bb1, · · · , b̂bb6].

B =



0.5857 0.6105 0.5653 0.8012 0.3655 0.0999

-0.8005 0.2197 0.6112 0.1672 0.5837 -0.8806

0.1275 0.7610 0.5539 -0.5746 0.7250 0.4632




图 3 4 个稀疏源混叠成 3 个混叠信号

((a)观测信号的散落图;(b)观测信号的列归一化后的散落图)

Fig. 3 Four sparse sources mixed into three mixtures

((a) Scatter plot of mixtures; (b) Scatter plot of the

normalized mixtures )

另外, 当不设估计超平面的最小数据点数目
时, 会出现两条法矢量 (0.494,−0.7598,−0.4225),
(0.2646, 0.8419, −0.47), 它们分别有 10 个和 7 个
数据点, 所以在混叠信号矩阵 X 中的列矢量也可构

成其他的超平面, 但位于其上的数据点较少. 在算法
仿真中仅由 8 条矢量, 就得到需要的法矢量, 而不需
要遍历在三维空间的所有的法矢量, 从而计算量大
大降低.
根据法矢量形成的平面中 3 张平面同时交于同

一条直线的性质, 可得到

Â =




0.6634 0.4545 0.7912 0.4568

0.3830 0.4545 -0.2121 -0.7912

-0.6428 0.7660 -0.5736 0.4067




用minP ∈ P||ÂP −A||2 表示估计矩阵与混叠
矩阵的误差, P 是所有转置矩阵的集合. 在本实验
中, 在计算精度内误差为 0. 而在 Theis 的算法仿真
实验[12] 中, 其算法误差 minP ∈ P||ÂP − A||2 为
0.04, 本文算法精度明显高于 Theis 算法.

最后, 本文算法估计的源信号如图 2(c), 与
源信号的信噪比高达 108 dB、145 dB、228 dB 和
115 dB; 而 Theis 算法估计的源信号的信噪比仅为
36 dB、38 dB、36 dB 和 37 dB.

5.2 实验 2

按照 Washizawa 仿真实验中的源信号构造方
法, 人工产生同样的源信号 (如图 4(a))[14], 在源矩
阵 S 中随机地选取 40% 的元素为 0, 构成稀疏源,
它不完全满足 k-SCA 条件, 但在大多数的数据点满
足至少有 n−m + 1 个零元素. 混叠矩阵为

A =



0.5525 0.3919 0.5707 0.3934 0.6904

0.6863 -0.6066 0.5166 0.8634 -0.6007

0.4730 0.6917 -0.6383 -0.3158 0.4032




图 5 是混叠信号在三维空间的散落图, 实线圆
是混叠矩阵的列矢量构成的所有平面, 当数据点向
单位球面投影时, 可以发现不是所有的数据点都位
于实线圆上,说明混叠信号不完全满足 k-SCA条件.
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图 4 信号的波形

((a) 源信号; (b) 估计信号)

Fig. 4 Waveform of signals

((a) Sources; (b) The estimated signals )

在算法仿真中, 为了减少计算量, 先对同向或
反向的矢量聚类, 并按出现的数目从多到少的排
列, 抛弃排列在后面的部分数据后检测超平面, 最
后得到 10 个超平面的法矢量, 其样本数目分别为
406、372、364、359、358、358、356、351、340、338,
令 B = [b̂bb1, · · · , b̂bb10], 矩阵 B 中的数据见本页下方.

图 5 5 个稀疏源混叠成 3 个混叠信号

((a) 混叠信号的散落图; (b) 归一化的散落图)

Fig. 5 Five sparse sources mixed into three mixtures

((a) Scatter plot of mixtures; (b) Scatter plot of the

normalized mixtures)

在矩阵 B 中, 除 b̂bb10 不是混叠矩阵构成的超平

面的法矢量外, 其他均是它的法矢量, 不影响混叠矩

阵的估计, 最后得到估计的混叠矩阵为

Â =



0.6918 0.3755 0.3931 0.5527 0.5703

-0.5981 -0.6102 0.8636 0.6860 0.5179

0.4045 0.6976 -0.3156 0.4731 -0.6376


 .

估计的混叠矩阵与原混叠矩阵的误差 minP ∈
P||ÂP − A||2 = 3.2956E-004. 此外, 本文算法
估计的源信号如图 4 (b) 所示, 它与源信号的信噪
比分别为 21 dB、11 dB、17 dB、10 dB 和 17 dB.
而在 Washizawa 的仿真实验[14] 中, 其算法误差
minP ∈ P||ÂP − A||2 = 0.2018, 显然本文算法的
误差小于该算法.

5.3 实验 3

以来自 http://www.princeton.edu/∼srickard/
bss.html (Available date: Jane 17, 2005) 的语音
信号为源信号, 其中为 3 男 1 女的讲话声, 其波形图
如图 6 (a) 所示, 设混叠矩阵为

A =




0.4545 -0.7912 -0.6634 0.4568

0.4545 0.2120 -0.3830 -0.7912

0.7660 0.5736 0.6428 0.4067




图 6 信号的波形

((a) 源信号; (b) 混叠信号; (c) 估计信号)

Fig. 6 Waveform of signals

((a) Sources; (b) Mixtures; (c) The estimated signals )

B =




0.5681 0.0331 0.7930 0.4046 0.1779 0.4270 0.7678 0.5066 0.8326 0.1655

0.1051 0.7610 -0.1448 0.7851 0.6812 0.7877 -0.1986 -0.4899 -0.4803 -0.4094

-0.8162 0.6479 0.5917 0.4690 0.7102 0.4440 -0.6091 -0.7095 -0.2758 -0.8972
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混叠信号如图 6 (b) 所示 (见上页), 其混叠信号
的散落图和在球面的投影见图 1. 图 1 显示出了源
信号的稀疏性较弱, 因此无论是传统的聚类算法还
是超平面或子空间的聚类算法都难估计混叠矩阵.

在仿真实验中, 首先利用单源区间矩阵恢复算
法来确定混叠矩阵,设单源区间的检索误差为 0.025,
单源区间的最小长度为 3, 然后得到

Â1 =




-0.4522 0.7917 0.4613

-0.4556 -0.2195 -0.7940

-0.7668 -0.5702 0.3960




其中 3 个列矢量的单源区间的数据数为 16、8、14.
继续 k 源区间的搜索, 首先将所有单源区间的列矢
量合并成一个矢量, k 源区间的检索误差为 0.008, k

源区间的最小长度为 6, 然后根据定理 2 确定 k 源

区间, 将 k 源区间的数据重新排列, 作其散落图, 并
投影到单位球面上, 如图 7 所示. 图 7 (a) 为 k 源区

间数据的散落图; 图 7 (b) 中的实线为混叠矩阵的列
矢量张成的 6 个平面, k 源区间的数据均匀分布在

各个平面上; 图 7 (c) 中的实线为单源区间矩阵恢复
算法估计的混叠矩阵的 3 条列矢量张成的 3 个平面.
从图 7 可以看到, k 源区间的数据基本形成了另外 3
个平面.

图 7 仿真结果

((a) k 源区间数据的散落图; (b) 和 (c) 在球面上的投影)

Fig. 7 Simulation results

((a) Scatter plot of the samples in k-sources intervals; (b)

and (c) Their projections on the unit sphere )

对比图 1 到图 7 的变化可以看出, 此时可按照
第 2 节中的矩阵恢复算法进行仿真. 对 k 源区间

数据进行超平面聚类时, 首先除去已经估计得到
的混叠矩阵的列矢量张成的平面上的所有数据, 然
后根据矩阵恢复算法确定法矢量 (0.3662, 0.5827,
0.7255), (−0.5718, 0.8123, −0.1151) 和 (−0.6334,

−0.2768, −0.7226), 在估计的 3 个列矢量张成的平

面上, 很容易确定矢量 (0.6673, 0.3789, −0.6412)
与这 3 个列矢量正交, 即为混叠矩阵的另一列矢量,
最后的混叠矩阵为

Â =




-0.4522 0.7917 0.4613 0.6673

-0.4556 -0.2195 -0.7940 0.3789

-0.7668 -0.5702 0.3960 -0.6412




误差minP ∈ P||ÂP −A||2 = 2.5258E-004,估
计源信号的信噪比为 34.7 dB、7.6 dB、18.3 dB 和
8.1 dB.

6 结论

本文从 k-SCA 条件出发讨论了欠定的盲信号
分离的算法, 主要有两方面的贡献: 1) 通过一个计
算任意m维超平面的计算公式,避免了Georgiev的
算法中对所有角度的法矢量的遍历, 得出了基于超
平面法矢量的矩阵恢复算法, 实验结果也表明了该
算法的矩阵恢复的准确性优于 Theis 的算法; 2) 提
出了 k 源区间的定义及其检测方法, 解决了 k-SCA
条件下的算法不能解决的非稀疏信号混叠处理问题,
从而展现了 Georgiev 的 k-SCA 条件的现实意义.
最后, 实验结果充分证实了该算法的优越性, 特别
地, 4 个语音信号混叠的实验展现了 k 源区间在估

计混叠矩阵中的重大意义.
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