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四元数矩阵正交特征向量系的求解方法及其在彩色人脸

识别中的应用

郎方年 1 周激流 2 闫 斌 3 宋恩彬 4 钟 钒 1

摘 要 针对四元数矩阵正交特征矢量系求解困难的缺点, 本文提出一种获取四元数矩阵正交特征矢量集等效、便捷的方法,

其基本思路为: 首先, 构造四元数矩阵定义于复数域的导出阵, 并利用该导出阵特征矢量空间的一种特殊的等价空间间接获取

相应特征值所对应的特征矢量. 然后, 将复数矢量转换为四元数矢量, 按如此方式获取的对应所有特征值的非零特征矢量则构

成原始四元数矩阵的正交特征矢量系. 同时, 本文将定义于实数域的主成分分析方法 (Principal component algorithm, PCA)

向四元数体作合理的推广, 给出详细的数学推导过程, 证明该方法的合理性及其在统计模式识别领域得以应用的可能性. 最

后, 作者将彩色图像像素的 R、G、B 三分量作为四元数的三个虚数部分, 首次在人脸识别中引入基于四元数的彩色人脸识别

方法. 较传统的基于灰度图像的识别方法, 本文方法不仅利用了人脸图像灰度值的空间分布信息, 而且充分利用不同人脸之间

的色彩差异, 从而得到更多的鉴别信息. 在四川大学人工智能研究所的彩色人脸库上进行的实验表明, 所提出的基于四元数的

识别方法不仅大幅度提高了识别率, 而且具有较高的鲁棒性.
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Application in Color Face Recognition
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Abstract Considering the difficulty of obtaining orthogonal eigenvector set of quaternion matrix, a novel obtaining

method is proposed in this paper. The main idea of this method can be described as follows. Firstly, construct the

educing matrix of quaternion matrix, which is defined in complex field, secondly get complex eigenvector by using a

specific space, which is similar to the eigenvector space of the educing matrix, then the orthogonal eigenvector set can be

obtained through transforming the eigenvectors of all eigenvalues to quaternion eigenvectors. Simultaneously, quaternion-

based principal component algorithm (PCA) method is proposed and detailed mathematical calculations are also given

to explain its rationality and practicability in pattern recognition field. Finally, quaternion-based color face recognition

method, which uses R, G, B as the three imaginary numbers of quaternion, is proposed in the paper. Compared with the

traditional method, our algorithm uses face grayscale information and color information at the same time in order to get

more discrimination information. Experiments performed on color face database of TianSi brainpower graduate school of

Sichuan University indicate that the recognition rates are improved significantly and the proposed method is superior to

the traditional one in the mass.
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身份认证是人们在日常生活中经常会遇到的问
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题, 比如电子商务、网上银行交易、公共安全以及
视频会议等领域, 身份认证均存在广泛的应用前景.
然而, 随着科学技术的迅速发展, 传统的基于个人
密码、磁卡以及智能卡的身份认证方式由于安全性

差、容易被伪造以及易被窃取等缺点而不能满足现

实需要, 因此, 基于人类生物特征的身份识别技术得
到了较快的发展. 该研究领域主要的识别内容包括:
DNA、指纹、虹膜、语音、人脸以及手掌静脉等, 而
人脸识别技术又由于其特征录入的便捷性、鉴别信

息的丰富性以及使用范围的广泛性等众多优点而得

到研究人员们更多的关注.
人脸识别是模式识别研究领域的重要课题, 成
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功的识别算法在很大程度上依赖于模式特征的抽取

和选择, 其目标在于从原始样本数据中导出具有显
著区分信息的特征, 同时降低模式空间的维数, 以提
高算法的运行速度, 从而满足其实时性要求. 众所
周知, 线性鉴别分析法和主成分分析方法 (Principal
component algorithm, PCA) 在人脸识别技术的研
究中得到了较为成功的应用[1]. 两种方法均充分利
用训练集样本的统计信息而进行识别处理, 其中线
性鉴别分析法是基于样本分类的目的而构造鉴别矢

量, PCA 方法则是基于模式样本重构而寻找主元投
影矢量. 除了这两种经典的识别算法外, 还有很多成
熟的算法, 比如: 基于 SVD 分解的算法[2]、人脸等

密度线分析匹配算法[3]、弹性图匹配算法[4] 以及隐

马尔可夫模型方法[5]、SVM 方法、神经网络方法以
及基于小波变换的识别算法[6] 等, 这些方法均在不
同程度上获得了好的识别效果.
上述各类识别算法主要针对灰度人脸图像进行

处理, 充分利用人脸轮廓的形状信息以及灰度值的
空间分布信息, 同时被广泛使用的人脸库如 MIT
库、Yale 库、CMU 库以及Manchester 人脸库等均
以灰度人脸图像作为主要的收集对象, 而较为成功
的针对彩色人脸图像的识别算法并不多见. 2004 年
IEEE 上一篇关于彩色人脸识别的文章, 将图像的
R、G、B 三分量各自组成列矢量, 然后以首尾相连
的方式排列成长矢量进行识别处理. 由于图像矢量
本身的维数已经很高, 按这种方式构成的矢量其维
数为原始图像矢量维数的 3 倍, 因此, 在进行鉴别分
析的时候不仅耗费大量的计算时间, 而且在小样本
情况下, 高维样本矢量容易造成各种散布矩阵的奇
异性, 从而为后续鉴别矢量的抽取造成困难. 同时,
这种处理问题的方式也缺乏说服力, R、G、B 三分
量原本是有机的整体, 相互之间具有较强的关联性,
因此, 如果人为地将其分开处理, 势必会对图像本身
的信息结构造成影响, 对此, 原文并没有作详细的分
析与说明.
现实世界中, 人眼能够分辨的颜色至少有数千

种, 而鉴别绝对亮度的能力大约只有 10∼15 级灰
度[7], 所以彩色人脸图像所包含的鉴别信息要远多
于灰度人脸图像. 如果在利用人脸图像反映其形状
结构特征的灰度信息的同时充分利用其彩色信息,
则可以获取更多的反映不同人脸之间差异性的鉴别

信息, 从而提高算法的识别率. 基于上述想法, 本文
提出一种基于四元数的彩色人脸识别算法, 从而解
决了如何从数学上同时利用灰度信息和彩色信息的

问题, 在提高算法识别率的同时, 增强了算法的鲁棒
性.

本文内容安排如下: 首先, 给出四元数及四元数
矩阵的相关概念, 然后重点讲述四元数矩阵正交特

征矢量集的求解方法, 在此基础上, 在第 3 节中给出
四元数体上的 PCA 推广算法. 最后, 将该推广算法
应用到彩色人脸识别中. 第 5 节为结论.

1 四元数及四元数矩阵

设 q = a + ib + jc + kd, 其中 a, b, c, d ∈ RRR,
i, j, k 满足: i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k,
jk = −kj = i, ki = −ik = j, 则称 q 为四元数,
而称 a 为四元数 q 的实部, 称 ib + jc + kd 为四元

数 q 的虚部. 四元数可以按虚数的乘法规则重写为
q = (a + ib) + (c + di) j, 因此四元数又被称之为超
复数[8].
令 q1 = a1 + ib1 + jc1 + kd1, q2 = a2 + ib2 +

jc2 + kd2, 则四元数的基本运算法则定义为
相等: q1 = q2 ⇔ a1 = a2, b1 = b2, c1 =

c2, d1 = d2.
加减法: q1 ± q2 = (a1 ± a2) + i (b1 ± b2) +

j (c1 ± c2) + k (d1 ± d2).
乘法: q1 · q2 = (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) +

(a1b2 + b1a2 + c1d2− d1c2)i + (a1c2 + a2c1 + b2d1−
d2b1)j + (a1d2 + d1a2 + b1c2 − c1b2)k.
共轭: q̄ = a− bi− cj − dk.
矩: N (q) = qq̄ = q̄q = a2 + b2 + c2 + d2 ≥ 0.
模: |q| =

√
N (q) =

√
a2 + b2 + c2 + d2.

容易验证四元数加法满足结合律与交换律, 乘
法满足结合律, 且对加法满足分配律. 需注意的是,
四元数的乘法不满足交换律, 这也正是四元数与四
元数矩阵理论研究起来十分困难的原因[8]. 但是本
文研究内容所涉及到的四元数矩阵的相关运算并没

有遇到类似的困难, 这主要得益于统计模式识别问
题中散布矩阵构造的特殊性, 关于这一点, 将在第 3
节中详细论述.
在图像模式识别的应用中, 需要用到的有关四

元数矩阵的概念和命题有: 令Q 表示四元数的集合,
设矩阵 A ∈ Qn×n, 则:

1) 若 AH = A, 则称 A 为自共轭四元数矩阵, n

阶四元数自共轭矩阵的集合记为 SCn (Q);
2) 若存在 B ∈ Qn×n, 使得 AB = BA = I, 则

称四元数矩阵 A 是可逆的, 且称 B 为 A 的逆阵, 记
为 A−1;

3) 若存在 λ ∈ Q 及 000 6= aaa ∈ Qn×1, 使得
Aaaa = aaaλ(或 Aaaa = λaaa), 则称 λ 为 A 的右 (或左)
特征值, 而 aaa 为 A 的属于右 (或左) 特征值的特征向
量. 如果 λ 既是 A 的右特征值又是 A 的左特征值,
则称 λ 为 A 的特征值;

4) 若 U ∈ Qn×n, 且 UUH = UHU = I, 则称 U

为广义酉矩阵;
5) 由四元数的超复数表示可知, 四元数矩阵可
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以表示为两个复数矩阵和的形式,即: A = A1+A2j,

称复数矩阵 Aσ =

(
A1 −A2

A2 A1

)
为原始四元数矩

阵 A 的导出阵;
6) 若 A 为自共轭四元数矩阵, 则 Aσ 是 Her-

mite 矩阵.
有关命题: 1) (AB)H = BHAH; 2) 设 A ∈

SCn (Q), 则 A 的特征值为实数; 3) 四元数矩阵
A 的特征值与其导出阵 Aσ 的特征值相同; 4) 如果
矩阵 A 的导出阵 Aσ 的特征值为 λ, 相应的特征矢

量为

(
α1

α2

)
, 则对应于矩阵 A 的特征值 λ 的特征

矢量为 α1 + α2j.

2 四元数矩阵正交特征矢量集的编程求解算

法

由于四元数乘法不满足交换律, 从而使四元数
矩阵的相关计算比实数或复数矩阵的计算复杂得多.
为了将实数域的 PCA 方法向四元数体作合理推广,
以使其能够应用到彩色人脸识别中, 则必须求出四
元数矩阵的正交特征向量系. 理论上求解四元数矩
阵特征值、特征向量的方法已经存在[8], 即先求出四
元数矩阵对应导出阵的特征矢量, 然后按第 1 节命
题 4 的方法可获得相对应四元数矩阵的特征矢量,
然而, 要得到四元数矩阵正交的特征矢量集却不是
一件容易的事情. 因为, 在实际编程计算过程中, 为
求解方便, 使用 Matlab 7.0 先求解导出阵的复数特
征矢量, 然后构造四元数特征矢量, 这样做并不能保
证这些四元数矢量之间相互正交. 对此, 本文提出一
种解决该问题的计算方法, 通过详细的数学推导, 说
明该方法的正确性、合理性以及实用性. 首先给出
该方法所必需的结论 1, 然后给出结论 2, 即获取四
元数正交矢量集的方法.
结论 1. 四元数方阵 A 的导出阵为 Aσ, 则矩阵

(Aσ)+ Aσ 必然为另外一四元数矩阵的导出阵, 即:
一定存在四元数矩阵 B, 使得等式 (Aσ)+ Aσ = Bσ

成立, 其中 “+” 表示 “伪逆”.
证明. 任意四元数方阵 A 存在奇异值分解

形式为 A = UDV H, 其中 D 为对角阵, U、V

为四元数体上的广义酉矩阵. 由文献 [8] 命
题 2.3.2 可知, 因为 Uσ (Uσ)H = Uσ (UH)σ =
(UUH)σ = I, V σ (V σ)H = V σ (V H)σ =
(V V H)σ = I, 所以 Aσ = UσDσ (V σ)H. 又由

文献 [9] 定理 6.3 知 (Aσ)+ = V σ (Dσ)+ (Uσ)H,
显然, (Dσ)+ 可以表示为一矩阵 B 的导出阵

形式 Bσ, 则 (Aσ)+ = V σBσ (Uσ)H. 因此有

(Aσ)+ Aσ = V σ (Dσ)+ (Uσ)H UσDσ (V σ)H =

V σBσDσ (V H)σ = [V BDV H]σ, 即表明任意四元
数矩阵导出阵的伪逆矩阵乘以该导出阵, 其乘积在
形式上为另一四元数矩阵的导出阵. ¤
由于四元数及四元数矩阵本身的特殊性, 直接

编程计算四元数矩阵的特征值及其特征矢量相当复

杂, 同时, 也没有现成的有关四元数矩阵分解的程
序, 因此, 有必要寻找新的可行的方法来解决我们所
遇到的问题. 本文的做法是利用Matlab 7.0 计算原
始四元数矩阵的导出阵, 然后转换其计算结果以求
得原始四元数矩阵的特征值及特征向量. 按照第 1
节命题 4 所述, 由复数导出阵的特征向量可以构造
原始四元数矩阵 A 的特征矢量, 如果由Matlab 7.0
计算出的这些特征矢量相互之间满足正交关系, 则
很容易将定义在实数域中的 PCA 方法推广到四元
数体, 并且直接应用于彩色人脸识别. 但遗憾的是,
由 Matlab 7.0 计算所得到的复数矢量转换成四元
数特征矢量后, 这些矢量之间并不正交, 如果直接通
过正交化来求取原始四元数矩阵的正交特征矢量系,
由于四元数本身结构的复杂性, 需要计算的矢量数
目较大, 因此, 不但时间复杂度较高, 而且程序编制
也相当麻烦. 但是利用结论 1 很容易找到如下求解
正交特征矢量集的办法.
结论 2. 任意 n × n 自共轭四元数矩阵 A (在

本文的彩色人脸识别应用中, 训练样本散布矩阵为
自共轭的四元数矩阵), 其导出阵 Aσ 所对应的特

征方程为 AσXXX = λXXX, 即 (Aσ − λI)XXX = 0, 令
导出阵的特征值为 λi ∈ RRR, 对应的特征向量为
XXX i, i = 1, 2, · · ·, n, 对不同的特征值 λi, λj, 构造
表达式

I − (Aσ − λiI)+(Aσ − λiI)

I − (Aσ − λjI)+(Aσ − λjI)

如果两式第一列列矢量分别为

(
α1

α2

)
和

(
β1

β2

)
, 其中 α1、α2、β1 及 β2 的维数相同, 则

四元数矢量 α1 + α2j, β1 + β2j 为原始四元数矩阵

A 的特征值 λi、λj 所对应的特征矢量, 并且两者相
互正交, 即下式成立
〈
α1 + α2j β1 + β2j

〉
= (α1 + α2j)H(β1 + β2j) = 0

证明. 将表达式 I − (Aσ − λI)+ (Aσ − λI) 左
乘 Aσ − λI, 则有下式成立

(Aσ − λI)
[
I − (Aσ − λI)+ (Aσ − λI)

]
=

(Aσ − λI)− (Aσ − λI) (Aσ − λI)+ (Aσ − λI)

由 “+” 伪逆的定义可知 (Aσ−λI)(Aσ−λI)+(Aσ−



124 自 动 化 学 报 34卷

λI) = (Aσ − λI), 则有等式

(Aσ − λI)− (Aσ − λI) (Aσ − λI)+ (Aσ − λI) =

(Aσ − λI)− (Aσ − λI) = 0

对比 Aσ 的特征方程 (Aσ − λI)XXX = 0 和表达式
(Aσ − λI)

[
I − (Aσ − λI)+ (Aσ − λI)

]
= 0, 可知

导出阵对应特征值 λ 的特征矢量空间与表达式

I − (Aσ − λI)+ (Aσ − λI) 的列向量所形成的空间
等价, 则该表达式中任意非零列向量均为导出阵对
应特征值 λ 的特征向量, 即包含 λi 的表达式中所有

非零列矢量均为特征值 λi 所对应的特征矢量, 包含
λj 的表达式中所有非零列矢量均为特征值 λj 所对

应的特征矢量. 因为本文采用的矩阵 A 为自共轭的

四元数矩阵, 则有 (Aσ − λI)H = (Aσ)H − (λI)H =
(AH)σ − λI = Aσ − λI, 即 Aσ − λI 为 Hermite 矩
阵, 因此该矩阵不同特征值所对应的特征矢量相互
正交[9], 从而可知包含 λi 的表达式的所有列矢量与

包含 λj 的表达式的所有列矢量之间均存在正交关

系 (在实际编程计算过程中, 由 Matlab 7.0 的计算
结果可知, 两种矢量之间确实存在正交关系).
由结论 1 可知, 包含 λi、λj 的表达式可以写成

如下形式

I − (Aσ − λiI)+ (Aσ − λiI) =(
α11 α21 · · · αn,1 αn+1,1 αn+2,1 · · · α2n,1

α12 α22 · · · αn,2 αn+1,2 αn+2,2 · · · α2n,2

)
=

(
α11 α21 · · · αn,1 −α12 −α22 · · · −αn,2

α12 α22 · · · αn,2 α11 α21 · · · αn,1

)

I − (Aσ − λjI)+ (Aσ − λjI) =(
β11 β21 · · · βn,1 βn+1,1 βn+2,1 · · · β2n,1

β12 β22 · · · βn,2 βn+1,2 βn+2,2 · · · β2n,2

)
=

(
β11 β21 · · · βn,1 −β12 −β22 · · · −βn,2

β12 β22 · · · βn,2 β11 β21 · · · βn,1

)
.

由前述证明可知, 存在关系

(
α11

α12

)
⊥

(
β11

β12

)

和

(
α11

α12

)
⊥

(
βn+1,1

βn+1,2

)
, 而

(
βn+1,1

βn+1,2

)
=

(
−β12

β11

)
, 因此有如下关系成立

(
α11

α12

)H (
β11

β12

)
=

(
αH

11 αH
12

)
(

β11

β12

)
=

αH
11β11 + αH

12β12 = 0 (1)

(
α11

α12

)H (
−β12

β11

)
=

(
αH

11 αH
12

)
(
−β12

β11

)
=

− αH
11β12 + αH

12β11 = 0 (2)

如果我们用分别包含 λi 和 λj 的表达式中第

一列列矢量来构造原始四元数矩阵 A 对应特征值

λi、λj 的特征矢量, 则为 α11 + α12j, β11 + β12j, 将
两者作内积运算则

(α11 + α12j)H(β11 + β12j) =[
αH

11 + (α12j)H
]
(β11 + β12j) =

(αH
11 − αH

12j)(β11 + β12j) =

αH
11β11 + αH

11β12j − αH
12jβ11 − αH

12jβ12j =

αH
11β11 + αH

11β12j − αH
12β11j + αH

12β12 =

(αH
11β11 + αH

12β12) + (αH
11β12 − αH

12β11)j = 0

因此, 按结论 2 的方法构造四元数矩阵 A 全部

特征值所对应的特征矢量, 则形成矩阵 A 的正交特

征矢量系. ¤

3 主成分分析方法在四元数体上的推广

关于四元数体上 PCA 方法的推广问题, 文献
[10] 曾有过详细的讲述, 该文利用单幅图像本身的
信息构造方差矩阵, 将图像进行 K-L 分解, 以观察
对应不同主元成分的图像分量对原始图像质量的贡

献, 但是, 该文并没有涉及到四元数体上广义 PCA
方法在模式识别领域中的应用问题, 也没有说明有
关四元数 PCA 方法的实际编程计算问题. 要在工程
实践中应用基于四元数的 PCA 方法, 根本问题在
于要能够方便地获取四元数矩阵的正交特征矢量集,
如果该问题不能得到彻底地解决, 则无法谈及四元
数中 PCA 方法的实际应用问题.
由第 2 节的结论 2, 很容易将定义于实

数域的 PCA 方法推广到四元数体, 同时在
本文特殊的模式识别应用范畴—彩色人脸识
别中得到应用. 如果归一化后的标准训练

样本集为 {X ‖ xxxi, i = 1, 2, · · ·,m}, 其中 xxxi =
(αi1 αi2 · · · αin), αik ∈ Q (Q 表示四元数集合),
以该训练样本集的总体散布矩阵为产生矩阵, 即:
∑

= 1
M

M∑
i=1

(xxxi −µµµ) (xxxi −µµµ)H, 其中 xxxi 为第 i 个训

练样本矢量, µµµ 为样本集的平均矢量, M 为训练样

本的总数, 抽取该矩阵的正交特征矢量系, 并选取一
定数目的对应较大特征值的特征矢量作为主元矢量,
则可按常规的定义将实数域中的 PCA 方法应用到
四元数体上. 值得注意的是, 按这种方式构造的四元
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数矩阵为自共轭的四元数矩阵, 也正因为如此, 在彩
色人脸识别应用中, 轻易地解决了很多在常规四元
数矩阵计算过程中可能遇到的麻烦.

4 基于四元数的彩色人脸识别

4.1 基于四元数的人脸识别问题的提出

目前存在的众多人脸识别算法, 大多直接针对
灰度图像进行处理. 文献 [11] 曾提到过一种彩色人
脸识别算法, 将图像的彩色分量 R、G、B 各自分开
处理, 然后综合三个结果. 很明显, 这种处理方式有
其不可克服的缺点: 首先, 计算时间的耗费问题; 其
次, 这种分析问题的思路并不具备很强的说服力, 原
因在于该方法人为分割了彩色像素的整体性. 图像
每个像素的 R、G、B 三分量为一有机的整体, 相互
之间存在较强的相关性[12], 因此, 不应该分开计算.
为解决彩色人脸图像识别中的相关问题, 基于上述
PCA 方法在四元数体上的合理推广及其计算上的
可操作性, 本文提出一种新的彩色人脸识别技术, 即
基于四元数的彩色人脸识别算法, 解决了如何从数
学上同时利用彩色图像中反映人脸轮廓形状的灰度

信息和反映人脸肤色情况的彩色信息的问题. 较传
统的基于灰度图像的识别算法, 该方法有机地融合
了图像的彩色信息, 增加了反映图像之间差异性的
鉴别信息, 从而提高了算法的识别率, 增强了算法的
鲁棒性.

4.2 彩色人脸样本库的建立

为验证本文提出的彩色图像识别算法确实比传

统针对灰度图像的识别算法有更高的正确识别率,
本文建立了一个彩色人脸数据库. 该样本库包括 40
个人的照片, 其中每人含有 41 张不同表情、不同姿
态的样本图像. 姿态类型包括正面抬头 10◦、正面抬
头左偏 10◦、正面抬头右偏 10◦、正面低头 10◦、正面
低头左偏 10◦ 以及正面低头右偏 10◦, 这几种姿态的
照片各收集一张, 然后还包括正面位置、平面内左右

旋转 10◦ 以及深度方向左右旋转 10◦ 和 20◦ 七种不
同的姿态, 并且每种位置收集 5 种不同表情 (正常、
微笑、生气、惊奇及冷漠) 的样本图像各一张. 因此,
样本库共有 40×41 = 1 640 张不同的彩色人脸图像,
其中部分样本图像如图 1 所示.
为考察本文提出的算法对不同人脸图像由于本

身内在原因而形成差异的区分能力, 即研究由位置、
姿态、性别、表情等不同而形成的图像差异对算法

的影响, 暂不考虑光照等外界因素对算法的影响, 因
此, 所有图像均采用正面光照. 样本采集在摄影室进
行, 为排除不必要外界因素的干扰, 拍摄过程中采用
固定的光源距离、光照强度以及光照角度. 同时, 色
温作到尽量保持一致, 否则, 对于同一个人的图像,
可能出现部分图像颜色总体偏向于暖色调, 而其余
偏向于冷色调, 这种意外的原因将对算法本身的识
别性能造成误解.
样本收集过程中应该注意两点: 1) 必须保证样

本之间存在由于本身原因造成的差异性, 即收集样
本的时候应该满足不同人脸、不同位置、不同姿态

以及不同表情的人脸图像之间存在一定的差异性,
否则会给后续的计算造成误解. 比如, 样本训练集中
如果有两张人脸图像完全一样, 则按 PCA 方法的
要求将图像变成四元数矢量的时候, 由这两张图像
构成的矢量将会完全相同, 根据矩阵理论很容易知
道[9], 由包含这两张图像的样本训练集构造的散布
矩阵其矩阵秩必然少 1, 该散布矩阵非零子空间的主
元数目也必然减少 1, 因此, 容易对后续的分析造成
误解; 2) 尽量避免因外界因素而造成图像之间的差
异, 否则容易引起对算法识别性能好坏的误解, 即本
来是由于外界原因造成的图像差异引起较高的识别

率, 反而被误认为是算法本身更好的作用. 因此, 收
集样本的时候应尽量保持相同的光照环境、相同的

背景、相同的拍摄距离以及相同的色温等, 这样形成
的样本差异才可能反映不同人脸图像本身内在的不

同, 同时, 使用这样的样本去检验算法的识别性能才
更具说服力.

图 1 部分彩色人脸样本图示

Fig. 1 Color face samples
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4.3 基于四元数的PCA方法在彩色人脸识别中的
应用原理

四元数定义为 q = a + bi + cj + dk, 其中 a,
b, c, d ∈ RRR, 如果将彩色图像像素的 R、G、B
三分量分别作为四元数的三个虚数部分, 则在数
学形式上一幅彩色图像可以表示为 C (m,n) =
0+R (m,n) i+G (m,n) j+B (m,n) k,其中 (m,n)
为像素的位置坐标, 从而一切识别问题的出发点都
可以从这种表示开始, 由第 3 节的分析可以知道, 基
于四元数体的广义 PCA 方法很容易在彩色人脸识
别中得到应用.
本文样本训练集由每个人的 21 张图像, 即

40 个人总共 40×21 = 840 张人脸图像组成,
其余 1 640 − 840 = 800 张图像作为样本测试
集. 部分训练集样本如图 2 所示, 训练集样本
的平均脸由图 3 所示. 按本文第 3 节讲述的
方法构造四元数散布矩阵, 并利用第 2 节的方
法获取主元矢量, 由 Matlab 7.0 计算所得到的该
散布矩阵的特征值从大到小排列为: 758 225.61,
629 003.537 966, 576 762.182 449, · · ·, 659.363 448,
635.768 916, 611.960 254, 0.000 027, 0.000 027,
0.000 026, · · ·, -0.000 002, 很明显特征值变化趋势
中存在突变点, 即 611.960 254 与 0.000 027 之间的
变化很大, 相差达两千多万倍, 因此, 我们有理由认
为由较大特征值对应的特征矢量所组成的空间为样

本集的非零空间, 而由其余较小特征值对应的特征
矢量所组成的空间为样本集的零空间. 由矩阵构造
方式可以知道, 该散布矩阵的秩应该为 840, 即较大
特征值的个数应该为 840, 而较小特征值的个数应该
为 800, 计算结果表明确实如此.

图 2 不同姿态、表情人脸图像示例

Fig. 2 Face image samples with different poses and

expressions

图 3 样本训练集平均脸

Fig. 3 The average face of training sample set

实验过程中, 我们采用的识别方案为: 1) 在样
本集非零空间中选取不同数目的特征矢量作为样

本的投影空间, 本文选取的主元矢量个数分别为
20、40、60 和 100; 2) 目前, 有文献报道认为, 使用
PCA 方法进行图像识别处理, 样本零空间同样包含
很多鉴别信息, 因此, 本文在样本零空间也作了相关
的测试, 力求证实有关说法的准确性; 3) 数学上分
析, PCA 方法致力于训练样本的完全重构, 所以使
用样本非零空间作为样本重构的基空间, 不会丢失
任何鉴别信息, 本文采用特征脸和 Fisher 脸相结合
的方法, 在样本集的非零空间使用 Fisher 方法进一
步降低模式空间的维数, 测试按该方式处理问题, 程
序运算速度提高的程度以及算法的稳定程度; 4) 在
零空间中同样使用 Fisher 方法测试算法的各项性能
指标.
为便于随时观察计算过程中中间数据的准确性,

以保证程序最后计算结果的正确性, 本文联合使用
VC++6.0 和 Matlab 7.0 处理有关的计算问题. 首
先, 使用 VC++6.0 抽取彩色人脸图像的 R、G、B
数据, 计算平均脸, 进而构造训练样本的散布矩阵
(注意该矩阵为自共轭的四元数矩阵), 并求出该散
布矩阵的导出阵; 然后, 将导出阵输入 Matlab 7.0,
利用其工具箱中的矩阵计算指令求出导出阵的实数

特征值及其对应的复数特征矢量; 最后, 利用本文
第 2 节给出的方法构造原始四元数矩阵正交的特征
矢量集. 计算过程中, 需要注意的是, 在利用表达
式 I − (Aσ − λiI)+ (Aσ − λiI) 求取四元数矢量时,
其中有关于矩阵伪逆的计算步骤, 而 Matlab 7.0 计
算矩阵伪逆涉及到奇异值分解过程, 因此计算中内
存的花销特别大, 计算时间较长. 本文采用大小为
36×48 (像素) 的人脸图像, 主机配置为 Pentium(R)
D CPU 2.80 GHz 2.81GHz, 2.00 GB 的内存, 计算
时需要分配的内存空间最高的时候为 1.2G, 获取一
个特征矢量的时间大约为 45 分钟.
尽管如此, 这种计算硬件上的较高要求以及计

算时间的较高耗费并不影响识别算法的实时性, 其
原因在于特征矢量的计算过程并不参与最后的识别

过程, 仅仅是为识别过程做必要的数据准备, 因此,
本文算法仍然能够保证实时性要求.

4.4 实验结果及分析

本文实验目的主要在于对提出算法的可行性、

较传统方法的优越性进行验证, 因此没有对训练集
的各种选择方式进行系统的分析, 而仅仅以前三种
表情 (正常、微笑以及生气) 的图像作为训练集, 余
下两种表情的图像以及抬头、低头的样本图像作为

测试集. 至于该算法如何受光照、性别或者年龄等
因素的影响 (由于本文样本库收集的局限性, 作者没
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有深入地研究该类问题), 不但涉及到彩色人脸库的
补充, 还牵涉到算法本身性能的提高, 因此, 需要进
一步的理论分析和实验验证.
由表 1 的实验数据结果可知, 本文算法在非零

空间的识别率要高于零空间的识别率. 由矩阵分解
理论可知, 非零空间主要包含样本的低频信息, 而零
空间则体现样本的高频信息, 因此, 由识别结果可以
作这样的分析: 反映样本之间差异性的主要鉴别信
息存在于样本集的非零空间, 而个别局部高频信息
并不成为其关键的鉴别因素. 基于样本完全重构的
PCA 方法[13], 希望用较少的综合变量代替原来较多
的变量来描述样本, 同时这几个综合变量又需要能
够尽可能多地反映原来变量所包含的信息, 并要求
这些综合变量之间互不相关. 因此, 从统计学意义上
分析可知, 选取的主元数目越多, 识别率更高. 但是,
到底选取多大数目的主元最为适宜, 则应该根据不
同的应用场合作不同的选择. 总之, 主元的选择应该
满足: 1) 选取的主成分所反映的信息应该与原始图
像所提供的信息尽量接近, 即应尽量保留原始数据
的鉴别信息; 2) 选取的主元成分应该能够对原始数
据所具有的意义进行清楚的解释. 在实际应用中, 还
应该参照实验结果而对主元作出合理的选择.
由表 1 中数据同样可知, 在选取相同主元矢量

的情况下, 由特征脸与 Fisher 脸相结合的方法所得
到的识别率总体上比单独使用 PCA 方法所得到的
识别率偏低, 但是, 该方法使得描述样本的矢量的维
数得到进一步降低, 因此, 最终识别过程所需的时间
比单独使用 PCA 方法要少, 从而更利于算法的实时
性要求. Fisher 鉴别分析法是基于样本分类的一种
算法[14], 因此, 仅对样本之间的分类来讲, 效果要比
PCA 好得多, 但是, 该方法同样存在鉴别投影矢量
数目的选取问题. 对相同的分类任务, 到底选取多少
投影鉴别矢量为宜, 同主成分分析方法类似, 应该根
据实际样本数据作统计分析, 而并没有固定的模式.
因此, 特征脸与 Fisher 脸相结合的识别方法能够达
到何种程度好的效果, 不但与主元数目及种类的选
择有关, 而且与 Fisher 鉴别矢量数目及种类的选取

有关, 实际应用中, 可根据需要作折中选择.
理论上分析, 本文算法相对于传统基于灰度图

像的人脸识别算法来说, 由于增加了包含丰富鉴别
信息的彩色成分, 因此能够提高算法的识别率. 为证
实该结论的正确性, 本文将彩色图像库中的所有人
脸图像均转换为灰度图像, 然后用传统经典算法在
该灰度库上作识别分析, 并将得到的结果跟本文算
法的识别结果进行比较, 结果如表 1 所示. 实验数据
表明, 针对彩色人脸图像的识别效果好于针对灰度
图像的识别效果, 这与理论分析的结论相吻合, 也就
是说, 不但图像轮廓形状、灰度分布情况对人脸图像
之间的差异性具有重要的影响, 人脸皮肤的颜色对
其差异性的贡献同样占有非常重要的地位.
本文方法同传统灰度化方法一样对光照较为敏

感, 在相同的光照条件下, 两种算法各具优势, 这可
从如下的定性分析而得知. 人脸图像之间的差异性,
既包含由于光照强度的不同而形成的亮度差异, 也
包含因为光照条件的不同而形成的肤色色调差异,
因此如下两种情况均可能发生: 1) 局部区域肤色不
同, 但光照强度相同, 即具有相同的灰度值. 传统方
法在这些区域将无法获取鉴别信息, 然而, 由于肤色
信息存在差异, 用本文提出的识别算法则能够完成
这些区域的鉴别; 2) 局部区域色调相同, 但光照强度
不同. 将这些区域转换为灰度图像以后能够得到很
好的区分信息, 但是, 采用本文方法则不一定能够得
到好的鉴别效果. 从以上简单的定性分析可知, 就克
服光照影响的问题而言, 本文方法同传统方法相比,
仍然具有其独特的优势, 文献 [12] 的部分内容也证
实了该结论的正确性. 但是, 究竟如何改进我们的识
别算法, 以使其能够适用于各种不同的情况, 则还需
要更多理论上的分析及试验验证.
实验过程中, 联合使用 PCA 方法与 Fisher 脸

方法会遇到在四元数中如何推广定义于实数域的

Fisher 鉴别分析法的问题, 这涉及到广义瑞利商在
四元数体上的推广以及四元数体上 Fisher 鉴别矢量
集的抽取等, 其中相关内容数学上的合理性分析及
其可行性证明在文献 [15] 中已有详细的阐述.

表 1 基于四元数的彩色人脸识别结果

Table 1 Color face recognition based on quaternion

空间选择 非零空间 零空间

方案选择 PCA PCA+Fisher PCA PCA+Fisher

主元数目
40 60 100

60
40 60 100

60

鉴别矢量 20 40 20 40

识别率 (%)
彩色 89.1 91.6 94.6 88.4 90.6 0 0 0 0 0

灰度 84.2 86.3 88.2 85.5 87.6 0 0 0 0 0
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5 结论

本文将彩色图像 R、G、B 三分量作为四元数的
三个虚数部分, 从而提出一种全新的彩色图像识别
算法. 作为新兴数学工具在模式识别领域得以应用
的可行性尝试, 本文将定义于实数域的 PCA 方法向
四元数体作合理的推广, 并在彩色人脸识别中得到
成功的应用. 在实际工程中应用基于四元数的 PCA
算法的首要条件是能够方便地编制程序, 以便获取
训练集样本散布矩阵的正交特征矢量集. 作者提出
一种变换的求解方法, 通过严密的数学证明, 说明了
该求解方法的正确性以及在实际编程求解过程中的

可操作性.
本文建立了一个彩色人脸数据库, 并在该数据

库上使用本文所提出的识别算法, 实验结果证明了
该方法的正确性及其较传统方法的优越性. 尽管该
方法的后台操作对计算机硬件资源有较高的要求,
但对最后的识别过程并不造成任何负面影响. 同时,
正交特征矢量集的抽取过程完全独立于算法的识别

过程, 因此, 本文算法的实时性要求可以得到保证.
同灰度化方法相比, 本文算法因为考虑了包含

丰富鉴别信息的彩色成分, 而具有比传统灰度化方
法更好的识别性能. 尽管如此, 本文算法仍然存在一
定的缺陷, 这也是作者以后应该重点考虑和致力于
解决的地方:

1) 当样本训练集扩大的时候, 重新训练过程中
耗费了大量时间以及对硬件资源的要求过高. 由
4.3 节的部分内容可知, 使用本文方法寻找正交特征
矢量集, 存在矩阵伪逆的计算过程, 因为使用 Mat-
lab 7.0 计算矩阵伪逆的时候, 对内存空间的需求较
高, 对于本文 32×44 (像素) 的人脸图像而言, 获取
一个主元矢量大约需要 45 分钟左右. 如果再结合使
用 Fisher 鉴别分析方法, 又因为需要计算最优鉴别
投影矢量集, 因此, 大量时间的耗费成为必须考虑的
问题, 否则不利于实际应用. 对该问题本文后续工作
的目标为寻找新的、便捷的、可操作的获取主元矢

量的计算方法, 或者对计算程序进行优化处理以提
高其运算速度, 节省后台训练时间.

2) 如果待识别的人脸图像在拍摄时的光照条件
与人脸库中图像在拍摄时的光照条件不一致, 会对
识别造成一定的影响, 如何解决这个问题, 也是作者
以后研究的重点. 目前简单的考虑为, 可以对数据库
中的训练集图像和需要识别的图像采用相同的处理

手段进行预处理, 以尽量减小光照对算法的影响, 从
而提高算法的识别率, 增强其鲁棒性.

3) 本文在收集彩色人脸样本建立人脸库的时
候, 由于时间上的限制, 没有跨年度进行图像采集,
因此, 本文没能就年龄因素对算法的影响进行实验

说明. 对于该问题, 有待于今后长时间的样本采集,
因此不可能在很短的时间内得以完成.

4) 采用本文方法处理彩色图像的 R、G、B 三
分量, 应该注意的问题是如何从统计学意义上清楚
地解释组合量的物理含义, 又能从理论上进一步证
明该方法较传统方法的优越性, 并给出具有说服力
的数学证明.
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