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摘    要   连续体机器人通常由柔性材料制成, 能够承受大幅度形变, 在各领域具有广阔的应用前景. 然而, 其软体结构和

非传统的驱动机制也带来了诸多非线性因素, 使得其状态和运动难以被精确建模. 因此, 为连续体机器人设计了一种无模型

控制方案. 该方案一方面通过变参递归神经网络 (Varying parameter-recursive neural network, VP-RNN)求解连续体机

器人的逆运动学, 以实现高精度运动控制, 另一方面使用递归最小二乘法 (Recursive least square, RLS)基于实时数据估

计和更新机器人雅可比矩阵伪逆, 以避免机器人的解析建模. 最后, 通过仿真模拟和实物实验验证了所提出控制方案的可行

性、精确性和鲁棒性, 并通过一系列对比实验突出了所提出方法的优势. 该方法率先研究基于递归最小二乘法的连续体机器

人雅可比矩阵伪逆估计, 对未来的连续体机器人研究具有一定的启示作用.
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Abstract   Continuum robots are usually made of soft materials and can withstand significant deformation, making
them promising for applications in various fields. However, their soft structures and non-traditional actuation mech-
anisms also bring many nonlinear factors, leading to difficulties in modeling their states and motions precisely.
Therefore, this work designs a model-free control scheme for continuum robots. On the one hand, the scheme solves
the inverse kinematics of continuum robots through a varying parameter-recursive neural network (VP-RNN) to
achieve high-precision motion control. On the other hand, it uses the recursive least square (RLS) method to estim-
ate and update the pseudo-inverse of Jacobian matrix based on real-time data, for the sake of avoiding analytical
modeling of robots. Finally, simulations and physical experiments are performed to verify the feasibility, accuracy
and robustness of the proposed scheme, and the merits of the proposed method are revealed through a series of com-
parative experiments. This work pioneers the study of Jacobian matrix pseudo-inverse estimation for continuum ro-
bots based on the recursive least square method, which could inspire the future research on continuum robots.
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传统的刚性机器人由各关节上的电机驱动, 通

过给定的机器人参数和关节角度就能确定末端执行

器的位姿, 然而其在受限和不确定环境中的表现欠

佳[1]. 相较于刚性机器人, 连续体机器人采用柔性材

料制成, 能够产生较大的形变[2], 在受限环境中运动

更加灵活[3], 被广泛应用于可穿戴设备[4]、外科手术

辅助[5] 等场景. 然而, 这种软体结构和非传统的驱

动方法也带来了许多非线性因素, 使得对连续体机

器人的精确建模变得十分困难[6−9]. 近年来, 国内外

学者在连续体机器人运动控制上做了诸多有益探

索, 所涉及的控制方法大致可分为两类: 基于模型

的控制方法和基于数据驱动的控制方法.
基于模型的控制方法通过对连续体机器人的物

理结构进行简化, 以函数的形式拟合近似其特征,
从而建立驱动空间与任务空间的映射关系. 例如,
Qiu等[10] 使用分段常曲率 (Piecewise constant cur-
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vature, PCC)模型, 将连续体机器人几何建模为多

段具有恒定曲率的圆弧, 提出了一种高效的多解求

解器, 通过多轮迭代搜索解决机器人的逆运动学问

题. Thamo等[11] 采用 Cosserat杆理论模型, 将机器

人主干看作多段具有无限自由度的小旋转体, 提出

了 Cosserat杆方程的非线性求解器, 快速估计 Coss-
erat杆方程的解, 从而显著提高连续体机器人模型

的计算效率. 与 Cosserat杆理论模型要求的机器人

细长结构、分段常曲率模型的机器人弯曲运动建模

不同, 有限元模型将机器人分割成有限数量的微小

元素, 无需显式的几何模型, 善于处理软流体驱动

器加压下的大形变, 能预测各种输入下的表现性能,
并帮助研究者更好地理解局部应变对全局性能的影

响[12]. 为了尽可能减少计算复杂度, 基于模型的控

制方法通常将机器人动力学简化, 并忽略机器人的

非线性行为, 造成模型准确性的降低.
基于数据驱动的控制方法通过非参数建模, 旨

在从大量的训练数据中学习连续体机器人的正逆运

动学模型, 例如, 使用高斯混合模型[13]、高斯过程回

归[14]、K近邻回归[15]、前馈神经网络[16−17]、递归神经

网络 (Recursive neural network, RNN)[18−19]、强化

学习[20] 等. 这类控制方法通常采用机器学习策略,
建立回归模型, 从大量数据中学习逆运动学模型,
在冗余机器人上的性能仍然有待提升[3]. 而且现有

的大多数数据驱动方法需要提前采集大量数据进行

预训练, 这会快速缩短连续体机器人设备的使用寿

命. 此外, 当需要把这些方法应用到不同的机器人

平台时, 往往需要重新采集数据进行训练, 十分耗

时费力.
为了避免对机器人数学解析建模的复杂性, 同

时使模型具备在线学习的能力, Zhang等[21] 提出了

一种新的 RNN模型并命名为零化神经网络 (Zero-
ing neural network, ZNN). ZNN基于微分方程设

计其变量, 参数及权重由使用者定义, 无需显式的

训练过程, 在机器人控制中得到广泛应用. 早期主

要使用定参 RNN (Fixed parameter-recursive
neural network, FP-RNN), 例如, Zhang等[22] 使用

FP-RNN求解具有时变系数矩阵的 Sylvester方程,
Chen等[23] 使用 FP-RNN求解未知参数并联机器人

的跟踪控制问题. 为提高 ZNN的控制精度, 研究者

提出了变参 RNN (Varying parameter-recursive
neural network, VP-RNN), 其参数是时变的. Zhang
等[24] 将冗余机器人的控制表示为时变凸二次规划

问题, 并提出 VP-CDNN有效求解. 为在噪声下求

得精确解, Tan等[25] 受控制理论启发, 在 ZNN的设

计公式上添加积分项, 用于求解时变满秩矩阵的Mo-
ore-Penrose逆, 验证了其噪声抑制能力, 并将其应

用于机器人轨迹跟踪上.
机器人雅可比矩阵用于描述关节速度与末端

笛卡尔速度之间的关系, 求解机器人逆运动学方程

通常需要计算雅可比矩阵的伪逆 (即, Moore-Pen-
rose逆). 现有的许多机器人控制方法[24, 26−27] 采用增

量法, 分别给机器人状态参数矩阵的每个元素一个

微小的增量, 测量末端传感器的位移增量, 从而依

次计算出雅可比矩阵的每一列, 再通过奇异值分解

(Singular value decomposition, SVD)计算其伪逆,
考虑到雅可比矩阵通常是高维的, 在 RNN每个时

间步都直接计算伪逆无疑是十分耗时的. 一种解决

方法[23, 28] 是双模型法, 通过设置两个 ZNN, 其中一

个用于计算每个时间步的逆运动学解 (即, 关节状态

参数), 另一个则用于在线估计雅可比矩阵的逆阵,
从而避免每个时间步对雅可比矩阵伪逆的数学运算

求解. 递归最小二乘法 (Recursive least square,
RLS)是一种在线的时变参数估计方法, 通过采用

“遗忘”策略, 对较旧的数据赋予较低的权重, 对较新

的数据赋予较高的权重, 从而实现参数的在线更新.
Hu等[29] 采用 RLS算法实现锂离子电池实时荷电

状态 (State-of-charge, SOC)参数在线校准. Ho等[30]

在微型飞行器的实时光流控制中采用 RLS算法估

计矩阵伪逆, 证明了 RLS算法能够有效减少 SVD
计算伪逆的误差和耗时.

本文设计了“变参递归神经网络 (VP-RNN)+
递归最小二乘法 (RLS)”的数据驱动控制方案, 如图 1
所示, 该方案不需要进行预训练, 以在线的方式估

计连续体机器人的模型信息, 实现连续体机器人末

端运动轨迹控制. 本文的主要贡献如下:
1) 基于现有的变参递归神经网络 (VP-RNN)

模型, 提出一种改进的递归神经网络模型, 在其设

计公式中增加对误差的积分项, 调整激活函数向量

公式, 增加部分参数以控制幅值范围, 并将其应用

于连续体机器人的逆运动学求解. 该模型能根据误

差的大小选择合适的参数, 有效减小轨迹跟踪误差,
同时, 能有效抑制噪声, 使误差在有限时间内收敛
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图 1    连续体机器人轨迹跟踪控制方案

Fig. 1    The trajectory tracking control scheme of
continuum robots
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到 0.
2) 首次将递归最小二乘法运用于时变的机器

人控制问题上, 估计连续体机器人的雅可比矩阵伪

逆, 避免了控制方法对连续体机器人解析模型的依

赖和矩阵的逆运算, 并将其与逆运动学求解方法结

合, 得到一种数据驱动控制系统, 该系统能利用过

去时间步的结果, 在线估计时变参数, 有效学习连续

体机器人的运动学特征, 跟踪误差小, 控制能耗低.
3) 将多种递归神经网络模型运用到连续体机

器人逆运动学求解问题上进行对比, 通过实验证明

了所提出模型的跟踪误差始终比现有的其他零化神

经网络更低, 抑制噪声的性能较好, 且控制能耗与

其他模型接近.
4) 将递归最小二乘控制与增量法、双模型法等

进行对比, 递归最小二乘法的控制能耗最小, 且误

差相对较小, 验证了控制方案的可行性、精确性和

鲁棒性.
5) 在长时间任务中, FP-RNN的控制误差较

大, 其余 VP-RNN的控制轨迹发散, 而所提出的模

型通过选择适当的参数, 能够在保持稳定的前提下

有效减小跟踪误差, 控制能耗远小于任务总时长,
具备实时控制能力, 彰显了所提出模型的卓越性能. 

1    模型分析与问题描述

l0

本节基于 PCC理论对连续体机器人的运动学

模型进行初步分析. PCC理论采用多段具有恒定曲

率的圆弧简化表示连续体机器人[31], 如图 2(a)所
示, 连续体机器人每段由具有恒定曲率的圆弧型驱

动器来驱动, 在笔直状态时的长度 (初始弧长)为
, 在 m 维任务空间中为第 i 段建立局部坐标系

Oi (ϕi, θi, ∆li)

ϕi

θi ∆li li

l0

ϕi

l0

ϕi θi

li l0 ∆li

(∆xi, ∆yi, ∆li)

lij

, 该段的参数可由三元组   表示, 其
中,   表示连续体机器人所在平面与 xOz平面的转

角,   表示圆弧的曲率角,   表示轴线弧长  与其

初始弧长  的长度差. 当机器人处于笔直状态时,
 可取任意值, 为了保持状态参数的唯一性, Della

Santina等[32] 对其做了改进, 如图 2(b)所示, 连续

体机器人第 i 段圆弧的中心轴线在笔直状态时的

长度 (初始长度)为 , 中心轴线所在平面与 xOz平
面的转角为  , 圆弧的曲率角为  , 中心轴线弧

长  与其初始弧长  的长度差为 , 由四个具有

恒定曲率的圆弧型驱动器来驱动, 每个驱动器与

中心轴线的距离为 d , 第 i 段的参数可由三元组

 表示, 第 i 段第 j 个驱动器的弧长

为 , 有: 
∆xi =

li2 − li1
2

= θid cosϕi

∆yi =
li4 − li3

2
= θid sinϕi

(1)

(0,

0, ∆li)

因此, 当在笔直状态时, 有唯一状态参数  

.

q = [η1, η2, · · · , ηn]T

ηi = [∆xi, ∆yi, ∆li]

i− 1 T i
i−1

On pn ∈ Rm

O0 pa ∈ Rm

对于由 n 段具有恒定曲率的圆弧组成的连续

体机器人, 状态参数可表示为 ,
其中第 i 段的状态参数  ,  第

 段到第 i段的齐次变换矩阵为 , 末端执行

器在局部坐标系  下的位置为 , 其在基

坐标系  下的位置  可由式 (2)计算得到.[
pa

1

]
=

(
n∏
i=1

T i
i−1

)[
pn

1

]
(2)

q(t) ∈ R3n

pa(t) ∈ Rm

在 t 时刻, 给定驱动空间的输入 (即, 状态参

数)  , 任务空间的输出 (即, 末端执行器

位置)   可由式 (3)的位置级正运动学方

程求解得到:

pa(t) = M(q(t)) (3)

M(·) : R3n 7→ Rm q(t)

q(t)

其中,   是由状态参数  确定的

非线性映射. 为了简洁, 将对下文中的时变量进行

简写, 例如将  简写为 q.
通过对式 (3)求时间导数, 可得到以下速度级

正运动学方程:

ṗa = Jq̇ (4)

J = ∂M(q)
∂q ∈ Rm×3n

ṗa, q̇ pa, q

其中,   是连续体机器人的雅可

比矩阵,   分别是  关于时间 t的一阶导数.
对应的速度级逆运动学方程为:

q̇ = J†ṗa (5)
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图 2    连续体机器人分段常曲率模型

Fig. 2    Piecewise constant curvature model of
continuum robots
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J† ∈ R3n×m J其中,   是雅可比矩阵  的伪逆.

pd ∈ Rm

q̇

本文聚焦于连续体机器人的跟踪控制问题, 即
在给定期望的任务空间轨迹  情况下, 求取

合适的驱动信号  或者 q, 从而控制连续体机器人

末端执行器沿期望轨迹运动. 若机器人的上述模型

精确且参数已知, 则可根据位置级运动学方程 (3)
的逆映射或者速度级逆运动学方程 (5)计算所需的

驱动信号. 然而在实际中, 连续体机器人由于其柔性

特点以及各种因素 (如自身重力、外界干扰和驱动

耦合)的影响, 往往会产生难以预测的形变, 从而难

以精准建模, 进而导致基于解析建模的控制方法对

于连续体机器人的适用性较低. 因此, 本文设计一种

无模型控制方案来实现连续体机器人的运动控制. 

2    控制方案设计

pd ∈ Rm

M(q) = pa → pd

为实现连续体机器人的轨迹跟踪, 根据期望的

笛卡尔轨迹  生成对应的状态参数 q, 使得

, 本文设计了如图 1所示的控制方

案. 该方案通过一种特殊的递归神经网络, 即零化

神经网络[33] (ZNN), 求解逆运动学, 并使用递归最

小二乘法更新雅可比矩阵伪逆估计值, 避免了每轮

迭代中直接求解雅可比矩阵并计算其伪逆所造成的

耗时[28], 同时, 闭环控制也使得控制误差较小. 

2.1    基于零化神经网络的逆运动学控制

首先, 为了记录机器人的实时轨迹跟踪控制过

程, 将机器人末端执行器实际轨迹与期望轨迹的误

差定义为以下向量值误差函数[34]:

e = pd − pa (6)

ei (i = 1, 2, · · · , m)为使 e 全部元素   收敛至

零, 可采用形如以下的零化神经网络设计公式[33]:
de
dt

= −λΦ(e) (7)

λ > 0

Φ(·) : Rm 7→ Rm

其中,   是收敛系数, 当其为常系数时, 称为定

参 RNN (FP-RNN), 当其为时变系数时, 称为变参

RNN (VP-RNN).   为待定义的激

活函数向量. 将式 (6)代入式 (7), 整理得:

ṗa = ṗd + λΦ(e) (8)

ṗa, ṗd pa, pd其中,   分别是  关于时间 t的一阶导数.
将式 (8)代入式 (5), 可求得:

q̇ = J† (ṗd + λΦ(e)) (9)

pd ṗd

pa

对于给定的轨迹  及速度 , 结合传感器获

取的末端执行器位置 , 可求解微分方程 (即, 式
(9))得到对应位置的状态参数 q, 使连续体机器人

运动到指定位置.

g(t, e) ġ(t, e) =

csign(|e|), c > 0

λ(t), µ(t)

国内外学者在零化神经网络的设计公式上做了

大量研究, 不同模型在稳定性、收敛性等方面差异

显著. 例如, 原始零化神经网络 (Original-ZNN)[21]

是一种 FP-RNN, 设计公式简单, 但控制精度不高.
VP-CDNN[24] 的设计参数以指数级增长, 但其收敛

时间仍然是无穷的, 在受到加性噪声的干扰下不能

保证稳态误差收敛到 0. FTC-ZNN [ 2 5 ] 和 CVP-
RNN[35] 在设计公式上加入了积分项, 使其能在有限

时间内收敛并具有抗噪能力. 值得注意的是, FTC-
ZNN 的激活函数向量中,   是满足  

 的时变参数, 将随时间无限增大,
当时间 t增长至较大数值后, 会造成不稳定. CVP-
RNN受控制理论启发, 针对这一问题进行改进, 在
设计公式上加入了误差的积分项, 并采用时变的设

计参数 , 证明了其有限时间收敛和抑制噪

声性能. Xiao等[36] 将 VP-RNN推广到复数域, 用
于求解时变复值逆矩阵问题, 提出了动态变参数增

强 ZNN (Dynamic varying parameter enhanced
ZNN, DVPEZNN). 其设计思想为, 当误差较大时,
设计参数应相对较大; 当误差相对较小时, 设计参

数也应相应减小. 这样既可以保证模型的收敛速度,
又可以避免不必要的大参数. 设计公式为:

de
dt

= −λ exp
((
βt + β

)
∥e∥2

)
P (e) (10)

β > 1 ∥e∥2 =√
e21 + e22 + · · ·+ e2m P (·)

其中,   是设计参数, 误差 e 的二范数  

,   为分段符号指数激活函

数向量, 对 e中每个分量 e分别计算:

p(e) =

ζ1ψ
r1(e) + ζ2e exp (|e|+ 1) , |e| ≤ 1

ζ1ψ
r2(e) + ζ2e exp (|e|+ 1) , 其他

(11)

ζi > 0 (i = 1, 2), 0 < r1 < 1, r2 > 1 ψr1(e)

ψr2(e)

式中参数 . 
和  定义为:

ψq(e) =


eq, e > 0

0, e = 0

− |e|q , e < 0

(12)

各零化神经网络模型总结如表 1所示.
DVPEZNN的设计思想与控制实际十分契合,

能够根据误差 e的取值范围选择不同的激活函数参

数, 是 VP-RNN模型的创新之作. 但其收敛时间仍

然是无穷的, 受加性噪声干扰时不能保证稳态误差

收敛到 0.
为此, 本文在 DVPEZNN的基础上做了改进

提升, 提出了改进 DVPEZNN (Adapted-DVPE-
ZNN), 其设计公式为:
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de
dt

= − λ

(
exp

(
ξ1β

t∥e∥2
)
P (e)+

∫ t

0

exp (ξ2τ + ξ3)Q(e)dτ

)
(13)

ξi > 0 (i = 1, 2, 3), β > 1 P (·) Q(·)其中,  ,   和   为激

活函数向量, 对 e中每个分量 e分别计算:
p(e) =

{
ζ1ψ

r1(e) + ζ2e exp (ζ3 |e|+ 1) , |e| ≤ 1

ζ1ψ
r2(e) + ζ2e exp (ζ3 |e|+ 1) , 其他

q(e) =

{
ζ4ψ

r1(e), |e| ≤ 1

ζ4ψ
r2(e), 其他

(14)

ζi > 0 (i = 1, 2, 3, 4), 0 < r1 < 1, r2 > 1

ψr1(e) ψr2(e)

  为设

计参数,   和  的定义同式 (12).

将误差函数 (6)代入设计公式 (13), 整理得:

ṗa = ṗd + λ

(
exp

(
ξ1β

t∥e∥2
)
P (e) +

∫ t

0

exp (ξ2τ + ξ3)Q(e)dτ

)
(15)

将其代入式 (5)中, 可得逆运动学方程:

q̇ = J†

(
ṗd + λ

(
exp

(
ξ1β

t∥e∥2
)
P (e) +

∫ t

0

exp (ξ2τ + ξ3)Q(e)dτ

))
(16)

Adapted-DVPEZNN相比于 DVPEZNN, 主

∫ t
0
exp (ξ2τ + ξ3)Q(e)dτ

ζ3

Q(e)

P (e)

βt + β βt

β

βt

要有四点改进: 1) 受 CVP-RNN[35] 启发, 在设计函

数中增加对误差 e的积分项 ;

2) 在激活函数向量中增加参数 , 控制激活函数的

幅值范围 ; 3) 积分项的激活函数向量   参照

 设置, 但不设置指数项, 避免积分项过大引发超

调; 4) 考虑到 DVPEZNN设计公式的  中, 
项所起的作用显著高于  项, 为模型简化起见, 仅保

留  项.
Adapted-DVPEZNN的设计参数不随时间无

限增长, 能始终保持模型长时间稳定, 同时, 误差积

分项使得模型具备有限时间内收敛并有效抑制噪声

的良好性能. 理论证明将在后文呈现. 

2.2    基于递归最小二乘法的雅可比矩阵伪逆估计

pa M(·)
J J = ∂M(q)

∂q

J

J†

J ∈ Rm×3n

J† Ĵ†

由于式 (3)中的机器人状态参数 q与末端执行

器位置  之间的非线性映射  是未知的, 雅可

比矩阵   不能通过定义式   求得. 因此,

需要设计一种方法来估计  的值. 注意到逆运动学

(即, 式 (9))中涉及雅可比矩阵的伪逆 , 而在每

个时间步均对  计算伪逆无疑是非常耗

时的. 为此, 本文采用递归最小二乘法 (RLS), 直接

对  计算估计值 . 根据式 (5), 有关系式:

q̇T = ṗT
aJ

†T (17)

X = J†T令 , 即有:

J† = XT (18)

E = q̇T − ṗT
aX̂, E = [E1, E2, · · · ,

E3n]T X̂ X

定义误差矢量 

, 其中  表示  的估计值. 为得到该估计值,
可设计以下优化问题:

 

表 1    不同 ZNN模型设计公式及激活函数对比

Table 1    Comparison of design formulas and activation functions of different ZNN models

模型 设计公式 激活函数

Original-ZNN[21] −λΦ (e) ϕ (e) = e

VP-CDNN[24] −λ exp(t)Φ (e) ϕ (e) = e

FTC-ZNN[25] −λ
(
P (e) +

∫ t

0

Q(e(τ))dτ
) p(e) = (k1g

1
2 (t, e) |e|

1
2 + k2g(t, e) |e|)sign(e)

q(e) = (k3g(t, e) + k4g
2
(t, e) |e|)sign(e)

CVP-RNN[35] −λ(t)P (e(t)) −
∫ t

0

µ(τ)Q(e(τ))dτ


p(e) =

1

σ
exp

(
|e|σ

)
ψ

1−σ
(e)

q(e) =
1

σ
exp

(
2 |e|σ

)(
ψ

1−σ
(e) +

1 − σ

σ
ψ

1−2σ
(e)

)

DVPEZNN[36] −λ exp
((
βt + β

)
∥e∥2

)
P (e) p(e) =

ζ1ψ
r1 (e) + ζ2e exp (|e| + 1) , |e| ≤ 1

ζ1ψ
r2 (e) + ζ2e exp (|e| + 1) , 其他

Adapted-DVPEZNN
− λ

(
exp

(
ξ1β

t∥e∥2

)
P (e) +∫ t

0

exp (ξ2τ + ξ3)Q(e)dτ
)


p(e) =

{
ζ1ψ

r1 (e) + ζ2e exp (ζ3 |e| + 1) , |e| ≤ 1

ζ1ψ
r2 (e) + ζ2e exp (ζ3 |e| + 1) , 其他

q(e) =

{
ζ4ψ

r1 (e), |e| ≤ 1

ζ4ψ
r2 (e), 其他
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min f = ETE =

3n∑
i=1

E2
i =

(
q̇T − ṗT

aX̂
)T (

q̇T − ṗT
aX̂
)
=

q̇q̇T − X̂Tṗaq̇
T − q̇ṗT

aX̂ + X̂Tṗaṗ
T
aX̂

s.t. q̇ = X̂T (ṗd + λΦ(e)) (19)

∂f

∂X̂
= 0

代价函数 f 的最小值在其极值点处取得, 令

, 可解得:

X̂ =
(
ṗaṗ

T
a

)−1
ṗaq̇

T (20)

X̂

X̂k X̂k−1, · · · , X̂1

X̂k

注意到   的变化是连续的过程, 时间步 k 的
 可能与前面时间步的计算结果 

有关, 且借助前面时间步的计算结果来推算当前时

间步的  能更接近连续体机器人模型本身. 因此,

可将式 (20)推广为:

X̂k =
(
Ṗa, kṖ

T
a, k

)−1

Ṗa, kQ̇
T
k (21)

Ṗa, k =
[√
γṖa, k−1 ṗa, k

]
Q̇k = [

√
γQ̇k−1

q̇k] γ ∈ (0,

1]

其中 ,   ,  

 是时间步 k 及其之前的值组成的向量, 
 是遗忘因子, 代表前一时间步的向量在当前时间

步的权重. 则有:

Ṗa, kṖ
T
a, k =

[√
γṖa, k−1 ṗa, k

] [√γṖ T
a, k−1

ṗT
a, k

]
=

γṖa, k−1Ṗ
T
a, k−1 + ṗa, kṗ

T
a, k (22)

Ṗa, kQ̇
T
k =

[√
γṖa, k−1 ṗa, k

] [√γQ̇T
k−1

q̇T
k

]
=

γṖa, k−1Q̇
T
k−1 + ṗa, kq̇

T
k (23)

Kk =

(Ṗa, kṖ
T
a, k)

−1

将式 (22) 和 (23) 代入式 (21), 并令  

, 可得:

X̂k =
(
Ṗa, kṖ

T
a, k

)−1

Ṗa, kQ̇
T
k =(

Ṗa, kṖ
T
a, k

)−1 (
γṖa, k−1Q̇

T
k−1 + ṗa, kq̇

T
k

)
=(

Ṗa, kṖ
T
a, k

)−1 ((
Ṗa, kṖ

T
a, k − ṗa, kṗ

T
a, k

)
×

X̂k−1 + ṗa, kq̇
T
k

)
=

X̂k−1 +Kkṗa, k

(
q̇T
k − ṗT

a, kX̂k−1

)
(24)

X̂k

X̂k−1

上式表明, 当前时间步的  可由上一时间步

的  递归求得.

Ṗa, kṖ
T
a, k式 (21)中仍然存在  的矩阵求逆, 根

据 Sherman-Morrison-Woodbury公式[37], 可得:

Kk =
(
Ṗa, kṖ

T
a, k

)−1

=(
γṖa, k−1Ṗ

T
a, k−1 + ṗa, kṗ

T
a, k

)−1

=(
γṖa, k−1Ṗ

T
a, k−1

)−1

−
(
γṖa, k−1Ṗ

T
a, k−1

)−1

×

ṗa, k

(
I + ṗT

a, k

(
γṖa, k−1Ṗ

T
a, k−1

)−1

ṗa, k

)−1

×

ṗT
a, k

(
γṖa, k−1Ṗ

T
a, k−1

)−1

=

1

γ

(
Kk−1 −

Kk−1ṗa, kṗ
T
a, kKk−1

γ + ṗT
a, kKk−1ṗa, k

)
(25)

J†

X̂

结合式 (24)、(25), 可计算得到   的估计值

, 并结合逆运动学 (即, 式 (9))实现连续体机器

人的轨迹跟踪.
 

2.3    理论证明

首先证明 Adapted-DVPEZNN模型设计公式

(13)的收敛性.

tf

定理 1. 对于式 (9)所描述的连续体机器人运

动学控制问题, Adapted-DVPEZNN模型是全局渐

近稳定的, 且能在有限时间  收敛到 0, 收敛时间:

tf ≤ 1

2λ
(
mP +

mQC
ξ2

) ln
(
2V (e(0))

ϵ2

)
(26)

V (·) mP , mQ > 0

exp(ξ2t+ ξ3) ≤ C

其中,   是李雅普诺夫函数,  , C为

满足  的常数.

证明. 定义李雅普诺夫函数:

V (e) =
1

2
∥e∥22 =

1

2

∑
i

e2i (27)

V (e) ≥ 0 e = 0 V (e) = 0显然有 , 当且仅当  时,  .

其对时间 t的导数为:

dV (e)

dt
=
∑
i

ei
dei
dt

=

− λ

(
exp

(
ξ1β

t∥e∥2
)∑

i

eiP (ei) +

∑
i

ei

∫ t

0

exp (ξ2τ + ξ3)Q(ei)dτ

)
(28)

P (·) Q(·)根据激活函数  和  的定义, 显然均为奇

函数, 有:

eiP (ei) ≥ 0, eiQ(ei) ≥ 0 (29)

ei ̸= 0 eiP (ei) > 0 eiQ(ei) > 0  时,  ,  , 有:
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dV (e)

dt
< 0 (30)

因此, 系统是全局渐近稳定的.
mP , mQ > 0令 , 假定:

dV (e)

dt
≤ − λ

(
mP exp

(
ξ1β

t∥e∥2
)
∥e∥22 +

mQ

∫ t

0

exp (ξ2τ + ξ3) dτ∥e∥22

)
(31)

t ≥ 0 exp(ξ1βt∥e∥2) ≥ 1注意到对于任意的 ,   成

立. 对于积分项, 有不等式:∫ t

0

exp(ξ2τ + ξ3) dτ ≤ exp(ξ2t+ ξ3)− exp(ξ3)
ξ2

≤

exp(ξ2t+ ξ3)

ξ2
(32)

代入式 (31)中, 有:

dV (e)

dt
≤ −λ∥e∥22

(
mP +mQ

exp(ξ2t+ ξ3)

ξ2

)
(33)

exp(ξ2t+ ξ3) ≤ C设 , 那么:

dV (e)

dt
≤ − λ∥e∥22

(
mP +

mQC

ξ2

)
=

− 2λ

(
mP +

mQC

ξ2

)
V (e) (34)

求解该微分不等式, 可得:

V (e(t)) ≤ V (e(0)) exp
(
−2λ

(
mP +

mQC

ξ2

)
t

)
(35)

t ≥ tf
de
dt ∥e(t)∥2 ≤ ϵ

ϵ > 0 V (e(t)) ≤ ϵ2/2

对于所有 ,   收敛, 有 , 其中

 是一个小的阈值. 此时 . 要满足

该条件, 应当有:

exp
(
−2λ

(
mP +

mQC

ξ2

)
tf

)
≤ ϵ2

2V (e(0))
(36)

因此, 收敛时间:

tf ≤ 1

2λ
(
mP +

mQC
ξ2

) ln
(
2V (e(0))

ϵ2

)
(37)

□

下面给出递归最小二乘法 (式 (24)、(25))的收

敛性证明.
Xk

∥Xk−1 −Xk∥
k ≥ ln(V0/ϵ)

η

η ≪ 1

Vk

定理 2. 在真实值  的变化足够缓慢的情况

下,   被控制在某个小范围内, 递归最

小二乘法 (24)、(25)是稳定的. 当时间步 

时, 系统达到稳定状态. 其中  是李雅普诺夫

函数  的变化率.

证明. 定义估计误差为:

ek = X̂k −Xk (38)

Vk可构造李雅普诺夫函数  为:

Vk = eT
kK

−1
k ek (39)

Kk

Vk ≥ 0

在合理的初始化下, 可保证   是正定矩阵,
有 .

Vk为了分析李雅普诺夫函数  的变化, 计算其

在第 k步的增量:

∆Vk = Vk − Vk−1 =

eT
kK

−1
k ek − eT

k−1K
−1
k−1ek−1 (40)

利用更新公式 (24), 有:

ek = ek−1 −Kkṗa, kEk + (Xk−1 −Xk) (41)

其中,

Ek = q̇T
k − ṗT

a, kX̂k (42)

将误差更新代入, 得:

∆Vk = (ek−1 −Kkṗa, kEk + (Xk−1 −Xk))
T
K−1
k ×

(ek−1 −Kkṗa, kEk + (Xk−1 −Xk))−

eT
k−1K

−1
k−1ek−1 (43)

上式展开可得:

∆Vk = −E2
k

ṗT
a, kKkṗa, k

γ + ṗT
a, kKk−1ṗa, k︸ ︷︷ ︸
A

+

2(Xk−1 −Xk)
TK−1

k ek−1︸ ︷︷ ︸
B

+

(Xk−1 −Xk)
TK−1

k (Xk−1 −Xk)︸ ︷︷ ︸
C

(44)

A ≤ 0其中, 项  恒成立, 表示观测误差减小的贡献;
项 B反映参数变化引起的误差变化; 项 C反映参数

变化对系统稳定性的直接影响.
假设系统的参数变化是有界的, 即有:

∥Xk−1 −Xk∥ ≤ δ (45)

使得:

|B|+ |C| ≤ |A| (46)

∆Vk ≤ 0 δ > 0则可以保证 , 使系统稳定. 其中  是很

小的常数, 表示参数的变化速率较慢.
∆Vk ≤ −ηVk η

Vk

假设  , 其中   是李雅普诺夫函数

 的变化率, 其决定收敛的速度. 即有:

Vk+1 ≤ (1− η)Vk (47)

迭代应用上式, 从初始时间步 0开始, 到时间
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步 k, 有:

Vk ≤ (1− η)kV0 (48)

ϵ > 0 Vk ≤ ϵ达到稳定状态时, 存在 , 使得 , 可
以得到如下不等式:

(1− η)kV0 ≤ ϵ (49)

整理得:

k ≥ ln(ϵ/V0)
ln(1− η)

(50)

η ≪ 1 ln(1− η) ≈ −η当  时,  , 可以近似得到:

k ≥ ln(ϵ/V0)
−η

=
ln(V0/ϵ)

η
(51)

k ≥ ln(V0/ϵ)
η即 ,  当时间步   时 ,  系统达到稳定

状态.  □ 

3    结果与分析

本节分别在仿真环境和实体样机上对所提出的

控制方案进行验证. 

3.1    仿真验证

Td =

4 λ = 50

q(0) = [12, 0, 0, −12, 0, 0, 12, 0, 0]T

β = 2 ξ1 = 10 ξ2 = 1

ξ3 = 5 ζ1 = 1 ζ2 = 1 ζ3 = 1 ζ4 = 0.1 r1 = 0.8

r2 = 3

k1 = k2 = 1 k3 = 2 k4 = 5 g(t, e) = t

σ = 0.5

首先给定控制方案的参数值. 任务总时长 

 s. 收敛系数 , 三段连续体机器人的初始状

态参数   mm.

Adapted-DVPEZNN模型的参数是经过多轮实验

确定的较优参数 , 参数为  ,  ,  ,
,   ,   ,   ,   ,   ,
. 其余模型的参数是其论文的实验参数, Ori-

ginal-ZNN[21]、VP-CDNN[24] 无参数, FTC-ZNN[25] 的

参数 ,  ,  ,  . CVP-
RNN [35 ] 的参数  , DVPEZNN [36 ] 的参数与

Adapted-DVPEZNN的相同. 式 (24)中矩阵K初

X̂

q(0) ∆q

∆pi

J Ji(0) =
∆pi

∆q J

X̂(0) = J†(0)

∆t = 10−4

pd =

p+ pd(0) p

始化为单位矩阵.   矩阵的初始化采用增量法, 通
过给   向量的第 i 个元素一个微小的增量  ,
测量末端传感器的位移增量 , 可估计雅可比矩

阵  的第 i列为 , 再对  计算伪逆并赋

初值 . 对于公式中涉及的积分项, 本

文采用显式欧拉法对其离散化求解, 离散时间取一

个微小的值  s, 使相邻时间步的数据缓慢

变化, 保持系统的稳定状态. 本文的连续体机器人

任务空间为三维笛卡尔空间, 期望轨迹定义为 

, 其中  定义为:

α



cos
(
4π sin2

(
πt

2Td

))
cos
(
2π sin2

(
πt

2Td

))
− 1

√
3

2
cos
(
4π sin2

(
πt

2Td

))
sin
(
2π sin2

(
πt

2Td

))
1

2
cos
(
4π sin2

(
πt

2Td

))
sin
(
2π sin2

(
πt

2Td

))


(52)

α = 120

q

pd(0) = [px, py, pz]
T

其中, 缩放因子  mm, 用于对期望轨迹的大

小进行缩放, 确保连续体机器人的关节状态参数 

处于合理的范围区间.   表示末

端执行器初始位置.
利用所提出的控制方案, 基于 Adapted-DVP-

EZNN模型的仿真结果如图 3所示. 图 3(a)中, 连
续体机器人末端执行器的实际轨迹与给定的期望轨

迹基本重合. 图 3(b)展示了三个坐标轴方向上的跟

踪误差变化, 在轨迹跟踪任务过程中, 跟踪误差出

现少许波动, 但最终仍然能收敛至零. 跟踪误差出

现尖锐波动的原因在于设计公式的积分项出现超

调, 在轨迹的拐点处最为明显, 但其最大误差不超

过 0.1 mm, 在跟踪任务中是可以接受的. 跟踪误差,
即均方根误差 (Root mean square error, RMSE)
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e = [ex, ey , ez ]T
图 3    仿真跟踪结果 ((a) 采用三段连续体机器人, 利用所提出的基于改进动态变参数增强零化神经网络的控制方案

仿真得到的轨迹; (b) 跟踪误差变化 ; (c) 状态参数 q的变化过程)

e = [ex, ey , ez ]T
Fig. 3    Simulation tracking results ((a) Trajectory of the three-segment continuum robot using the proposed control
scheme based on Adapted-DVPEZNN; (b) Tracking error  ; (c) The change of state parameter q)
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||e||2 ∥e∥2 =
√
e2x + e2y + e2z

ex, ey, ez

 为 0.057 mm. 其中 ,   ,

 分别是末端执行器的实际位置与期望轨

迹在 x, y, z三轴上的误差. 图 3(c)记录了状态参

数 q的变化过程. 以上仿真结果验证了所提出的控

制方案的可行性.
为了体现所提出的 Adapted-DVPEZNN模型

的优势, 本文采用上述提到的多种 ZNN 模型进

行仿真实验, 结果如图 4所示, 并将结果量化统计

如表 2所示. 从图 4来看, Original-ZNN模型的跟

踪误差最大, 其余的零化神经网络模型均能够有效

减少连续体机器人的轨迹跟踪误差, 且 Adapted-
DVPEZNN模型的跟踪误差始终比其余模型的更

低. 从表 2来看, 各模型的控制能耗相差不大, 且本

文所改进的 Adapted-DVPEZNN模型在跟踪误差

量化指标上具有最优的结果, 体现了所提出方法的

精确性.
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图 4    ZNN模型在无噪声下的跟踪误差

Fig. 4    Tracking errors of ZNN models without noise
 

在实际的控制过程中, 噪声通常是难以避免的,
而且可能对轨迹造成一定的影响, 使跟踪误差增大.
考虑噪声干扰时, 式 (9)可进一步表示为:

q̇ = J† (ṗd + λΦ(e) +N) (53)

N(t) = 50 N(t) =

50t/Td N(t) = 50 cos(8πt/Td)

其中, N是加性噪声, 本文对上述提到的多种 ZNN
模型加以常噪声  mm、线性噪声 

 mm、余弦噪声   mm,
分别进行仿真验证对比. 在噪声影响下, 各 ZNN模

型的测试结果如图 5所示. 各 VP-RNN的跟踪误

差均小于 Original-ZNN, 且 Adapted-DVPEZNN
的跟踪误差最小. 此外, VP-CDNN和 DVPEZNN
存在残余误差, 而 FTC-ZNN、CVP-RNN和 Adap-
ted-DVPEZNN设计公式 (见表 1)中的积分项能

够有效减小累加误差, 所提出的 Adapted-DVP-
EZNN能够使误差在有限时间内收敛到 0. 表 3对
此进行了定量比较, 可以看到, Adapted-DVPEZNN
在不同噪声的影响下, 跟踪误差均能比其余 VP-
RNN模型小一个量级, 在 DVPEZNN的基础上有

了显著的性能提高, 抑制噪声的性能较好, 体现了

所提出方法的鲁棒性.

X̂

对于雅可比矩阵伪逆估计的参数更新, 本文将

递归最小二乘法与增量法、双模型法进行了对比. 
矩阵的初始化采用了增量法, 上文已提及, 这里不

再赘述. 双模型法为雅可比矩阵的逆阵参数更新设

置了一个相同结构的 ZNN. 定义向量值误差函数:

 

表 2    ZNN模型在无噪声下的定量分析

Table 2    Quantitative analysis of ZNN
models without noise

模型
跟踪误差

(mm)
控制能耗

(s)

Original-ZNN[21] 2.970 7.290

VP-CDNN[24] 0.580 7.298

FTC-ZNN[25] 0.310 7.178

CVP-RNN[35] 0.259 7.677

DVPEZNN[36] 0.177 7.141

Adapted-DVPEZNN 0.057 7.382
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图 5    ZNN模型受噪声影响时的跟踪误差

Fig. 5    Tracking errors of ZNN models with noise
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ε = q̇ − X̂ṗa (54)

ε ei (i = 1, 2, · · · , m)为使  全部元素  收敛至零,
参照式 (7), 设计公式可表示为:

dε
dt

= −λΦ(ε) (55)

λ > 0 Φ(·)其中,   是收敛系数, 激活函数向量  与估计

逆运动学解的 ZNN形式相同. 将式 (54)代入式 (55),
整理得:

˙̂
X =

(
q̈ − X̂p̈a + λΦ(ε)

)
ṗ†
a (56)

p̈a pa ṗ†
a ṗa

X̂

其中,   是  关于时间 t的二阶导数,   是  的

伪逆. 可通过求解以上微分方程, 实现参数  的在

线更新.
使用上述三种雅可比矩阵伪逆估计的参数更新

方法, 仿真实验结果如表 4所示, 增量法的跟踪误

差最小, 而双模型法和递归最小二乘法的跟踪误差

接近, 递归最小二乘法的控制能耗最小, 这一点对

于参数的在线估计尤为重要, 体现了系统良好的实

时性.
  

表 4    参数更新方法的定量分析

Table 4    Quantitative analysis of parameter
update methods

方法 跟踪误差 (mm) 控制能耗 (s)

增量法 0.033 33.658

双模型法 0.058 1 356.239

递归最小二乘法 0.057 7.689
 

λ γ

λ λ

γ

γ

λ γ

控制系统中有参数  和 , 表 5和表 6展示了

其对 Adapted-DVPEZNN控制误差的影响. 随收

敛系数  的增大, 跟踪误差能显著减小, 但  过大

时会放大噪声引发超调, 可能使跟踪轨迹发散. 遗
忘因子  的增大能使递归最小二乘法保留更多以前

时间步的特征, 从而减小估计误差, 但当  值接近

于 1时, 以前时间步的特征在当前时间步所占的比

重过大, 不能有效聚焦于当前时间步的特征, 也会

使误差增大. 在离散状态下,   和  对于控制能耗

的影响不大.
Td

∆t

Td = 180 ∆t = 0.1

λ = 1 β = 1.01 ξ1 = 0.02 ξ2 = 0.01

ξ3 = 0.1 ζ2 = 0.2 ζ3 = 0.1 r2 = 2

在实际的任务中, 任务总时长  通常较长, 且
离散时间  受限于传感器系统的测量频率. 本文在

仿真中模拟实际任务, 令  s,   s, 对
上述提到的 ZNN进行性能验证, 跟踪误差曲线如

图 6所示. Original-ZNN的跟踪误差为 3.470 mm,
其余各变参 RNN的设计参数随时间指数级增长,
在长时间的任务中无法保持稳定, 造成跟踪轨迹发

散. 所提出的 Adapted-DVPEZNN, 通过选择合适

的参数 (调整为 ,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ), 能够很好地完

成轨迹跟踪任务, 跟踪误差为 1.204 mm, 且控制能

耗约为 0.505 s, 远小于任务总时长, 即模型具备实

 

表 3    ZNN模型受噪声影响时的定量分析

Table 3    Quantitative analysis of ZNN models with noise

模型
常噪声

(mm)
线性噪声

(mm)
余弦噪声

(mm)

Original-ZNN[21] 3.448 3.137 3.313

VP-CDNN[24] 0.786 0.567 0.719

FTC-ZNN[25] 0.326 0.291 0.326

CVP-RNN[35] 0.265 0.243 0.274

DVPEZNN[36] 0.200 0.181 0.192

Adapted-DVPEZNN 0.064 0.056 0.062

 

λ表 5    收敛系数  定量分析

λTable 5    Quantitative analysis of convergence factor 

λ收敛系数 跟踪误差 (mm) 控制能耗 (s)

1 0.150 7.872

3 0.122 7.786

5 0.110 7.830

10 0.093 7.607

30 0.068 7.426

50 0.057 7.382

 

γ表 6    遗忘因子  定量分析

γTable 6    Quantitative analysis of forgetting factor 

γ遗忘因子 跟踪误差 (mm) 控制能耗 (s)

0.1 5.762 × 10−2 7.454

0.3 5.757 × 10−2 7.508

0.5 5.759 × 10−2 7.408

0.7 5.751 × 10−2 7.368

0.9 5.711 × 10−2 7.382

1.0 5.939 × 10−2 7.779
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图 6    仿真长时间任务的跟踪误差

Fig. 6    Simulation of tracking errors in long-term task
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时控制的能力, 彰显了所提出模型的卓越性能. 

3.2    实验验证

q ∈ R3

Td = 180

λ = 1 β = 1.01 ξ1 = 0.02

ξ2 = 0.01 ξ3 = 0.1 ζ1 = 1 ζ2 = 0.2 ζ3 = 0.1 ζ4 =

0.1 r1 = 0.8 r2 = 2

实机实验采用绳驱连续体机器人样机对所提出

的方法进行实验验证, 该机器人样机由 3个关节状

态参数 (电机旋转角度)控制多个电机, 即 ,
由于机器人硬件设备的限制, 采用单节连续体机器

人对所提控制方案进行验证. 机器人样机驱动绳索

间存在驱动耦合、传递误差 (如摩擦、迟滞)等误差

因素, 所提控制方案基于估计的模型实现控制, 将
这些误差因素隐含在模型中, 从而可避免其对机器

人控制的影响. 实机实验模拟实际的长时间任务, 任
务总时长  s, 所选择的参数值与对应的仿

真实验参数值相同, 即,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ,  , 

,  ,  .

pa

ṗa

利用所提出的控制方案, 基于 Adapted-DVP-
EZNN模型的实验结果如图 7所示. 图 7(a)展示

了实验过程中的连续体机器人的末端轨迹. 图 7(b)
展示了三个坐标轴方向上的跟踪误差变化, 跟踪误

差为 0.854 mm. 图 7(c)记录了状态参数 q的变化

过程. 实机实验的反馈控制来源于摄像机的视觉图

像识别机械臂末端执行器中心点位置, 通过视觉检

测得到末端位置 , 并通过相邻两次检测的末端位

置进行差分, 计算得到末端速度 , 二者分别作为

VP-RNN逆运动学控制和 RLS雅可比伪逆估计的

控制输入量. 视觉传感器不可避免地存在噪声, 在
轨迹拐点处跟踪误差会出现较尖锐波动, 模型的估

计值因此产生偏差, 但最终 (约 150 s后)能够将误

差显著降低.
∆t = 0.1由于跟踪控制实验的采样时间间隔  s,

而每一个时间间隔里, 算法执行的平均耗时约为

1.8 ms, 算法的计算耗时远小于采样时间间隔, 即,
算法能够在每个采样时间步内完成计算, 可以实现

连续体机器人运动实时控制.
实验中的跟踪误差偏大, 这是由多种原因导致

的. 首先, 实验中使用的传感器 (Micron tracker H3-
60)的测量精度有限, 对静态目标的位置测量误差

为 0.2 mm; 其次, 受限于传感器系统的测量频率,
实验过程中的控制信号频率仅为 10 Hz, 这在一定

程度上也限制了实验中跟踪精度; 最后, 连续体机

器人样机因摩擦和迟滞等因素存在运动的精细度和

平滑度上的欠缺. 考虑到上述因素, 本文方法在连

续体机器人跟踪控制实验中取得的跟踪误差是合理

且可接受的.
对上述提到的 ZNN 在实机上进行对比验证,

轨迹如图 8所示, 并统计得到的跟踪误差如图 9.
图 8(a)使用 Original-ZNN得到轨迹的跟踪误差

为 1.307 mm. 图 8(b) ~ 图 8(e)各变参 RNN的设

计参数随时间指数级增长, 在长时间的任务中无法

保持稳定, 造成跟踪轨迹发散. 图 8(f)使用所提出

的 Adapted-DVPEZNN, 跟踪误差为 0.854 mm,
在长时间任务中的轨迹跟踪效果较好.

实验还在不同场景下对所提控制方法进行了充

分验证, 跟踪误差如表 7所示. 无负载下的跟踪误

差为 0.854 mm, 在连续体机器人上添加一个重量

约为 13 g的负载时, 跟踪误差增大到 0.986 mm,
而在添加两个相同的负载时 ,  跟踪误差增大至

1.206 mm, 与无负载的场景相比, 误差有一定程度

增加. 这是由于机器人样机比较软, 负载会给机器

人造成明显的形变, 如图 10所示, 在一个负载时驱

动绳索弯曲了 5°, 而在两个负载时驱动绳索弯曲达

到 13°, 其运动过程受到影响, 因此添加负载时跟

踪误差会增大. 如图 11, 在机器人的一侧设置圆柱

 

(a) 连续体机器人样机末端轨迹
(a) End-effector trajectory of the

continuum robot prototype
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图 7    实机跟踪结果

Fig. 7    Experimental robot tracking results
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形障碍物, 其跟踪误差为 0.869 mm, 与无障碍物的

场景相比影响不大, 验证了该控制方案在实际场景

中通过反馈控制, 能有效减小障碍物对末端轨迹的

影响.
 

4    结论

本文为解决连续体机器人的轨迹跟踪问题, 设
计了“变参递归神经网络+递归最小二乘法”控制方

案, 将改进的 Adapted-DVPEZNN应用到该问题

上, 运用零化神经网络求解逆运动学, 实现连续体

机器人末端运动轨迹控制. 同时, 所设计的控制方

案首次将递归最小二乘法运用于时变的机器人控制

问题上, 用于估计雅可比矩阵伪逆, 避免了控制方

法对连续体机器人解析模型的依赖和矩阵的逆运
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图 8    长时间任务结果

Fig. 8    Long-term task results
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图 9    长时间任务的跟踪误差

Fig. 9    Tracking error of long-term task

 

表 7    不同场景下的跟踪误差定量分析

Table 7    Quantitative analysis of tracking errors in
different scenarios

场景设置 跟踪误差 (mm)

无负载无障碍物 0.854

1个负载无障碍物 0.986

2个负载无障碍物 1.208

无负载有障碍物 0.869

 

5°

13°

 

图 10    负载对连续体机器人造成形变

Fig. 10    Load causes deformation to continuum robots

1 期 张润宁等: 基于变参递归网络和递归最小二乘的连续体机器人控制 101



算. 随后, 本文使用所提出的控制方案开展了仿真

和实验验证, 结果表明, Adapted-DVPEZNN能有

效减小轨迹跟踪误差和抑制噪声, 使误差在有限时

间内收敛到零, 且递归最小二乘控制相比其他方法

的控制能耗更小. 同时, 在长时间任务中, 能够在保

持稳定的前提下有效减小跟踪误差, 实现连续体机

器人的实时在线运动控制.
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图 11    障碍物场景

Fig. 11    Obstacle scenario
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