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摘    要   针对离散时间非线性系统, 提出一种基于多李雅普诺夫 (Lyapunov)函数的控制器设计方法. 该方法不仅能够保

证闭环系统稳定性, 还能够扩大闭环吸引域 (Domain of attraction, DOA). 首先, 给出基于多 Lyapunov函数下系统渐近

稳定的充分条件. 结果表明, 由多个 Lyapunov函数的负定不变集构成的并集是一个稳定的控制集合, 其从控制空间到状态

空间的投影是闭环 DOA的估计. 随后, 使用区间分析算法求解集合的内近似估计, 基于此算法可以求解多 Lyapunov函数

的负定不变集的近似值和闭环 DOA的估计值, 并给出相应控制器的设计方法. 最后, 通过仿真算例验证了本文方法的有效性.
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Asymptotically Stabilization for General Nonlinear Systems Based on
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Abstract   In this paper, a controller design method based on multiple Lyapunov functions is proposed for discrete-
time nonlinear systems. The proposed method can not only ensure the stabilization of the closed-loop system, but
also enlarge the closed-loop domain of attraction (DOA). Firstly, the sufficient conditions for the asymptotically sta-
bilization of the system based on multiple Lyapunov functions are given. It is shown that the union of negative-def-
inite-invariant sets of multiple Lyapunov functions is a stable control set, and its projection from the control space
to the state space is an estimate of the closed-loop DOA. Then, the interval analysis algorithm is used to solve the
inner approximate estimation of the set. Based on this algorithm, the negative-definite-invariant sets of multiple
Lyapunov functions can be approximated and the closed-loop DOA can be estimated, the design method of the cor-
responding controller is also given. Finally, the simulation example is given to verify the effectiveness of the pro-
posed method.
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控制系统的稳定性是确保系统正常工作的基本

前提之一. 然而, 在非线性系统中, 全局稳定性往往

难以实现. 因此, 研究重点转向平衡点周围的局部

稳定性, 以期找到平衡点的吸引域 (Domain of at-
traction, DOA), 能够使系统在该集合内的所有状

态点都被“吸引”到平衡状态[1−3].
在非线性系统分析和控制器设计中, DOA的

角色至关重要. 在当前的研究中, 针对 DOA的研究

方法大致可分为两类 [ 4 ]: 一类是基于李雅普诺夫

(Lyapunov)函数的求解方法[5−8]; 另一类则包括占

用度量[9] 和反转轨迹[10] 等方法 (这些方法不依赖于

Lyapunov函数).

在综合研究中, 已经有一些关于设计控制器并

同时估计闭环 DOA的工作. 在多项式离散时间非

线性系统方面, 文献 [11] 提出了一个基于反馈控制

律的最优控制器, 旨在最大化闭环 DOA. 考虑仿射

非线性系统, 文献 [12] 根据 Zubov定理设计了一种

控制器, 该控制器能够通过选择 Lyapunov函数的

适当系数来稳定并扩大闭环系统的 DOA. 对于非

线性多项式系统, 文献 [13] 利用平方和 (SOS)的广

义 S-程序扩大闭环 DOA的估计范围. 针对一般非
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线性系统, 文献 [14] 设计了两个局部反馈控制器,
在保证局部性能的同时, 扩大了对控制系统 DOA
的估计. 文献 [15] 基于 Lyapunov函数提出了一种

闭环系统状态反馈控制器的设计方法. 在状态反馈

控制器的设计中, 对于给定的正定函数, 状态−控制

空间中所有使得时间差分为负定的点构成的集合被

定义为负定集, 可以被视为非结构化镇定控制集.
这里的“非结构化”表示负定集为状态−控制空间的

子集, 不依赖于任何给定的控制器结构. 将状态−控
制空间的负定集投影到状态空间, 得到的不变子集

可以作为闭环 DOA的估计. 此外文献 [15] 还提出

了一种启发式优化算法, 用于寻找合适的 Lyapun-
ov函数以扩大闭环 DOA. 然而, 文献 [15] 中存在

一些不足: 1)闭环 DOA的不变性是基于 Lyapun-
ov函数的水平集, 但对于 Lyapunov函数水平集的

估计具有保守性; 2)启发式优化算法的计算量过大.
本文针对一般非线性系统, 采用多 Lyapun-

ov函数负定集来扩大闭环 DOA, 且有效避免了启

发式优化算法计算量过大的问题, 从而有效弥补了

文献 [15] 的不足. 多 Lyapunov函数负定集是指多

个 Lyapunov函数的负定集的并集. 通常情况下,
多 Lyapunov函数的概念主要应用于混合系统或切

换系统[16−18], 这些系统不同于单一的普通系统, 是由

多个子系统构成的, 因此针对不同的子系统可能需

要不同的 Lyapunov函数. 然而, 在一般非线性系

统中, 采用多 Lyapunov函数的方法并不常见. 因
此, 本文将多 Lyapunov函数的概念引入一般非线

性系统的渐近镇定研究中, 旨在有效解决文献 [15]
中存在的不足.

首先, 本文给出多 Lyapunov函数下系统渐近

稳定的充分条件和闭环 DOA的估计方法. 与单个

Lyapunov函数的控制器不同, 本文将正定函数集

(即多 Lyapunov函数)中状态−控制空间的负定不

变集视为非结构化镇定控制集. 这是因为不同的正

定函数, 其负定集的不变子集不同, 因此引入了状

态−控制空间负定不变集的概念. 此外, 负定不变集

从控制空间到状态空间的投影被认为是闭环 DOA
的估计. 随后, 基于 SIVIA (Set inversion via inter-
val analysis)算法提出近似负定集的求解方法. SIVIA
算法作为区间分析方法中最基本的工具之一, 是一

种根据需要精确地近似兴趣集的数值方法[19]. 通过

将 SIVIA算法与多 Lyapunov函数下系统渐近稳

定的概念相结合, 给出求解正定函数集的近似负定

集、负定不变集和闭环 DOA 估计值的详细步骤.
最后, 介绍控制器的设计方法, 并在仿真结果对比

中强调本文所提方法在扩大闭环 DOA和减少计算

量方面的优势.
本文其余部分安排如下: 第 1节提出控制问题,

并简要介绍文献 [15] 中提到的负定集非线性系统

镇定方法; 第 2节提出多 Lyapunov函数下系统渐

近稳定的充分条件; 第 3节将区间分析的方法与第

2节的理论知识相结合, 以估计负定不变集和闭环

DOA, 并提出相关控制器的设计方法; 第 4节呈现

仿真结果; 结论部分在第 5节.
x ∈ Rn x(j) x

j j = 1, 2, · · · , n x ∈
Rn u ∈ Rm ω = (x;u) Rn+m

[ω] ∈ Rn+m Rn+m n+m

n+m = 2

W ⊂ Rn+m Rn+m

Ŵ W
W W ⊂ Rn+m proj(W) ⊂

Rn W Rm Rn

Z+ 0

符号说明: 对于一个向量  ,   表示  

的第  个元素,  . 对于两个向量 

 和 ,   表示  中的一个新向

量.   表示属于  的一个  维的

区间向量, 也称为箱体[20] (例如, 当  时是一

个矩形区域).   表示  的任意一个紧

子集.   表示  的近似集通过一组箱体中非重叠

箱体覆盖 . 对于一个集合 , 
 表示  从  空间到  空间的正交投影集合.
 表示正整数集合与整数  的并集.

 

1    问题描述和背景材料
 

1.1    问题描述

考虑非线性离散时间系统

x(k + 1) = f(x(k), u(k)), k = 1, 2, · · · (1)

x(k) ∈ Rn u(k) ∈ Rm

f : Rn ×Rm → Rn 0 = f(0, 0)
其中,   为状态;   为控制输入; 连
续函数  满足 , 并且其

关于原点的线性化系统是可控的.

µ : Rn → Rm x(k + 1) = f(x(k),

µ(x(k))) x = 0

本文的控制目标是找到一个非线性反馈控制

器  , 使得闭环系统  

 在   处是渐近稳定的 ,  且关于闭环

DOA的估计值尽可能大. 

1.2    负定集非线性系统镇定

k x, x, u x(k + 1), x(k), u(k)

2n+m

Ξ

本节简单介绍文献 [15] 提出的负定域非线性

系统镇定方法. 对于离散时间非线性系统 (1), 省略

时间标号 , 用  分别替代 .

系统 (1)的动态可以表述为在  维空间中的

一个超曲面 , 定义为

Ξ = {(x;u;x) ∈ R2n+m|x = f(x, u)} (2)

L : Rn → R
L(0) = 0 ∀x ∈ Rn\{0}, L(x) > 0 Ξ

对于给定的连续正定函数  , 满足

, 且 , 定义  的子集

ΞL = {(x;u;x) ∈ Ξ|L(x)− L(x) < 0} (3)

(x;u;x) ∈ ΞL

L(x(k)) L(x(k+

由上述定义可知, 任意点  使得正定

函数  关于时间的差分是负定的, 即 
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1))−L(x(k))< 0 Ξ ΞL⊂R2n+m

L

ΞL

ΘL

. 因此, 超曲面  的子集 

称为系统 (1)关于  的负定集. 为了设计控制器, 将
 从未来状态空间投影到状态−控制空间, 得到状

态−控制空间的负定集 , 定义为

ΘL = {(x;u) ∈ Rn+m|L(f(x, u))− L(x) < 0} (4)

ΘL ΘL

{(x;u)|L(f(x, u))− L(x) = 0} ΘL

(0; 0) ∈ Rn+m ΘL

f L

ΘL

ΘL

XL

很明显, 负定集   是一个开集,   的边界

 不是  的子集. 因为

状态−控制空间中的原点  在   的边

界上, 且函数  和正定函数  是连续的, 所以负定

集  不包含原点, 但包含原点邻域的一个子集. 将
 由控制空间投影到状态空间, 得到状态空间的

负定集 , 定义为

XL = {x ∈ Rn|∃u ∈ Rm, L(f(x, u))− L(x) < 0}
(5)

XL 0 ∈ Rn状态空间的负定集  不包含原点 , 但
是包含原点的邻域.

µ ∀x ∈ XL,

(x;µ(x)) ∈ ΘL XL ⊂ Rn

L(x(k))

k + 1 XL

XL L(x(k))

由式 (4) 可知, 如果控制器   满足 
, 那么对于所有属于   的状

态, 正定函数  的时间差分为负定. 但是这个

结论并不能保证闭环系统关于原点是渐近稳定的,
因为无法保证在  时刻, 状态依旧在  中. 一
旦状态在  的外界,   的时间差分为负定的

条件就不再满足.
XL

XL, γ γ > 0

L XL, γ

XL, γ

XL, γ XL, γ ⊂ XL ∪ 0

文献 [15]通过寻找状态空间中负定集  的一

个不变子集  来解决该问题. 具有常数  的

正定函数  的水平子集  是一个不变集, 它的

性质是: 如果当前状态在  中, 那么下一时间步

的状态也在  中, 且任意水平集 

是闭环 DOA的估计值.
L :

Rn → R γ ∈ R+ µ(x) :

XL ⊂ Rn → UL(x) ⊂ Rm

引理 1. 对于系统 (1), 如果存在正定函数 

, 常数  和一个状态反馈控制器 

, 满足

µ(0) = 0, (x;µ(x)) ∈ ΘL, ∀x ∈ XL (6)

XL, γ = {x ∈ Rn|L(x) ≤ γ} ⊂ XL (7)

x ∈ XL其中, 对 

UL(x) = {u ∈ Rm|L(f(x, u))− L(x) < 0} (8)

∀x0 ∈ XL, γ x(k + 1) = fc(x(k)) =

f(x(k), µ(x(k))) ϕ(x0, k)

则  , 闭环系统 
 的解  满足

∀k ∈ Z+, ϕ(x0, k) ∈ XL, γ , lim
k→∞

ϕ(x0, k) = 0

引理 1的证明可见文献 [15]中引理 2的证明过程.
L

µ(x)

由引理 1可知, 如果一个给定的正定函数  满

足式 (7), 那么对于满足式 (6)的反馈控制器 ,

L(x(k))

XL, γ

ΘL

XL

L

XL, γ

可以使得  的时间差分在闭环条件下严格负

定, 即使闭环系统渐近稳定. 此外, 满足式 (6)的水

平集  可以作为闭环 DOA的估计值, 例 1中对

上述内容有详细的介绍. 因此, 如果得到负定集 

和 , 就很容易找到状态反馈控制器和闭环 DOA
的估计, 闭环 DOA估计值的不变性受  函数水平

集  的影响, 但通常得到的水平集是保守的. 文
献 [15]为了解决水平集保守的问题, 引入了启发式

优化方法以寻找适当的 Lyapunov函数, 获得最大

化的水平集. 然而, 该方法的缺点在于计算量过大.
因此, 在第 2节中, 本文提出一种新方法, 即利用多

个 Lyapunov函数的负定集取并集. 这不仅能够扩

大闭环 DOA的估计范围, 减少单个 Lyapunov函
数水平集的保守性, 而且有效避免了启发式优化算

法带来的计算量过大的问题.
例 1. 考虑系统

x(k + 1) = − sin(2x(k))− x(k)u(k) −

0.2x(k)− u2(k) + u(k) (9)

x(k) ∈ R u(k) ∈ R
Ξ ⊂ R3

L(x) = 0.859 8x2 + 1.254 8x3 + 0.635 2x4

ΞL ⊂ R3

ΘL ⊂ R2

XL ⊂ R
[−0.023 4, 0.023 4]

XL, γ [−0.203 1, 0.156 3]

µ(x)

µ(x)

x ∈ XL, γ ,

U(x) = {u ∈ R|(x;u) ∈ ΘL}

其中,  ,  . 图 1(a)中紫色渐变网格

曲面部分展示了式 (2)中定义的集合 . 考虑

正定函数  ,
图 1(a)中蓝色曲面部分表示负定集 , 其定

义见式 (3). 图 1(b)中蓝色填充区域表示状态−控制

空间负定集 , 其定义见式 (4), 而在状态空间

的负定集  由蓝色线段表示. 图 1(b)中红

色线段表示原点周围的邻域为  ,
绿色线段表示水平集  为 , 也
是闭环 DOA的估计值. 此外, 图 1(b)中黑色曲线

表示满足式 (6)的一个反馈控制器 , 其中由红

色“x”及红色线段所组成的部分为原点邻域的线

性控制器. 图 1(c) 展示了控制器   的收敛轨

迹. 图 1(d)展示了非结构化控制器集合 

 的收敛轨迹. 

2    多 Lyapunov 函数下系统渐近稳定的

充分条件

文献 [15] 通过启发式优化方法来寻找一个合

适的 Lyapunov函数以最大化闭环 DOA. 该方法存

在两个问题: 第一, 启发式优化方法计算量巨大; 第
二, 单个 Lyapunov函数给出的状态−控制空间负定

集过于保守. 本文使用多 Lyapunov函数负定集,
即多个 Lyapunov函数负定集的并集, 来解决上述

两个问题. 本节给出多 Lyapunov函数负定集的相

关理论结果. 首先, 提出多 Lyapunov函数负定集

和负定不变集的概念; 随后, 基于多 Lyapunov函
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数负定不变集, 给出闭环系统渐近稳定的充分条件. 

2.1    多 Lyapunov 函数下状态−控制空间中的负

定集

L

ΘL

p

关于系统 (1), 注意到对于不同的正定函数 ,
式 (4)定义的状态−控制空间的负定集  各不相

同. 将多个正定函数的负定集进行集合并操作, 得
到的并集相比单个正定函数的负定集具有更大的范

围. 考虑  个正定函数的集合

L = {Li : Rn → R|Li 为正定函数,

i = 1, 2, 3, · · · , p} (10)

L
ΘL

对于正定函数集合 , 状态−控制空间中的负

定集  定义为

ΘL = {(x;u) ∈ Rn+m|∃Li ∈ L, Li(f(x, u)) −

Li(x) < 0} =

p∪
i=1

ΘLi
(11)

Li ∈ L ΘLi其中, 正定函数  的负定集  如式 (4)所定义.
L ΘL

ΘL u = µ(x)

(x;µ(x)) ∈ ΘL

x(k) Li ∈ L
Li(x(k + 1))− Li(x(k)) < 0

x(k + 1) = f(x(k), µ(x(k))) ΘL

给定正定函数集合 , 由负定集  的定义 (11)
可知, 任意属于  的状态反馈控制器 , 即

, 都能够保证: 对于当前时刻的状态

, 至少存在一个正定函数 , 其关于时间

的差分是负定的, 即 , 其
中,  . 换言之, 负定集 

可以看作是一个非结构化的状态反馈控制器集合,
任意在其中的控制器都能保证当前时刻正定函数的

时间差分是负定的. 

2.2    多 Lyapunov 函数下状态−控制空间中的负定

不变集

ΘL尽管任意属于负定集   的控制器都能够保

证: 在当前时刻, 至少存在一个正定函数, 其关于时

间的差分是负定的, 但是闭环系统的渐近稳定性并

不能得到保证. 原因在于, 无法保证下一时刻依旧

满足正定函数时间差分的负定条件. 对于单个 Lya-
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图 1    引理 1渐近稳定的说明

Fig. 1    The illumination of asymptotically stabilization of lemma 1
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L

ΘL ⊂ Rn+m

XL ⊂ Rn

XL, γ

L

punov函数, 文献 [15]利用水平集是一个不变子集

的性质来解决该问题. 即单个 Lyapunov函数  的

负定集  看作是非结构化的镇定控制器

集合, 同时将任意属于状态空间负定集  的

水平集  作为闭环 DOA的估计. 对于正定函数

集合  (多个 Lyapunov函数), 不能将多个正定函

数负定集的并集直接看作是非结构化的镇定控制器

集合. 因为, 对于不同的正定函数, 作为不变子集的

水平集是不一样的, 如例 2所示.
L1(x) =

0.020 5x2 + 0.167 2x3 + 0.900 7x4 L2(x) = 0.293 5x2+

1.065x3 + 1.09x4 (x;u) = [−2, 2]× [−2, 2] ∈
R2 L1(x)

ΘL1 ⊂ R2

L2(x) ΘL2 ⊂ R2

L1 L2

u = µ(x) L1(x)

XL1, γ1
= [−0.254 2, 0.171 9] ⊂ R
L2(x) XL2, γ2

= [−2, 1.513 9] ⊂
R XL1, γ1

XL2, γ2

[−2, 1.513 9] x0

[−2, 1.513 9]

例 2. 考虑非线性系统 (9)以及正定函数 

, 

,  其中  

. 在图 2中, 蓝色填充区域表示正定函数 

对应的负定集 , 灰色填充区域表示正定函

数  对应的负定集 . 黑色线段表示在

正定函数  和  负定集的并集中任意选择的一个

控制器 , 蓝色线段表示正定函数  的不

变集  , 灰色线段表

示正定函数  的不变集 

. 不变集  与不变集  的并集为灰色线

段表示的区域 , 玫红色的点  表示初

始状态在不变集的并集  上的一个点.
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图 2    负定集取并集的说明

Fig. 2    Description of the union set of
negative-definite sets

 

ΘL, NI

为了能够将多个正定函数负定集子集的并集作

为非结构化控制器集合, 本文引入状态−控制空间

中的负定不变集. 基于不变集的概念, 状态−控制空

间中的负定不变集   [21] 定义为

ΘL, NI = {(x;u) ∈ ΘL ⊂ Rn+m|L(f(x, u)) −

L(x) < 0, f(x, u) ∈ projx(ΘL, NI)} (12)

projx(ΘL, NI)

f(x, u) ∈ projx(ΘL, NI)

(x(k);u(k)) ∈
ΘL, NI L(x(k))

x(k + 1)

u(k + 1) (x(k + 1);u(k + 1)) ∈ ΘL, NI

ΘL, NI

ΘL, NI

ΘL, γ ΘL, γ

ΘL, NI

其中,   是负定不变集从控制空间到状

态空间的投影,   是为了确保

下一时刻的状态依旧属于负定不变集在状态空间

的投影. 式 (12) 表示若当前时刻的  

, 且当前时刻 Lyapunov函数  的差分

是负定的, 同时对于下一时刻的状态 , 存在

, 有 . 因此, 该负

定不变集  可以看作是非结构化镇定控制器

集合. 由于式 (12)对负定不变集  的定义涉

及其自身, 导致求解困难. 因此, 本文利用 Lyapun-
ov函数的水平集是不变子集的概念, 来求解状态−
控制空间的负定不变集  . 其中   是集合

 的一个子集, 具备不变的性质, 但求解中不

涉及其自身, 求解更简便.
L

ΘL, γ

对于给定的单个正定函数 , 状态−控制空间

中的负定不变集  表示为

ΘL, γ = {(x;u) ∈ ΘL ⊂ Rn+m|L(f(x, u)) −

L(x) < 0, L(x) ≤ γ} (13)

L γ对于给定的单个正定函数 , 常数  是优化问

题的解

max
γ>0

γ s.t. XL, γ ⊂ XL (14)

XL, γ XL其中, 水平集  和状态空间中负定集  的定义

见式 (7)和式 (5).
L

ΘL, Γ

关于式 (10)定义的正定函数集合 , 状态−控
制空间的负定不变集  定义为

ΘL, Γ = {(x;u) ∈ Rn+m|∃Li ∈ L, Li(f(x, u)) −

Li(x) < 0, Li(x) ≤ γi} =

p∪
i=1

ΘLi, γi

(15)

Γ = (γ1; γ2; · · · ; γp) ∈ Rp Li ∈
L γi

其中,  , 对于正定函数 

, 常数  是优化问题 (14)的解. 将负定不变集由

控制空间向状态空间投影, 状态空间的负定不变集

定义为

XL, Γ = {x ∈ Rn|∃u ∈ Rn, ∃Li ∈ L, Li(f(x, u)) −

Li(x) < 0, Li(x) ≤ γi} =

p∪
i=1

XLi, γi

ΘL, γ

ΘL ΘL, γ ⊂ ΘL

L Li ∈ L
ΘLi ⊂ ΘL ΘLi, γi ⊂ ΘL, Γ

ΘL, Γ ⊂ ΘL L
ΘL, Γ ΘL

在给定的单个正定函数中, 负定不变集  可

以看成是负定集  的一个子集, 即 . 对
于正定函数集 , 任意正定函数  的负定集有

, 负定不变集有 . 因此, 可
以推导出 , 即正定函数集  的负定不变

集  是负定集  的子集. 
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2.3    多 Lyapunov 函数下系统渐近稳定的充分

条件

ΘL, Γ⊂ΘL (x(k);u(k))∈
ΘL, Γ Li ∈ L

Li

ΘLi, γi ⊂ ΘL, Γ (x(k);

u(k)) ∈ ΘLi, γi
x(k + 1) = f(x(k),

u(k)) XLi, γi x(k + 1) u(k+

1) Li(k + 1)

ΘL, Γ

µ ∀x ∈ XL, Γ,

(x;µ(x)) ∈ ΘL, Γ XL, Γ ⊂ Rn

因  是负定的, 对于任意 

, 至少存在一个正定函数 , 使得其在当

前时刻的时间差分为负定. 又因为正定函数  的

负定不变集  是不变的, 对于任意 

, 下一时刻的状态 

 属于 . 这意味着对于  存在 

 满足正定函数  在下一时刻的时间差分

为负定. 因此, 总结得出:   是非结构化的镇定

控制器集合, 即, 如果任意控制器  满足 

, 则所有属于  的初始状

态都使得闭环系统渐近稳定. 具体的总结在定理 1
中展示.

L ΘL, Γ ⊂ Rn+m

µ : Rn → Rm

定理 1. 对于系统 (1), 如果存在一个正定函数

集  和一个负定不变集 , 对于任意控

制器  满足

µ(0) = 0, (x;µ(x)) ∈ ΘL, Γ, ∀x ∈ XL, Γ (16)

XL, Γ ⊂ Rn

x(k + 1) = f(x(k), µ(x(k)))

对于任意属于  的初始状态, 闭环系

统  是渐近稳定的.
x0 ∈ XL, Γ

Li ∈ L XLi, γi
⊂ XL, Γ x0 ∈

XLi, γi

证明. 对于任意  , 至少存在一个正

定函数   的不变集  , 使得  

.

Li ∈ L
结合式 (4)、式 (7)、式 (15)、式 (16), 对于该正

定函数  有

∀x ∈ XLi, γi
, Li(f(x, µ(x)))− Li(x) < 0 (17)

ϕ(x0, k) x(k + 1) = f(x(k),

µ(x(k))) k x0

x0 ∈ XLi, γi

令   表示闭环系统 
 在  时刻初始状态为  的解, 根据式 (17),

对于任意 , 有

Li(ϕ(x0, k + 1)) < Li(ϕ(x0, k)) ≤ Li(x0) ≤ γi (18)

XLi, γi
ϕ(x0, k)

XLi, γi
XLi, γi

⊂ XL, Γ

XL, Γ ϕ(x0, k) XL, Γ

XL, Γ x(k + 1) = f(x(k), µ(x(k)))

上述关系式表明, 起始于  的解 

将保持在  中. 因为 , 所以, 起
始于  的解  将保持在  中. 换言之,

 是闭环系统   的一

个闭环 DOA.
x0 ∈ XLi, γi

k Li(ϕ(x0, k))

Li x0 ∈ XLi, γi

Li ≥ 0 Li(ϕ(x0, k)) = 0 ϕ(x0, k) = 0
x0 ∈ XLi, γi

limk→∞ Li(ϕ(x0,

k)) = 0 ∀x0 ∈ XLi, γi
, limk→∞ ϕ(x0,

k) = 0 XLi, γi
⊂ XL, Γ

根据式 (18), 对于任意 , 随着时间

步长  的增加, 函数  是单调递减的. 其
次,   是正定函数, 所以对于任意  恒有

, 且当  时, 解  恒

成立. 因此, 对所有 , 有 

,  可以推导出  

. 又因为 , 可以得到

∀k ∈ Z+, ϕ(x0, k) ∈ XL, Γ, lim
k→∞

ϕ(x0, k) = 0

以上过程可以通过数学归纳法进行证明 (更多

证明细节可以参考文献 [22]的定理 13.2).　 □

ΘL, Γ ⊂
Rn+m ΘL, Γ

µ (x;µ(x)) ∈ ΘL, Γ

XL, Γ

ΘL, Γ

Θ̂L, Γ

在定理 1中, 如果能找到一个负定不变集 

, 其中  被视为非结构化控制器集合, 对
于任意控制器  满足 , 闭环系统 (1)
是渐近稳定的. 此外,   表示闭环 DOA的估计

值. 然而, 考虑到非线性系统的复杂性, 获得 

的解析解十分困难. 因此, 在第 3节中, 将介绍一种区

间分析算法, 用于求解负定不变集的近似值 .
 

3    多 Lyapunov 函数下基于区间分析的

渐近镇定控制

ΘL, Γ

基于第 2节的内容, 本节将通过区间分析的方

法对多 Lyapunov函数下的负定不变集  进行

估计, 完成镇定控制器设计. 首先对区间分析方法

及 SIVIA算法进行简短的介绍. 随后利用 SIVIA
算法提出一种估计多 Lyapunov函数下的负定集和

负定不变集的方法. 最后给出控制器的设计方法,
以确保系统稳定性. 

3.1    区间分析: SIVIA

W ⊂
Rn1

区间分析是一种数值方法, 用于获取目标区间

的近似值, 其中近似精度可以根据需要进行设置[19].
SIVIA算法是区间分析的基本工具之一. SIVIA利

用非重叠的区间集合来近似集合的逆, 表示为 

, 满足以下形式

W = {w ∈ Rn1|c(w) ∈ Y} = c−1(Y) (19)

c : Rn1 → Rn2 Y ⊂ Rn2其中, 函数 , 集合 .

[w] Rn1

[w] = [w(1)]× [w(2)]× · · · × [w(n1)] j

[w(j)] = [w(j), w(j)], j = 1, 2, · · · , n1 R
w(j) w(j) [w(j)]

w(j) w(j)

[w(j)] [w] ∈ IRn1 IRn1

n1 c : IRn1 → IRn2

[w] ∈ IRn1 c([w]) ⊂ [c]([w])

[c] : IRn1 → IRn2 c

[w] ∈ IRn1 d([w]) → 0

limd([w])→0 d([c]([w])) = 0 d([w]) = max1≤j≤n1(w(j)

− w(j)) [c]

SIVIA算法主要是由区间向量和包含函数构

成. 下面简要介绍这些内容, 具体细节可以查阅

文献 [21]. 一个区间向量  是  的子集, 定义为

, 其中第  个区间

 是   的一个

相关子集,   和   分别是区间   的下边界

和上边界, 上边界   和下边界   的差值称为

 的宽度.   也称为箱体, 其中  表

示所有  维箱体的集合. 考虑函数 ,
如果对于所有  ,  都有  ,
则称区间函数  是关于  的包含函

数. 如果对于所有 , 当  时, 有
,  

, 则包含函数  是收敛的. 包含函数的收敛

性可以保证 SIVIA算法的收敛. 对于一个函数, 其
收敛包含函数并非唯一, 例如有中心形式、自然形

式、泰勒形式.
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W Ŵin ⊂
Winit ⊂ Rn1 Winit

SIVIA算法可以找到关于  的内近似 

, 其中  是给定的初始搜索集. 如
算法 1所示, SIVIA算法通过对给定的区间向量进

行迭代搜索, 可能出现以下四种情况:
[c]([w]) Y

[w] W W
Ŵin

1)内部测试集: 如果  完全包含在  中,
并且  完全在  中, 则将   内部的区间箱体收

集到集合  中, 如算法 1的第 7) ~ 8)所示.
[c]([w]) Y

[w] W W
Ŵout

2)外部测试集: 如果  与  有一个空交

集, 并且  不属于 , 则将  外部的区间箱体收

集到集合  中, 如算法 1的第 9) ~ 10)所示.
[c]([w]) Y

Y [w] W
[w] [w]

ϵ > 0 W
Ŵbou

3)不确定边界集: 如果  与  有一个非

空交集, 但不完全在  的内部, 并且  包含  的

边界, 则将  视为不确定的. 如果  的宽度小于

预先指定的参数 , 则被认为足够小, 将包含 

边界的区间箱体收集到集合  中, 如算法 1的
第 11) ~ 12)所示.

[w]

ϵ [w]

Ŵdo

Ŵdo

4)不确定划分集: 如果  是不确定的, 且其

宽度大于预先指定的参数 , 则将  分为两部分,
生成两个新的区间箱体, 储存在集合  中, 收集

到的区间箱体需要进一步探索, 这里的探索通过递

归实现, 直到集合  为空集, 如算法 1的第 13) ~
16)所示.

Y Winit Ŷ Ŵinit

Ŷ Ŵinit Ŵin

注 1. 1)为了能够执行内部测试集和外部测试

集, 集合  和  应该分别通过集合  和 

进行近似表示. 这样做不会失去一般性, 因为任何

紧集都可以由箱体的并集进行任意近似. 2)存储箱

体的集合非常重要, 例如 ,  ,   等. 一种常

见的方法是将箱体形式的集合存储为列表形式, 但
更有效的方法是将其以二叉树的形式存储 (更多相

关细节可以参考文献 [19, 23]).
[c] ϵ

0 Ŵin W

W [c]

limd([w])→0 d([c]([w])) = 0 [w]

d([w]) ϵ ϵ

d([w]) d([c]([w]))

[c]([w]) d([c]([w])) [c]([w])

Ŵin W

因为包含函数  是收敛的, 随着参数  趋近于

, 内近似集合  收敛于集合 . 这意味着 SIVIA

算法可以基于任意精度近似集合 . 包含函数 

收敛性表示  ,  而   的宽

度  的大小取决于参数 . 因此, 当参数  趋近

于 0时,   会趋近于 0, 从而  也会趋近

于 0. 随着  的宽度  越来越小, 

会越来越近似一个确定的值. 即在 SIVIA算法中得

到的内近似集合  将会收敛于集合  (更详细

的介绍和证明过程可以参考文献 [19]中的定理 3.1
和文献 [24]中的定理 1).
  　算法 1. SIVIA 算法

c Y Ŵinit

ϵ

输入. 区间函数 , 求逆集合 , 初始区间向量 ,

精度 .

Ŵin输出.  .

SIVIA(c, Y, Ŵinit, ϵ)1)   procedure 

Ŵin = ∅, Ŵout = ∅, Ŵbou = ∅2)   　初始化 ;

Ŵdo = Ŵinit3)   　 ;

Ŵdo ̸= ∅4)    　while   do

Ŵdo [w]5)   　　从  得到区间向量 ;

[w] Ŵdo6)   　　将  从  移出;

[c]([w]) ⊂ Ŷ7)   　　if   then

[w] Ŵin8)   　　　将  添加到集合 ;

[c]([w]) ∩ Ŷ = ∅9)   　　else if   then

[w] Ŵout10) 　 　　将  添加到集合 ;

d([w]) < ϵ11) 　 　else if   then

[w] Ŵbou12) 　 　　将  添加到集合 ;

13) 　 　else

[w]14) 　 　　将  一分为二;

Ŵdo15) 　 　　新生成的两个区间向量添加到集合  中;

16) 　　 end if

17) 　  end while

Ŵin18)  　 return  .

19) end procedure 

3.2    通过 SIVIA 算法估计负定不变集

L ΘL, Γ

在本节中, 基于 SIVIA算法, 提出对给定正定

函数集  进行负定不变集  估计的算法.
L

ΘL

L ∆L(ω) : Rn+m → R
∆L(ω) = L(f(ω))− L(x) ω = (x;u) ∈ Rn+m

∆L

给定一个正定函数 , 关于系统 (1), 式 (4)中定

义的负定集  能够用 SIVIA算法近似估计. 正定函

数  的时间差分  可以被定义为

,  其中  .
根据 , 可以将式 (4)改写成

ΘL = {ω ∈ Rn+m|∆L(ω) ∈ (−∞, 0)} (20)

∆L(ω) = 0

Ŵbou ΘL

[ωinit] Θ̂L

在 SIVIA算法中,   是在区间集合的

边界  中. 结合式 (19)和式 (20), 负定集  在

初始区间  的内近似集合  可以通过下式获

得 (如算法 2的第 4) ~ 5))

Θ̂L = SIVIA(∆L, {(−∞, 0)}, [ωinit], ϵ) (21)

ΘL, γ ΘL

Θ̂L, γ

根据式 (13), 负定不变集  是负定集  的

一个不变子集, 由式 (13)和式 (20), 近似负定不变

集  可以通过下式获得

Θ̂L, γ = {ω ∈ Θ̂L|∆L(ω) ∈ (−∞, 0), L(x) ≤ γ}
(22)

γ其中,   为如下优化问题的解 (如算法 2的第 7) ~ 9))

max
γ>0

γ s.t. X̂L, γ ⊂ X̂L

为了在实际应用中进行规范选择, 本文采用平

方和 (SOS)多项式[25−26] 来定义单个正定函数
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{L ∈ Rn, 2d|L(x) = zTd (x)P
TPzd(x), x ∈ Rn} (23)

Rn, 2d n

2d L ∈ Rn, 2d

L P ∈ Rr×r PTP

L L : Rn → R,
L(0) = 0

其中,   表示含有  个变量且次数小于或等于

 的所有多项式的集合,   可以确保函数

 是 SOS 形式,   为满秩矩阵,   是对

称矩阵且为半正定形式, 函数   满足  

. 在这里

zd(x) = (x(1); · · · ;x(n);x(1)x(2); · · · ;xd
(n)) ∈ R

r

r = Cd
n+d − 1

Cd
n+d其中,   为组合数公式. 因此, 正定函数集 (10)

可以改写为

L = {Li : Rn → R|zTd (x)PT
i Pizd(x), i = 1, 2, · · · , p}

Pi ∈ Rr×r, i = 1, 2, · · · , p其中,   是随机生成的满

秩矩阵.
L ΘL =∪p

i=1 ΘLi ΘL, Γ =
∪p

i=1 ΘLi, γi

p

Li ∈ L
Θ̂1 Θ̂2

Θ̂1 Θ̂2 L Θ̂L

Θ̂L, Γ

L Θ̂L, Γ

X̂L, Γ = proj(Θ̂L, Γ)

给定一个正定函数集  ,  其中负定集  

 和负定不变集  的解集

可以分别看成是  个正定函数的负定集和负定不变

集的并集. 在算法 2中引入了一个循环, 每循环一

次会生成一个正定函数  的近似负定集和近

似负定不变集, 分别记为  和 . 在每次循环后,

将  和  分别与正定函数集  的近似负定集 

和近似负定不变集  取并集后设为空集. 正定

函数集  的近似负定不变集  从控制空间到状

态空间的投影  是闭环 DOA的

估计值. 具体步骤参考算法 2.

Θ̂L, Γ

  　算法 2. 近似多 Lyapunov 函数负定不变集

f L Ŵinit

ϵ

输入. 函数 , 正定函数集 , 初始区间向量 , 精

度 .

Θ̂L, Θ̂L, Γ, X̂L, Γ输出.  .

Θ̂L = ∅, Θ̂L, Γ = ∅, Θ̂1 = ∅, Θ̂2 = ∅1)   初始化  ;

i = 1 : p2)   for   do

∆Li(ω) = Li(f(ω))− Li(x)3)   　 ;

Θ̂1 SIVIA(∆Li, {(−∞, 0)}, [ωinit], ϵ)4)   　  =  ;

Θ̂L = Θ̂1 ∪ Θ̂L5)   　 ;

X̂Li
= proj(Θ̂1)6)   　 ;

max
γi>0

γi s.t. X̂Li, γi
⊂ X̂Li7)   　 

Θ̂2 = {ω ∈ Θ̂1|∆Li(ω) ∈ (−∞, 0), Li(x) ≤ γi}8)   　 ;

Θ̂L, Γ = Θ̂2 ∪ Θ̂L, Γ9)   　 ;

Θ̂1 = ∅, Θ̂2 = ∅10) 　 ;

11)  end for

X̂L, Γ = proj(Θ̂L, Γ)12)  ;

Θ̂L, Θ̂L, Γ, X̂L, Γ13)  return  .
 

3.3    控制器的设计

L ∀Li ∈ L, Li(f(0, 0))−
Li(0) = 0 0 ∈ Rn+m ΘL, Γ

ΘL, Γ Θ̂L, Γ

0 ∈ Rn+m Θ̂L, Γ

X̂L, Γ 0 ∈ Rn X0

X0 ϵ

X0 X0

X̂L, Γ ∪
X0

在正定函数集  中, 因为 

, 原点  处于负定不变集  的

边界. 因此, 在  的内近似区间  中不存在

原点  周围的区间向量, 所以  在状态

空间的投影  不包含原点  的邻域 . 邻

域  的大小取决于算法 2的参数 . 假设系统 (1)
的线性化在原点是可控的, 那么一定存在一个线性

控制器, 当  足够小的时候, 它能够稳定  中的

所有状态. 总之, 闭环 DOA的估计应该是由 

 构成的.
Θ̂L, Γ ⊂ ΘL, Γ

∀x ∈
X̂L, Γ, (x;µ(x)) ∈ Θ̂L, Γ

负定不变集的内近似区间   是一

个非结构化稳定控制器集合. 对于任何满足  

 的控制器, 结合原点附近的

线性控制器, 都能够使得闭环系统在原点处是渐近

稳定的. 然而, 在实践中, 由于执行器的输出连续,
因此期望控制器也是连续的. 所以将结构化状态反

馈控制器定义为

µ(x) =

{
Kx, x ∈ X0

µ̃(x), x ∈ X̂L, Γ

(24)

K ∈ Rm×n

µ̃ (xl;µl)

(xl;µl) ∈ Θ̂L, Γ

µ̃(0) =
0 µ̃ µ̃ ∀x ∈ X̂L, Γ,

(x; µ̃) ∈ Θ̂L, Γ

其中,   是根据系统 (1)在原点线性化得

到的, 这是由线性控制器的设计方法确定的. 为了

构建非线性控制器, 可以采用多种方法, 如插值法、

高斯过程回归等. 在本文研究中, 选择插值法来设

计控制器 . 首先, 构造一个训练数据集 , 其
中 . 然后选择合适的插值方法 (如拉

格朗日插值法、牛顿插值法等)对训练集中的数据

点进行处理, 得到一个趋势平滑且满足约束 

 的非线性控制器 , 控制器  可以保证 

.
 

4    仿真研究

x(k) ∈ R
u(k) ∈ R f : R2 → R f(0, 0) = 0

[ωinit] = [−2, 2]× [−2, 2] ⊂
R2 ϵ ϵ = 0.01

考虑一阶非线性系统 (9), 其中状态 , 控
制输入 . 函数  满足 .
在算法 2中, 初始区间 

, 参数  选择为 . 

4.1    单个 Lyapunov 函数的负定集和负定不变集

P ∈ R2×2

PPT=[0.859 4, 0.627 4; 0.627 4, 0.635 2] L(x) =

(x;x2)TPTP (x;x2), x ∈ R L(x) =

0.859 4x2 + 1.254 8x3 + 0.635 2x4

随机生成一个 2 阶满秩矩阵  , 使得

. 对于 

,  得到正定函数  

.

ΘL Θ̂L

proj(Θ̂L) = X̂L = [−2, −0.023 4] ∪ [0.023 4,

图 3(a)中, 蓝色矩形区域表示状态−控制空间负

定集  的近似负定集 , 蓝色线段表示状态空间

的负定集 

204 自       动       化       学       报 51 卷



0.156 25] ∪ [0.359 4, 2]

ΘL, γ Θ̂L, γ

proj(Θ̂L, γ) = X̂L, γ =

[−0.203 1, −0.023 4] ∪ [0.023 4 0.156 3]

X0L, γ
= [−0.023 4, 0.023 4]

proj(Θ̂L, γ) ∪X0L, γ
=

[−0.203 1, 0.156 3]

. 图 3(b)中, 蓝色矩形区域表示

状态−控制空间负定不变集   的近似集  ,

蓝色线段表示状态空间不变集 

,  . 此外, 绿色线

段表示原点周围的邻域 .
因此, 闭环 DOA的估计值是 

. 

4.2    粒子群算法扩大闭环吸引域

m : Rr×r → R+ m̃(P ) = m(X̂L, γ) L(x) =

zTd (x)P
TPzd(x) X̂L, γ

maxL∈Rn, 2d
m(X̂L, γ)

根据文献 [15], 并结合本文算法 2, 使用启发式

算法中的粒子群算法寻找最优 Lyapunov函数, 以
使系统 (1)的闭环DOA尽可能大. 具体而言, 定义函

数  为 , 其中 

 且  可以通过算法 2获得. 因此,

寻找最大闭环 DOA   可以等价

maxP∈Rr×r
m̃(P ) P

X̂L, γ

地表示为 , 即寻找最优矩阵  使得

闭环 DOA的估计值  最大.

P ∈ R2×2

[−1, 1]

Pso = [0.503 5, 0.225 2; 0.777 5, 0.760 7]

Lso(x) = 0.304 3x2 + 1.125 8x3 +

1.183 2x4 [−2, 1.526 8]

×

12 314.34 s

针对上述优化问题, 选择  且满秩, 因
此搜索空间维度为 4, 所有搜索位置的范围限定在

, 本文设定粒子种群数为 10, 其余参数保持

默认值. 粒子群算法经过 261次迭代得到最优矩阵

, 对应的最优

Lyapunov 函数为  

, 闭环 DOA估计区间为 . 在粒

子群算法的优化过程中, 共研究了 261  10 = 2 610
个 Lyapunov函数的闭环 DOA, 最终获得了最优

的 DOA, 整个优化过程耗时为 .
图 4(a)展示了粒子群算法寻求最大闭环 DOA

区间的迭代过程. 其中纵坐标表示每次迭代中闭环

DOA的上界与下界之间的差值. 可以观察到最大
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(a) 近似负定集 Q̂L

(a) The approximate negative-definite set Q̂L

Q̂L, g
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u
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DOA = X̂L, g∪X0L, g
 = [−0.203 1, 0.156 3]

(b) 近似负定不变集 Q̂L, g

(b) The approximate negative-define-invariant set Q̂L, g 

图 3    单个 Lyapunov函数生成的近似负定集和负定不变集

Fig. 3    The approximate negative-define set and negative-define-invariant set for a given Lyapunov function
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∪X0so
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(a) 粒子群优化算法的轨迹优化

(a) Trajectory optimization of
particle swarm optimization algorithm

(b) 最优 Lyapunov 函数的
近似负定集 Q̂Lso

(b) The approximate negative-
definite set Q̂Lso

 of the optimal
Lyapunov function

(c) 最优 Lyapunov 函数的
近似负定不变集 Q̂Lso, gso

(c) The approximate negative-
definite-invariant set Q̂Lso, gso

 of
the optimal Lyapunov function 

图 4    粒子群优化算法寻找最优 Lyapunov函数

Fig. 4    Particle swarm optimization algorithm for finding the optimal Lyapunov function
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[−2, 1.526 8]

Lso Θ̂Lso

X̂Lso

Lso Θ̂Lso, γso

Θ̂Lso, γso
X̂Lso, γso

X0so

X̂Lso, γso
∪X0so = [−2, 1.526 8]

差值为 3.526 8, 从而得到闭环区间为 .
图 4(b)的蓝色矩形区域表示最优 Lyapunov函数

 的近似负定集 , 蓝色线段表示负定集在状

态空间的投影 . 图 4(c)的蓝色矩形区域为最

优 Lyapunov函数  的近似负定不变集 ,

蓝色线段为   在状态空间的投影  ,

绿色线段表示原点周围的邻域 , 闭环 DOA的

区间为 .
 

4.3    多 Lyapunov 函数的负定集和负定不变集
 

4.3.1    Lyapunov 函数数量选择

P = {Pi ∈ R2×2, i = 1, 2, · · · , p}
p Li(x) =

zTd (x)P
T
i Pizd(x), i = 1, 2, · · · , p

L50, L150, L500, L2 000

不同 Lyapunov函数对应的闭环 DOA不同.
为了对比不同数量 Lyapunov函数负定不变集的并

集对闭环 DOA 的影响. 现分别随机生成 50 个、

150 个、500 个和 2  000 个四组数量不同的 2 阶满

秩矩阵集合  ,  其
中  分别取值为 50、150、500、2 000. 根据 

 得到四组不同的正

定函数集 .

[−2, 1.523 4]

对比图 5(a) ~ 图 5(d)中的闭环 DOA, 可以看

出图 5(b)、图 5(c)、图 5(d)的闭环 DOA的估计值

相同, 均为 , 而图 5(a)的闭环 DOA明

显更小. 图 5(b)与图 5(c)没有明显区别, 但图 5(d)
与图 5(b)、图 5(c)相比, 图 5(d)的控制区域更大.
然而, 本文主要关注闭环 DOA的研究, 而不是控

制区域的大小. 因此, 综合考虑, 本文选择 150个
Lyapunov函数作为多 Lyapunov函数的研究数量. 

4.3.2    多 Lyapunov 函数的负定集和负定不变集

P = {Pi ∈ R2×2,

i = 1, 2, · · · , 150} Li(x) = zTd (x)P
T
i Pizd(x),

i = 1, 2, · · · , 150
L

随机生成 150个 2阶满秩矩阵 

.  根据  
 得到包含 150个正定函数的正定

函数集 .
L

ΘL Θ̂L x

proj(Θ̂L) = [−2, −0.023 4] ∪ [0.015 6, 2]

L
ΘL, Γ Θ̂L, Γ x

proj(Θ̂L, Γ) = [−2, −0.023 4] ∪ [0.015 6, 1.523 4]

图 6(a)中, 蓝色矩形区域表示正定函数集  的

负定集  的近似负定集 ,   轴上的蓝色线段表

示  . 图 6(b)

中, 蓝色矩形区域表示正定函数集   的负定不变

集  的近似不变集  ,   轴上的蓝色线段表

示 ,
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图 5    不同数量 Lyapunov函数负定不变集和闭环 DOA对比

Fig. 5    Comparison of negative-definite-invariant sets and closed-loop DOA for different numbers of Lyapunov functions
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X0 = [−0.023 4,

0.015 6] X̂L, Γ ∪X0 = [−2,

1.523 4]

而绿色线段表示原点周围的邻域  

. 因此, 闭环DOA的估计值 

. 需要指出的是, 多 Lyapunov函数求解闭

环 DOA的过程是通过对随机生成的 150个正定函

数逐一求解闭环 DOA, 并将结果取并集, 从而得到

多 Lyapunov函数的闭环 DOA. 整个过程共耗时

355.041 4 s.

u = 1.995 7x

µ̃

µ(x) x

[−2, 1.523 4]

图 6(b)中, 过原点的绿色直线为式 (24)中的

线性控制器  .  为了找到式 (24) 中的

非线性控制器 , 采用插值法对数据进行拟合, 在
图 6(b)中由红色曲线和黑色“x”表示. 基于控制器

, 图 6(c)绘制了 2 000条初始状态  均匀分布

在  上的闭环轨迹, 可以看到所有状态

轨迹均收敛至原点.
Θ̂L, Γ为了证明是否属于  的所有控制器都能让

系统渐近稳定, 图 6(d)展示了 2 000条闭环状态轨

x [−2, 1.523 4]

u = 1.995 7x

U(x) x ∈ R U(x) = {u ∈
R|(x;u) ∈ Θ̂L, Γ}

Θ̂L, Γ ∪ {(x;u)|u =

1.995 7x, x ∈ X0}

迹, 它们的初始状态  均匀分布在  区间

内, 且所有轨迹均收敛至原点. 在此处, 线性控制器

仍然为 , 而非线性控制器的输出来自于

 上的均匀分布. 对于给定的 , 
 是非结构化控制器集合. 图 6(c)

和图 6(d)中的状态轨迹证明了 

 是系统的负定不变集. 

4.4    仿真结果对比

[−0.203 1,

0.156 3]

当对非线性系统 (9)的闭环 DOA进行求解时,
本文从单个 Lyapunov函数、最优 Lyapunov函数

和多 Lyapunov函数三个角度进行分析. 图 3(b)中
显示, 单个 Lyapunov函数的闭环吸引域为 

, 相较于其他两种方法, 单个 Lyapunov函
数的求解结果更为保守. 另外, 在图 4(c)和图 6(b)
中, 最优 Lyapunov函数和多 Lyapunov函数的闭
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(a) 多 Lyapunov 函数的近似负定集 Q̂ℒ

(a) The approximate negative-definite sets
Q̂ℒ of multiple Lyapunov functions

(b) 多 Lyapunov 函数的近似负定不变集 Q̂ℒ, G

(b) The approximate negative-definite-invariant sets
Q̂ℒ, G of multiple Lyapunov functions

(c) 控制器 u = m(x) 的闭环轨迹

(c) The closed-loop trajectories with
the controller u = m(x)

(d) 控制输入由 U(x) 上的均匀分布得到的闭环轨迹

(d) The closed-loop trajectories with control inputs
drawn from the uniform distribution on U(x)  

图 6    多 Lyapunov函数的近似负定集和负定不变集以及收敛轨迹

Fig. 6    The approximate negative-definite sets and negative-definite-invariant sets of
multiple Lyapunov functions and convergence trajectories
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[−2, 1.526 8] [−2, 1.523 4]环 DOA分别为  和 . 可以

观察到, 在求解闭环 DOA时, 最优 Lyapunov函数

和多 Lyapunov函数两种方法的结果差距不大. 然
而, 值得注意的是, 使用粒子群算法求解最优 Lya-
punov函数时, 通过对 2 610个不同 Lyapunov函数

的闭环 DOA求解, 耗时 12 314.34 s才得到最优闭

环 DOA. 相比之下, 采用多 Lyapunov函数的方法,
在对 150个 Lyapunov函数的闭环 DOA分别求解

后取并集, 得到多 Lyapunov函数闭环 DOA的过

程, 仅耗时 355.041 4 s. 多 Lyapunov函数的方法在

求解闭环 DOA的过程中, 不仅求解 Lyapunov函
数闭环 DOA的次数更少, 而且计算时间更短, 效率

更高. 此外, 通过对比图 4(c)与图 6(b)发现, 最优

Lyapunov函数的负定不变集区域小于多 Lyapun-
ov函数的负定不变集区域. 从控制器角度来看, 多
Lyapunov函数的负定不变集中拥有更大的非结构

控制器集合范围.
综上所述, 针对非线性控制系统, 通过比较单

个 Lyapunov函数与粒子群算法寻找最优 Lyapun-
ov函数的方法, 多 Lyapunov函数方法能够有效扩

大闭环吸引域且计算量更小. 此外, 多 Lyapunov
函数方法还能够扩大非结构化控制器集合范围, 为
控制器的设计提供更大的灵活性和可行性. 

5    结论

针对一般非线性系统, 由于全局稳定难以实现,
因此需要对闭环 DOA进行详细研究. 本文针对离

散时间非线性系统, 提出了一种多 Lyapunov函数

估计闭环 DOA的方法, 即通过取多个 Lyapunov
函数的负定不变集的并集来扩大闭环 DOA. 首先,
证明了在多 Lyapunov函数下系统渐近稳定的充分

条件, 这表明即使在多个 Lyapunov函数的负定不

变集的并集中, 系统仍能保持稳定状态. 其次, 利用

区间分析中的 SIVIA算法尽可能精确地找到集合

的近似值, 并基于 SIVIA算法得到了闭环 DOA的

估计值. 最后, 通过对同一非线性系统进行实际案

例分析, 对比了单个 Lyapunov函数、粒子群算法

寻找最优 Lyapunov函数以及多 Lyapunov函数求

解闭环 DOA的三种方法, 进一步证明了本文方法

的有效性.
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