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摘    要   物流作为现代经济的重要组成部分, 在国民经济和社会发展中发挥着重要作用. 物流中的三维装箱问题 (Three-
dimensional bin packing problem, 3D-BPP)是提高物流运作效率必须解决的关键难题之一. 深度强化学习 (Deep rein-
forcement learning, DRL)具有强大的学习与决策能力, 基于 DRL的三维装箱方法 (Three-dimensional bin packing
method based on DRL, DRL-3DBP)已成为智能物流领域的研究热点之一. 现有 DRL-3DBP面对大尺寸容器 3D-BPP
时难以达成动作空间、计算复杂性与探索能力之间的平衡. 为此, 提出一种四向协同装箱 (Four directional cooperative
packing, FDCP)方法: 两阶段策略网络接收旋转后的容器状态, 生成 4个方向的装箱策略; 根据由 4个策略采样而得的动

作更新对应的 4个状态, 选取其中价值最大的对应动作为装箱动作. FDCP在压缩动作空间、减小计算复杂性的同时, 鼓励

智能体对 4个方向合理装箱位置的探索. 实验结果表明, FDCP在 100 × 100大尺寸容器以及 20、30、50箱子数量的装箱

问题上实现了 1.2% ~ 2.9% 的空间利用率提升.
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A Four Directional Cooperative Three-dimensional Packing Method Based on

Deep Reinforcement Learning

YIN Hao1    CHEN Fan2    HE Hong-Jie1

Abstract   As an important part of the modern economy, logistics plays an important role in the national economy
and social development. The three-dimensional bin packing problem (3D-BPP) in logistics is one of the key prob-
lems that must be solved to improve the efficiency of logistics operations. Deep reinforcement learning (DRL) has a
powerful learning and decision-making ability, and the three-dimensional bin packing method based on DRL (DRL-
3DBP) has become one of the research hotspots in the field of intelligent logistics. The existing DRL-3DBPs have
difficulty in striking a balance between the action space, computational complexity, and exploration capability when
solving 3D-BPP with large-size bins. To this end, this paper proposes a four directional cooperative packing (FD-
CP) method. The two-stage policy network receives the rotated bin states and generates four directional packing
policies. Based on the actions sampled from the four policies, the four states are updated accordingly, and the ac-
tion corresponding to the highest value is selected as the packing action. FDCP encourages agent to explore reason-
able packing positions in all four directions while compressing the action space and reducing computational com-
plexity. Experimental results show that FDCP achieves 1.2% ~ 2.9% improvement in space utilization on the pack-
ing problem with 100 × 100 large-sized bin and the numbers of 20, 30, and 50 items.

Key words   Three-dimensional bin packing problem (3D-BPP), combinatorial optimization problem, deep reinforce-
ment learning (DRL), four directional cooperative packing (FDCP)
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随着互联网的普及和人们消费能力的提高, 网

络购物进入高速发展时期. 网络购物带来的物流需

求激增, 为物流行业带来新的挑战, 如何提高物流

效率成为研究者关注的重点. 三维装箱问题 (Three-
dimensional bin packing problem, 3D-BPP)作为

物流的基本组成部分之一, 是运筹学和计算机科学

领域的一类组合优化问题[1], 主要探讨在特定的约

束下, 将一系列给定尺寸的长方体箱子装入一个或

多个给定尺寸的长方体容器中, 以最大程度地提高

容器的空间利用率. 3D-BPP在货物运输中的集装

箱装载[2] 以及仓储物流中的托盘存储[3] 等领域都具
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有广泛的应用. 例如, 电子商务公司在配送货物时,
需要将各类商品合理地装入标准尺寸的集装箱内,
如图 1(a)所示, 以尽可能减少运输成本; 在图 1(b)
的仓储中心货物配送场景中, 配送系统需要根据装

箱方案按顺序分配箱子给机器人抓取, 然后紧凑地

码放在托盘上, 以提升存储容量和作业效率. 高效

且自动生成装箱方案的装箱策略对于增强物流自动

化水平、提高物流效率以及减少运输成本有着重要

意义.

  

(a) 集装箱装载

(a) Container loading
(b) 仓储配送

(b) Storage distribution 

图 1    3D-BPP在物流中的应用场景

Fig. 1    Application scenarios of 3D-BPP in logistics
 

作为一种多维组合优化问题, 3D-BPP因其强

意义上的 NP-hard性质难以在数学上采用精确算

法在规定时间内求取最优解, 尤其是对于大尺寸容

器或多箱子种类数的离散装箱问题. 因此采用精确

算法求解 3D-BPP 的相关研究较少, 主要集中在

分支定界[4]、动态规划[5]、整数规划[6] 等方法上. 在过

去的较长一段时间内, 启发式三维装箱 (Heuristic-
3DBP)方法成为 3D-BPP领域的研究热点. Heur-
istic-3DBP方法通常寻找装箱问题的近似最优解,
在可接受的时间内求取可行解的概率远高于精确算

法. 早期有 First-fit[7]、Extreme point[8]、Deepest
bottom left[9]、Largest area first-fit[10]、Empty max-
imal spaces[11] 等方法被提出, 近几年也出现了一些

如两阶段层构建[12] 等新的 Heuristic-3DBP方法.
张德富等[13] 提出通过找点法和水平垂直参考线规则

来控制装箱过程. 何琨和黄文奇[14] 结合捆绑策略和

Empty maximal spaces思想, 提出一种基于动作空

间的改进型穴度算法. 以上方法能够在给定时间内

有效处理各自场景下的装箱问题. 不过, Heuristic-
3DBP方法通常依赖专家预先设计的手工规则, 不
具备普适性, 并且 Heuristic-3DBP方法是基于经

验和直觉的, 可能受到人类主观意识和认知偏差的

影响, 在解决复杂装箱问题时可能无法提供全局最

优解.
进一步, 研究者提出使用元启发式算法或其他

搜索算法来处理装箱问题, 以提高算法求取全局最

优解的能力. 在元启发式算法方面, 遗传算法[15−16]、

蚁群算法[17]、模拟退火[18−19]、禁忌搜索[20] 等算法均被

广泛用于装箱问题的求解. 在其他搜索算法方面,
刘胜等[21] 在水平层构建启发式算法的基础上, 采用

树搜索法来搜索最优集装箱装载方案. Ren等 [22]、

Zhu等[23] 和 Araya等[24] 结合块构建启发式算法和

树搜索法来解决实际约束下的集装箱装载问题. 上
述算法探索和评估了装箱问题解的搜索空间, 提高

了启发式算法求取全局最优解的能力. 不过, 在大

尺寸容器和多箱子种类数的复杂装箱问题中, 由于

过于庞大的搜索空间以及可能发生的“组合爆炸”现
象, 这些算法有着较高的时间复杂度.

为提高算法的普适性和时间效率, 研究者开始

尝试使用深度强化学习 (Deep reinforcement learn-
ing, DRL). 最早, Vinyals等[25] 提出一种基于学习

的序列模型 PtrNet (Pointer net). Bello等[26] 以

REINFORCE强化学习算法训练 PtrNet以解决旅

行商问题. 此后, DRL被广泛应用于求解平面旅行

商[26−27]、最大切割[28]、最小顶点覆盖[29]、最大独立集[30]

和三维装箱等组合优化问题. 在 3D-BPP方面, 最
早的基于 DRL的三维装箱方法 (Three-dimension-
al bin packing method based on DRL, DRL-3DBP)
由 Hu等[31] 提出, 该方法以 PtrNet充当策略网络

来生成装箱顺序, 使用 REINFORCE算法进行学

习, 在三维灵活装箱问题 (Three-dimensional flex-
ible bin packing problem, 3D-FBPP)上取得了平

均容器表面积比 Heuristic-3DBP低约 5% 的结果.
但是, 该方法依靠启发式算法决定装箱方向和位置,
智能体无法观测全面的信息, 难以学习到最优策略.
在 Hu等[31] 工作的基础上, Duan等[32] 提出一种多

任务选择学习 (Multi-task selected learning, MTSL)
框架, 以近端策略优化 (Proximal policy optimiza-
tion, PPO)算法学习装箱顺序, 以监督的方式学习

装箱方向, 相较于文献 [31] 进一步减少了平均容器

表面积. 然而, MTSL仍然由启发式算法指导装箱

位置, 无法实现完全端对端的学习, 因此灵活性和

全局优化能力仍然较弱. 也有研究者提出使用 DRL
求解一些特殊的 3D-BPP. 例如, Verma 等 [33] 将

DRL引入箱子信息不可完全观测的在线 3D-BPP,
使用深度 Q网络 (Deep Q-network, DQN)框架来

学习实际机器人约束下的在线装箱策略. Liu等[34]

针对不规则物体的 3D-BPP, 提出一种基于 DQN
框架的智能装箱算法, 根据不规则物体的三维点云

数据优化装箱方案.
近几年来, 研究者开始将注意力转向了端对端

的 DRL-3DBP. 设计端对端的 DRL-3DBP的难点

在于 3D-BPP固有的大规模动作空间, 该挑战源于
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装箱顺序、方向以及位置的三种可能性相互乘积导

致的巨大数量的可能解. 为处理大规模动作空间问

题, 研究者设计了各式各样的方案. Li等[35] 首次提

出一种端对端的 DRL-3DBP: CQL (Conditional
query learing), 将每一步的装箱动作分解为索引选

取、方向选取和位置选取三部分. 策略网络按顺序

分别生成三个子动作的策略, 从而将每个子动作空

间限制在较小范围. 但这种三阶段的策略网络结构

使得子网络之间必须传递信息并学习特征, 增加了

训练和推理的计算复杂性, 加之 CQL没有处理位

置选取子动作的大规模动作空间, 导致其在大尺寸

容器装箱问题上的表现欠佳. Jiang等[36] 在 CQL的

基础上引入了容器顶视图来增强状态表示, 并使用

动作表示学习来处理大尺寸容器带来的位置选取子

动作的大规模动作空间, 显著地提升了空间利用率.
然而, 动作表示学习涉及额外的监督更新规则, 增
大了计算开销. Zhang等[37] 设计一种单向装箱方法,
通过 REINFORCEE算法学习策略网络, 只需生成

箱子在一轴的位置便可实现其在容器中的定位. 该
方法显著减小了位置选取的动作空间, 但它同时也

牺牲了对大量合理位置的探索, 限制了智能体行为

的多样性, 因此容易陷入局部最优解. Que等[38] 提

出一种基于平面特征容器状态表示的 DRL-3DBP,
通过保留最大平面面积放置点对平面特征下采样,
以此来压缩位置选取子动作的动作空间. 该方法在

大尺寸容器 3D-BPP上达成的空间利用率高于现

有其他算法, 但所采用的平面特征下采样同样会使

得合适的装箱位置被忽略, 限制了智能体对部分合

理位置的探索, 从而影响方法性能.
针对现有端对端 DRL-3DBP在处理大尺寸容

器问题时存在的不足, 本文提出一种基于 DRL的

四向协同装箱 (Four directional cooperative pack-
ing, FDCP)方法. 首先, 策略网络接收剩余箱状态

和 4个旋转方向的容器状态, 生成 4个装箱策略;
然后, 根据 4个装箱策略采样得到的动作分别转移

至 4个新状态, 价值网络估计 4个新状态的价值;
最后, 选取价值最大的新状态对应的动作为装箱动

作. 本文的主要贡献总结如下:
1) 提出一种基于 DRL的 FDCP方法, 通过旋

转容器状态来鼓励智能体对 4个方向装箱策略的探

索, 显著减小了位置选取动作空间, 改善了现有压

缩动作空间方法造成的计算开销大、探索能力低的

问题.
2) 设计一种用于 FDCP的两阶段策略网络结

构, 即索引方向−位置选取策略. 与三阶段策略网

络相比减少了子网络间的信息传递和学习, 从而降

低了计算复杂性, 进一步提升了装箱方案的空间利

用率.
3) 使用 A2C (Advantage actor-critic)算法在

多种箱子数量和容器尺寸的算例上训练模型, 结果

表明本文方法在 20、30、50箱子数量的算例上的空

间利用率比同类最优DRL-3DBP提升了 2.9%、2.4%
和 1.2%. 

1    问题描述

与文献 [35−38]相同, 本文研究 3D-BPP的一

种变体. 该类问题仅存在一个容器, 容器高度始终

等于已装载箱子的最大高度. 换而言之, 容器的高

度是不受限制的. 容器的长和宽以及所有箱子的长、

宽、高均为整数. 问题的目标是找到一种装箱策略,
使所有箱子放入容器后所使用的容器高度尽量小,
即空间利用率尽量大. 这类问题通常也被称作离散

三维条形包装问题, 后文将其简称为三维条形包装

问题 (Three-dimensional strip packing problem,
3D-SPP).

B

L W

bi = {li, wi,

hi}i∈{1, 2, ··· , n} i

li, wi, hi

pj = {l′j , w′
j , h

′
j , xj , yj , zj}j∈{1, 2, ··· , m}

j l′j , w
′
j , h

′
j

(xj ,

yj , zj) n

m N = n+m

为了形式化定义 3D-SPP, 首先将容器记为 ,
容器的长度和宽度分别表示为  和 . 装箱空间

被描述在一个笛卡尔坐标系中, 坐标系的原点位于

容器的后−左−底角, 如图 2 所示. 以  

 表示第   个剩余 (未装载)的箱子,
 分别表示箱子的长、宽和高. 与之对应地,

以   表示第

 个已装载的箱子, 其中,   分别表示箱子

放入容器后 (即选取完方向后)的长、宽和高, 
 表示箱子后−左−底角的坐标. 这里的   和

 分别表示剩余和已装载的箱子数,   表

示箱子总数. 基于以上规定, 3D-SPP的目标函数定

义为

min(H̃) (1)

H̃ = maxj∈{1, 2, ··· , N}
(
zj + h′

j

)
其中,   表示所有箱子

装载后的容器高度. 与此同时, 箱子的装载必须满

 

z

x
W

pj

bi

hi

li
wi

(xj, yj, zj)

L

y

wj′
lj′

hj′

 

图 2    笛卡尔坐标系与箱子属性

Fig. 2    Cartesian coordinate system and item properties
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足以下约束

xi + l′i ≤ xj +M (1− aij) , i ̸= j

yi + w′
i ≤ yj +M (1− bij) , i ̸= j

zi + h′
i ≤ zj +M (1− cij) , i ̸= j

aij + aji + bij + bji + cij + cji ≤ 1, i ̸= j

xi + l′i ≤ L

yi + w′
i ≤W

xi, yi, zi ≥ 0

l′i, w
′
i, h

′
i > 0

aij , bij , cij ∈ {0, 1}

(2)

aij bij cij pi pj

M

其中,  ,  ,   分别表示已装载箱子  是否在 

的后方、左方和下方, 若是则为 1, 否则为 0;   为

一个足够大的正数. 式中前 4行用于保证箱子两两

之间不发生重叠, 第 5、6、7行用于约束箱子的位置

以避免超出容器边界.

N

t t

t

(S, A, T, R, γ)

S
A

T : S ×A → S

γ

R : S ×A → R

从容器为空的初始状态, 直到所有箱子被装载

入容器, 这一整个装箱过程可分解为  步, 每一步

装载一个箱子. 由于第  步的装箱决策只与第  步

容器的状态和剩余箱子的状态有关, 而与第  步之

前的状态无关, 装箱过程可被视为一个马尔科夫决

策过程 (Markov decision process, MDP). 该
MDP可由一个五元组  来描述, 其中,

 为状态集, 包括所有可能的容器状态和剩余箱状

态;   为动作集, 包括所有可能的装箱顺序、箱子的

方向和放置位置, 由于本文研究的是有限箱子数量

的离散装箱问题, 整个状态空间和动作空间都是有

限的;   为确定性状态转移函数, 根据

动作在容器的对应位置新增箱子, 并从剩余箱集合

中移除相应的箱子, 以此转移至新状态;   为折扣因

子, 用于保证价值函数收敛, 并平衡智能体的近视

与远视;   为奖励函数, 本文采用与文

献 [35−36, 38]相同的奖励定义
rt = gt − gt+1

gt = LWH̃t −
t∑

j=1

(
l′jw

′
jh

′
j

) (3)

rt H̃t t其中,   表示即时奖励,   表示第  步的容器高度.

π : S → A
π∗

装箱过程中, 每一步的装箱决策 (即装箱顺序、

方向、位置的选取)由智能体根据策略  做

出. 求解 3D-SPP便意味着找到一个最优策略 ,
以最大化期望折扣回报

J(π) = Eτ∼πR(τ) (4)

τ π其中,   为根据策略   采样而得的完整装箱轨迹,

R(τ) =
∑N−1

t=0 γtrt τ 表示轨迹  的累积折扣回报.
 

2    状态及动作表示

在介绍方法之前, 本节先对装箱状态及动作进

行定义.
t st sBt

sIt sBt

L×W

sBt

sIt

6n× 3

sIt = {bi, 1, bi, 2, bi, 3, bi, 4, bi, 5, bi, 6|i ∈
{1, 2, · · · , n}} bi, 1 = (li, wi, hi) bi, 2 = (li,

hi, wi) bi, 3 = (wi, li, hi) bi, 4 = (wi, hi, li) bi, 5 =

(hi, li, wi) bi, 6 = (hi, wi, li)

设任意第  步的状态为 , 它包括容器状态 

和剩余箱状态  . 本文将   表示为一个容器顶

视图, 该视图可描述为一个  的网格, 网格中

的每个值等于容器中对应位置箱子的累积高度, 如
图 3所示.   清晰地呈现了容器的顶部信息, 足以

为常用的自顶向下装箱策略[35−38] 提供必要的容器

特征. 另一方面, 将剩余箱状态  表示为一个由所

有方向的所有剩余箱子的尺寸信息组成的  维

的序列, 即  

. 其中,  , 
,  ,  , 

,  . 这样的剩余箱状态

表示方法确保了旋转后相同尺寸的箱子为网络提供

相同的信息, 省略了学习箱子旋转特征过程, 并且

丰富了箱子种类, 有助于提高网络的泛化能力.
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图 3    容器状态表示

Fig. 3    Representation of the bin state
 

t at

ait aot apt ait aot

apt t

ait aot

aiot

n

aiot |Aio| =
6n apt

L =

10, W = 10

x y

z apt |Ap| =
L×W L =

100, W = 100 L×W

设任意第  步的动作为 , 它包括索引选取动

作  、方向选取动作  和位置选取动作 .  ,  ,

 分别决定在第   步哪一个箱子将被装载、旋转

至何种方向、放置在什么位置. 为了降低计算复杂

性, 本文将  和  合并为一个动作, 称为索引方向

选取动作 , 它能够一次决定装箱的索引和箱子

的方向. 剩余箱子数量为 , 而每个箱子都可能有

6 种旋转方向, 因此,   的动作空间大小  

. 对于 , 其动作空间大小理应等于可能的放置

位置总数 .  在容器尺寸较小的情况下 (例如  

), 可采用自顶向下的装箱策略 (确定箱

子的  和  坐标后, 将箱子尽量低放), 无需规划箱

子在   轴的位置, 因此   的动作空间大小  

. 然而, 在容器尺寸较大的情况下 (例如 

),   变得非常庞大, 这极大地增
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apt max(L, W )

|Ap| = max(L, W )

加了计算开销和学习难度. 为减小动作空间, 本文

将  选取的可能数量压缩至  (具体见第

3节), 即 . 在动作选取的顺序安

排方面, 本文采取常用的索引方向−位置选取顺序.
π根据上述状态和动作的定义, 策略  可分解为

索引方向选取策略和位置选取策略两部分

π(at|st) = π(aiot , apt |sBt , sIt ) =

π(aiot |sBt , sIt )π(a
p
t |sBt , sIt , aiot ) (5)

 

3    方法

π(aiot |st)
π(apt |st, aiot )

本文基于 encoder-decoder结构来构建两阶段

策略网络, 以学习索引方向选取策略  和位

置选取策略 . 此外, 构建价值网络来估

计价值函数, 为策略网络的学习提供依据. 策略网

络和价值网络协同工作并运用于 FDCP方法. 本节

首先介绍策略网络和价值网络, 然后介绍 FDCP,
最后阐述模型的训练方式. 

3.1    策略网络与价值网络

t sIt

sBt π(aiot |st) π(apt |st,
aiot ) π(aiot |st) π(apt |st, aiot )

sIt sBt V (st)

π

对任意时间步 , 策略网络接收剩余箱状态 

和容器状态 , 计算概率分布  和 

. 通过对  和  采样, 可确定

装载哪一个箱子、箱子的方向以及它的放置位置,
从而做出装箱决策. 与此同时, 价值网络接收剩余

箱状态  和容器状态 , 计算价值 , 以此估

计遵循当前策略  的期望折扣回报.

sIt sBt

sIt

6n× dm

6n× dm

hI
t

dm hB
t

hI
t hB

t

本文使用移除了位置编码的 Transformer和卷

积神经网络 (Convolutional neural networks,
CNN)来构建策略网络. 策略网络包含两个编码器,
分别编码剩余箱状态  和容器状态 . 解码器数

量不同于现有的三阶段策略网络[35−36, 38], 仅包含两

个解码器, 分别生成索引方向选取策略和位置选取

策略. 编码器和解码器的结构如图 4所示. 对于剩

余箱编码器, 首先将输入的剩余箱状态  线性映射

为  维的特征嵌入序列, 再将该序列输入到

Transformer encoder中, 最后输出  维的剩

余箱特征序列 . 由于不同方向的同一个箱子不能

同时存在于容器中, 在 Transformer encoder的 Self
attention中添加一层掩码, 以避免计算同一箱子

的 6个方向的特征之间的相关性. 对于容器编码器,
首先使用若干卷积层提取容器状态特征, 经展平后

再由线性层得到  维的容器特征向量 . 对于索

引方向解码器, 将  和  分别作为 query和 key-
value输入到 Transformer decoder中, 它的输出再

经过若干线性层和一个 Softmax函数, 即得到索引

π(aiot |st)

hI
t

π(aiot |st)

π(aiot |st) aiot hI
t

hsel
t

hlef
t hB

t + hsel
t

hlef
t

π(apt |st, aiot )

方向选取策略 . 需要注意的是, 为了使网

络适应变化的剩余箱数量 (随着箱子逐渐被放入容

器, 剩余箱数会逐渐减少), 这里将  作为 query,

而不是 key-value. 在生成位置选取策略之前, 为区

分已经通过  选择的剩余箱特征和未被选择

的剩余箱特征, 同时避免对剩余箱状态的重复编码,
本文根据由   采样而得的动作   找到  

中对应的特征, 将它从中取出并记为 , 剩余的非

该箱子的特征记为 . 位置解码器将  和

 分别作为 query和 key-value输入到 Transfor-

mer decoder中, 它的输出再经过若干线性层和一个

Softmax函数, 即得到位置选取策略 .

hB
t hI

t

V (st)

价值网络的结构与策略网络相似, 它包含容器

编码器、剩余箱编码器和价值解码器. 其中, 容器编

码器和剩余箱编码器的结构与策略网络相同, 价值

解码器的结构如图 4所示. 首先, 将  和  分别

作为 query 和 key-value 送入 Transfomer de-

coder中. 然后, 将 Transfomer decoder的输出送入

若干线性层便得到价值 .
 

3.2    四向协同装箱

π(apt |st,
aiot )

π(apt |st, aiot ) L×W

由策略网络的结构可知, 位置选取策略 

 的维度受位置解码器中最后的线性层控制, 其

大小可人为调节. 在容器尺寸较小的情况下, 一般

将  的维度设为 , 这样可以确保

 

剩余箱编码器

索引方向解码器 位置解码器 价值解码器

容器编码器

st
I st

B

ht
B

ht
B ht

B ht
Iht

lefht  + ht
B sel

ht
I

ht
I

Linear

Linear Linear

Linear

V(st)

Softmax Softmax

iop(at |st) p iop(at |st, at )

CNN
Transformer

encoder

Transformer
decoder

Transformer
decoder

Transformer
decoder

query query querykey-value key-value key-value

 

图 4    各编码器和解码器的结构

Fig. 4    Structure of each encoder and decoder
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apt

L W

apt |Ap|

根据任意选取的   都能够由自顶向下的装箱策

略实现箱子在容器中的唯一定位. 然而, 这种方法

并不适用于大尺寸容器, 因为过大的  和  会导

致  的动作空间  变得非常庞大, 极大地增加计

算开销和学习难度. 目前, 处理大尺寸容器装箱问

题的主流方法是限制箱子的放置区域以减小动作空

间[37−38], 但这同时限制了智能体对部分合理装箱位

置的探索. 文献 [36]使用动作表示学习来提高动作

空间的泛化性, 允许智能体从历史动作中推断动作

的结果, 但动作表示学习涉及额外的监督更新规则,
增加了模型复杂性和计算开销. 关键问题在于, 如
何在减小动作空间并不增加计算开销的同时, 尽量

保留智能体对合理装箱位置的探索.

x y p

针对这一关键问题, 本文提出一种四向协同装

箱方法. 在介绍 FDCP 前, 首先介绍单向装箱 [37 ]

(One directional packing, ODP)方法. 由于文献 [37]
所述场景的装箱方向与本文不同, 为便于描述, 将
其方向修改为适应本文场景, 方法的本质不变. ODP
方法在本文所述装箱场景中具体描述如下: 给定一

个容器、一个准备放置的箱子和已确定的该箱子将

放置的  (或 )坐标 (记为 ), 箱子的放置遵从以

下规则 (优先级降序):
x y p1)箱子放置的  (或 )坐标等于 ;
z2)箱子放置的  坐标尽量小;
y x3)箱子放置的  (或 )坐标尽量小.

|Ap| L

W x y

y x

由该规则可知, ODP仅根据箱子在一轴的位

置便实现了箱子在容器中的定位,   被压缩至 

(或 ), 因为网络只需生成箱子的  (或 )坐标的

选取策略. 同时, ODP鼓励箱子向  负 (或  负)方
向贴合放置, 避免了对部分松散位置的探索. 但正

如前文所述, 这种方法限制了智能体的探索, 使网

络容易陷入局部最优解.

y

x

z y st =

(sBt , s
I
t )

x

y st

sBt

90◦ sB
′

t sB
′

t

y

sBt x

实际人类装箱时, 通常会将箱子朝向容器的 4
个壁放置, 并尽量保证箱子之间的紧密贴合, 这种

装箱策略相较于 ODP有着更多的位置选取可能.
受实际人类装箱策略的启发, 本文提出一种 FD-
CP方法. 首先, 假定策略网络学习 ODP方法的 

负方向的装箱策略 (即通过策略网络确定箱子的 

坐标, 再使  和  坐标尽量小), 则对于任意状态 

, 由策略网络能够计算并采样得到装载箱

子的索引、方向以及它的  坐标, 这些信息可指导

ODP方法将箱子向  负方向装载. 若将  中的容

器状态  以垂直于其平面的法线为轴顺时针旋转

, 得  , 则由同样的策略网络将生成针对  

的  负方向的装箱策略. 而实际上, 该策略等同于

针对原始 (未旋转)容器   的   正方向的装箱策

180◦ 270◦

sB
′′

t sB
′′′

t

sBt y x

sBt

略. 同理, 由顺时针旋转   和   后的容器状

态 (分别记为  和 )生成的策略, 分别等同于

针对  的  正和  负方向的装箱策略. 4种方向的

装箱策略如图 5所示. 根据上述分析, 可通过控制

 的旋转, 实现由一个策略网络生成 4个方向的装

箱策略. 对于价值网络, 也能够用相同的方式实现

由一个价值网络计算遵循 4种方向装箱策略的状态

的价值.

 
 

x

y

旋转后

原始

0° 90° 180° 270°

y 负 y 负 y 负 y 负

x 正

y 正 x 负y 负

 

图 5    4种方向的装箱策略

Fig. 5    The packing policy for the four directions
 

s1t = (sBt , s
I
t ) s2t = (sB

′

t , sIt ) s3t = (sB
′′

t , sIt )

s4t = (sB
′′′

t , sIt )

π(a1t |s1t) π(a2t |s2t)
π(a3t |s3t) π(a4t |s4t) a1t a2t a3t a4t

0◦ 90◦ 180◦ 270◦ y

s1t+1 s2t+1 s3t+1 s4t+1

V (s1t+1) V (s2t+1) V (s3t+1)

V (s4t+1)

at

FDCP方法的结构如图 6所示. 首先, 策略网

络接收 ,  , 

和  4个状态的输入. 网络根据 4个方

向的输入状态分别生成候选策略 ,  ,
 和 . 其中 ,  ,  ,   分别表示针

对旋转  、  、  、  后容器的  负方向装

箱动作. 随后, 采样 4个候选动作并与环境交互, 分
别转移得到 4个候选新状态 ,  ,   和 .

最后 ,  价值网络计算  ,   ,   ,

, 其中最大价值对应的候选动作被选为最终

动作  并执行
kmax = arg max

k∈{1, 2, 3, 4}
(V (skt+1))

at = akmax
t

(6)

|Ap|

P P

不同于现有端对端的 DRL-3DBP [35−38], FD-
CP由策略网络和价值网络协同工作来生成装箱动

作, 装箱位置的确定不仅取决于策略网络生成的位

置选取策略, 还取决于各个方向动作转移至的新状

态的价值大小. FDCP使得策略网络和价值网络对

4种不同的装箱方向学习到相同的规律, 以此保证

训练的稳定, 并将位置选取动作空间  控制在较

小范围. FDCP求解 3D-SPP的完整流程如图 7所
示, 图中描述了 FDCP根据输入的箱子和容器信息

得到完整装箱方案  的具体过程, 装箱方案  中记

录了每一个箱子的装箱顺序、方向和位置.
需要注意的是, FDCP方法可用的前提是容器
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L W

L W

max(L, W )×max(L, W )

L > W

y

0◦ 180◦

w

⌈L/W × w⌉ 90◦ 270◦

l ⌈L/W × l⌉

的  和  相等, 因为必须确保容器的旋转不会改

变其状态的维度, 从而使策略网络和价值网络能够

在不同装箱方向上保持一致操作. 对于  和  不

同的容器, 可采用最近邻插值算法[39] 将其尺寸改变

为 , 同时相应地调整剩余

箱的尺寸以匹配容器改变的比例. 以  的容器

为例, 假定策略网络学习  负方向的装箱策略, 当

它生成针对旋转  或  容器的策略时, 输入的

剩余箱子状态中的每个箱子的宽 (这里以  来表示)

需调整为 ; 当它生成针对旋转  或 

容器的策略时, 则剩余箱子状态中的每个箱子的长

(这里以  来表示)需调整为 .
 

3.3    训练

L

本文使用结合了广义优势估计 (Generalized
advantage estimation, GAE)的 A2C强化学习算

法来训练网络. actor和 critic分别充当策略网络和

价值网络. 训练过程的损失函数  定义如下

L = Lactor + Lcritic + βLentropy

Lactor = −Ât ×
∑(

lnπθio + lnπθp

)
Lcritic = MSE

(
Vθc(st) , Vθc(st) + Ât

)
Lentropy = −

∑(
πθio lnπθio + πθp lnπθp

)
(7)

β Ât

πθio πθp πθio(a
io
t |st)

πθp(a
p
t |st, aiot ) θio θp θc

其中,   为平衡智能体探索与利用的超参数;   为由

GAE计算而来的优势;   和  分别指 

和 ;   和  为策略网络参数;   为

价值网络参数; MSE(·)表示均方误差函数.

θa = (θio, θp)

episode N

(st, at, rt, st+1) ngae

Ât ngae

网络训练过程的伪代码如算法 1 所示, 其中

. 算法中的第一层循环内为一个完整

的回合 ( ), 每一回合包含  步, 每一步都会

生成 4个方向的装箱策略和对应的价值, 通过比较

价值的大小来确定最终的装箱方向, 并执行该方向

对应的动作实现状态转移. 与此同时, 每一次状态

转移都记录转移元组 , 每  步根

据记录的元组计算优势  (  表示 GAE更新步

数), 并根据式 (7)计算损失以更新 actor和 critic
的网络参数.
　  算法 1. 训练过程

输入. 包含容器和箱子信息的训练集.

输出. 策略网络和价值网络的参数.

θa θc1)   初始化 actor参数  和 critic参数 ;

episode ∈ [1, 2, 3, · · · ]2)   for each   do

3)  　 从训练集采样批次大小个算例;

t = 0 sBt

sIt

4)   　初始化  并根据算例初始化容器状态  和

剩余箱状态 ;
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图 6    四向协同装箱方法结构

Fig. 6    Structure of the four directional cooperative packing method
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输入箱子信息

和容器信息

令时间步 t = 0, 初始化剩余箱

状态 st  和容器状态 st
I B

根据 at 确定装箱索引、方向和

位置, 并记录至 P

生成装箱动作 at

t ≥ N ?

FDCP 根据输入状态 st, st
I B

初始化装箱方案 P
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图 7    FDCP求解 3D-SPP流程图

Fig. 7    Flowchart of FDCP for solving 3D-SPP
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i = 0 N/nage5)   　for   to   do

j = 0 nage6)   　　for   to   do

πθa(a
1
t |sBt , sIt ) πθa(a

2
t |sB

′

t ,

sIt ) πθa(a
3
t |sB

′′

t , sIt ) πθa(a
4
t |sB

′′′

t , sIt )

7)   　　　由网络生成策略 , 

,   和 ;

a1t a2t a3t a4t8)   　　　从 4个策略采样候选动作 ,  ,  ,  ;

s1t+1 s2t+1 s3t+1 s4t+1

9)   　　　分别执行 4个候选动作, 转移至候选新状态

,  ,  ,  ;

Vθc(s
1
t+1) Vθc(s

2
t+1) Vθc(s

3
t+1)

Vθc(s
4
t+1)

10) 　　　计算价值  ,   ,   ,

;

11) 　　　执行最大价值对应的动作, 转移至新状态;

rt12) 　　　根据式 (3)计算奖励  并记录转移元组;

t← t+ 113) 　　　 ;

14) 　　end for

θa θc15) 　　根据式 (7)计算损失并更新  和 ;

16) 　end for

17) end for 

4    实验

本节将 FDCP与多种 Heuristic-3DBP和 DRL-
3DBP进行对比以验证方法性能, 并进行消融实验

以验证 FDCP各组成部分的有效性. 

4.1    实验设置

100× 100 200× 200 400× 200

在 3D-SPP 的算例生成方面, 本文遵从与文

献 [36, 38]相同的参数设置来生成算例. 具体来说,
随机生成 20、30、50三种不同箱子数量的算例来进

行模型的训练与测试. 其中, 每个箱子的长、宽、高

分别在 [L/10, L/2], [W/10, W/2], [min(L/10,
W/10), max(L/2, W/2)]范围内随机取整数. 在容

器方面, 考虑 ,  ,   三种

不同尺寸的容器. 3D-SPP的容器高度是随装载箱

子的高度变化的, 因此无需事先设定.
训练与测试过程中, 策略网络和价值网络中的

100× 100

200× 200

400× 200

dm = 128

5× 10−6 10−5 512 ×
32

ngae = 5 γ = 0.99 λ = 0.95

Transformer的层数均设置为 3, 每个 attention的

头数均设置为 8. 对于 CNN, 由于容器尺寸的不同

会导致容器状态视图的维度变化, 卷积层的设置也

需相应调整. 对于  的容器, 设置两个卷积

层, 卷积核个数分别为 32和 64; 对于  和

 的容器, 设置三个卷积层, 卷积核个数分

别为 32、64、64. 每个卷积层后均跟随层归一化和

ReLU激活函数. 另外, 设置策略网络和价值网络中

的特征向量维度 . 模型的训练使用 Adam
优化器, 策略网络和价值网络的学习率分别设置为

 和 . 训练过程中, 每个周期生成 

 个算例, 批次大小为 32. 设置 GAE的更新步数

, 折扣因子 , 衰变因子 . 本
文方法基于 PyTorch实现, 所有实验均在 Intel(R)
Core(TM) i5-12400F CPU和 NVIDIA GeForce
RTX 2 080 TI GPU上进行. 

4.2    对比实验

在 3种箱子数量和 3种容器尺寸的算例上与以

下三维装箱方法进行对比: 1) GA+DBLF[15] (Ge-
netic algorithm with deepest bottom left heurist-
ic); 2) EP[8] (Extreme point); 3) LAFF[10] (Largest
area first-fit); 4)结合层与墙构建的启发式方法[36]

(EBAFIT); 5) MTSL[32]; 6) CQL[35]; 7) Jiang等[36]

提出的方法 (记为 JIANG); 8) Que等[38] 提出的方

法 (记为 QUE). 以上方法中, 1) ~ 4)为 Heuristic-
3DBP, 5) ~ 8)为 DRL-3DBP.

×

100× 100

与文献 [36, 38] 中的测试相同, 考虑到实际

货物配送场景中托盘的标准尺寸约为 100 cm  

100 cm (如图 1(b) 所示), 本文重点测试方法在

 容器上的表现. 该尺寸容器算例上的 3D-
SPP的对比实验结果如表 1所示, 其中包括两项性

能的对比: 空间利用率 UR和计算时间 Time. 参考

 

100× 100表 1      容器装箱算例上的对比结果

100× 100Table 1    Comparative results on packing instances with    bin

方法
N = 20 N = 30 N = 50

UR (%) Time (s) UR (%) Time (s) UR (%) Time (s)

Heuristic-3DBP

GA+DBLF 70.2 17.5 69.4 36.3 66.3 71.9

EP 62.7 <1.0 63.8 <1.0 66.3 <1.0

LAFF 58.6 <1.0 59.1 <1.0 61.9 <1.0

EBAFIT 65.4 <1.0 65.9 <1.0 66.1 1.5

DRL-3DBP

MTSL 62.4 4.8 60.1 10.2 55.3 23.0

CQL 67.0 1.0 69.3 1.2 73.6 3.3

JIANG 73.5 2.3 76.9 3.2 82.0 10.9

QUE 76.5 1.4 79.3 2.1 82.4 3.5

FDCP 79.4 1.9 81.7 3.1 83.6 5.2
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ksamp

ksamp = 128

ksamp = 16

ksamp

N 20 30 50

ksamp

100× 100

文献 [36, 38], 对于任意箱子数量, 生成 1 024个随

机算例的装箱方案, UR等于所有装箱方案的空间

利用率的平均值. 在每个算例的装箱方案生成过程

中, 采样生成  个候选装箱方案, 选取其中空间

利用率最大的方案作为最终结果. 计算时间 Time
指 1 024个算例生成装箱方案的平均时间. 其他方

法的计算结果来源于文献 [36, 38], 需要注意的是,
MTSL[32]、CQL[35] 以及 JIANG[36] 等 DRL-3DBP的

采样数量 , 而 QUE[38] 和 FDCP的采样

数量  . 从表 1 可以观察到, DRL-3DBP
(除了 MTSL)在空间利用率方面的表现显著优于

Heuristic-3DBP. 在采样数量   均取 16 的前

提下, 与目前性能最优的 QUE[38] 相比, FDCP在

箱子数量  等于  、  、  的算例上分别取得了

2.9%、2.4%和 1.2%的 UR提升. 与MTSL[32]、CQL[35]

以及 JIANG[36] 等 DRL-3DBP相比, 即便 FDCP
的采样数量  远小于这些方法, 但取得的空间

利用率提升显著. 此外, 可以注意到随着箱子数量

的提升, FDCP相较于 JIANG[36] 和 QUE[38] 的 UR
提升逐渐减小, 这是因为 DRL-3DBP普遍在更多

箱子数量的算例上达到更高的空间利用率, 而装箱

策略由于 3D-SPP固有的空间利用率上界 (100%)
更难以在高空间利用率的基础上进行提升. 对于计

算时间 Time, FDCP相较于 Heuristic-3DBP需要

更多的计算时间, 在 20、30、50数量箱子的算例上

的计算时间分别比目前最优的QUE[38]多 0.5 s、1.0 s、
1.7 s. 这是因为 FDCP每一步需要生成 4个方向的

装箱策略并评估 4个新状态的价值. 然而, 在实际

应用中, 工业机器人搬运对应数量的箱子往往需要

上百秒, 数秒计算时间的差异在实际应用中影响较

小. 相比之下, 方法在空间利用率上的提升更为重

要. 综上所述, FDCP能够在  容器算例的

3D-SPP上以较少的计算时间为代价提升装箱方案

1.2% ~ 2.9% 的空间利用率.

200× 200

400× 200

N = 50 200× 200 400× 200

100× 100

为了验证方法在更大尺寸容器方面的有效性,
本文在现有方法考虑的最大容器尺寸 (  和

)的算例上进一步测试方法性能. 各方法

在  、容器尺寸为  和  的算

例上的空间利用率 UR如表 2所示. 从表 2可以观

察到, 相较于  的容器, 所有方法的 UR均

有降低. 这是因为更大的容器带来了更复杂的容器

200× 200 400 ×
200

100× 100

状态、剩余箱状态, 以及更大的位置选取动作空间,
使得方法更难以寻找最优解. 在  和 

 容器算例上, FDCP在 QUE[38] 的基础上提升

了 0.7% 和 0.1% 的 UR. 这一提升相较于 

容器略有降低, 这是因为 QUE[38] 使用的容器平面

特征下采样方法压缩了容器状态, 而本文为保留容

器的局部特征并未对容器状态进行压缩, 在计算资

源的限制下, 学习更大尺寸容器的特征较为困难.
图 8展示了 5组算例的装箱方案可视化效果,

从图 8可以观察到, 对于任意箱子数量和容器尺寸,
FDCP使得大多数箱子紧密地贴合在一起, 从而减

少了空间浪费.

100× 100 N

N

N ≤ 25

25 < N ≤ 35 N > 35

N = 10

N

为进一步评估 FDCP在不同箱子数量算例上

的性能, 本文在  容器上, 使用箱子数量 

等于 20、30 和 50 的算例训练的模型 (分别记为

FDCP20、FDCP30和 FDCP50), 分别在不同箱子

数量的算例上进行测试, 结果如图 9所示. 从图中

可以观察到, 随着  的增加, 空间利用率 UR总体

呈上升趋势, 这是由于箱子数量的增加使得箱子的

尺寸和形状组合更加多样化, DRL模型能够学习到

更多样化的装箱策略. FDCP20、FDCP30和 FD-
CP50分别在少数量箱子 ( )、中等数量箱子

( ) 以及多数量箱子 ( )的算例上

表现更为突出, 这是因为模型更关注与其训练箱子

数量相匹配的算例的优化. 例如, FDCP50模型更

关注对多数量箱子的全局规划, 该规划下的下层箱

子的放置可能并不平坦, 导致少数量箱子算例装箱

方案的空间浪费. 从图中还可以观察到, FDCP对

不同的箱子数量具备一定的泛化能力, 当箱子数量

的变化不大 (小于等于 5)时, 各模型的 UR浮动不

会超过 5% (不考虑  算例自身导致的低空间

利用率情况). 在计算时间方面, Time随着  的增

加而增加, 这是因为更多的箱子需要更复杂的优化

来找到最优装箱策略, 增加了计算复杂性. 

4.3    消融实验

100× 100本节在  容器, 箱子数量为 20、30、50
的算例上对以下 FDCP方法的三个组成部分进行

消融实验: 1) 以一个策略网络 (价值网络)学习 4
个方向装箱策略 (价值函数)的协同训练方式, 记

 

200× 200 400× 200表 2      和  容器算例上各方法的空间利用率 UR (%)
200× 200 400× 200Table 2    Space utilization (UR) of each method on instances with    and    bins (%)

容器尺寸 GA+DBLF EP LAFF EBAFIT MTSL CQL JIANG QUE FDCP

×200  200 61.4 63.3 58.0 62.8 50.8 58.7 75.2 80.5 81.2

×400  200 58.7 60.1 55.4 60.5 46.9 47.5 70.5 76.7 76.8
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N

为 CO; 2) 4个方向的装箱方式, 记为 FD; 3) 用于

FDCP的两阶段策略网络结构, 记为 PN. 表 3展示

了消融实验结果, 其中“−CO”所指方法使用 4个策

略网络 (价值网络)学习 4个方向装箱策略 (价值函

数), “−FD”所指方法为单向装箱, “−PN”所指方法

采用与 JIANG[36] 类似的策略网络结构 (即三个解

码器分别生成索引、方向和位置选取策略). 从表 3
可以观察到, 对于任意箱子数量 , 结合三个组件

的 FDCP方法表现出的性能明显高于 −CO、−FD
和 −PN, CO、FD和 PN的缺失会导致 1.7% ~ 3.5%
的空间利用率下降. 这表明本文提出的 FDCP方法

及其策略网络结构在生成高质量的装箱方案方面都

起到了重要作用. 此外, 还可以发现 −CO和 −FD
生成方案的平均空间利用率几乎相同, 这是因为在

不采用协同训练方式的前提下, 4个策略网络 (价值

网络)中只有最大估计价值的新状态对应的网络能

够充分学习, 即退化为单向装箱.

100× 100

10× 10

x ∈ [20, 40] ∪
[70, 90]

为视觉展示 FDCP方法和单向装箱方法在位

置选择上的差异, 本文分别记录两种方法在 1  024
个算例上的放置位置. 具体而言, 将  的容

器划分为 100个  的区域, 并使用热力图显

示每个区域中放置箱子 (中心)的次数. 两种装箱方

法的热力图如图 10所示. 由图 10可以观察到, 单
向装箱方法使得大多数箱子放置在  

 的区域, 导致了有限的位置选择. 相反, FD-
CP方法在容器的诸多区域都有放置, 表明智能体

探索了更多样化的位置选择.
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图 10    容器各区域放置次数热力图

Fig. 10    Heat map of the number of placements in
each area of the bin

  

5    结束语

本文提出一种基于深度强化学习的四向协同装

箱方法, 并对应设计了一种两阶段策略网络结构,
以求解大尺寸容器和多箱子种类数的离散三维装箱

问题. 面对大尺寸容器带来的大规模离散动作空间,
FDCP在压缩位置选取动作空间的同时, 鼓励智能

体对 4个方向合理装箱策略的探索. 实验验证表明,
FDCP在大型容器和随机生成箱子信息的装箱问

题中取得了先进的结果. 未来的工作将专注于稳定性

等实际约束下的三维装箱问题求解, 高效且能够用于

实际的离线或在线装箱算法将是后续研究的重点.
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图 8    装箱结果可视化

Fig. 8    Visualization of packing results
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图 9    FDCP在不同箱子数量算例上的测试结果

Fig. 9    Test results of FDCP on instances with
different numbers of items

 

表 3    消融实验结果 (%)
Table 3    Results of ablation experiment (%)

方法 N = 20 N = 30 N = 50

FDCP 79.4 81.7 83.6

−CO 75.9 79.2 81.4

−FD 75.9 79.0 81.5

−PN 76.5 79.5 81.9
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