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摘    要   针对一类严格反馈系统的安全控制问题, 提出一种基于滤波控制障碍函数 (Filtered control barrier functions,
FCBF)的优化控制方法. 首先引入一阶低通滤波器, 构建滤波控制障碍函数. 然后结合控制李雅普诺夫函数 (Control Lya-
punov functions, CLF)及离线优化技术, 提出一种新颖的安全反推控制算法. 与现有文献相比, 所提控制算法通过运用滤

波控制障碍函数, 有效克服了安全反推过程中的“计算膨胀”问题. 仿真结果验证了所提控制算法的有效性与正确性.
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Abstract   In this paper, an optimal control approach with filtered control barrier functions (FCBF) is proposed for
the safe control problem of class of strict-feedback systems. Initially, a sequence of first-order low-pass filters is first
introduced to formulate the FCBF. Subsequently, by integrating control Lyapunov functions (CLF) with an off-line
optimization approach, a novel safe backstepping control algorithm is devised. In contrast to existing literature, the
proposed control algorithm effectively mitigates the issue of “explosion of complexity” inherent in safety backstep-
ping procedures through the utilization of FCBF. Simulation outcomes corroborate the efficacy and validity of the
proposed algorithm.
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近年来, 随着大数据、人工智能等信息技术的

迅速发展, 自主智能系统的技术迎来了快速增长阶

段, 已在国防、航空航天、制造业、运输和医疗保健

等多个领域得到广泛应用. 这些关键技术的进步不

仅促进了行业的发展, 也显著提升了系统的自主智

能水平. 然而, 随着自主智能系统的广泛应用, 其控

制系统的安全性问题日益凸显, 成为无法忽视的重

要挑战. 控制系统安全失效可能导致重大生命财产

损失, 甚至对环境造成严重破坏. 因此, 确保系统在

安全约束范围内运行成为控制领域亟待解决的关键

问题. 目前, 常用的系统安全控制方法包括模型检

测[1]、可达性分析[2−3] 和控制障碍函数[4−6] (Control
barrier functions, CBF) 等. 特别是 CBF, 因其具

有直接表征系统安全性要求的能力, 已逐步成为系

统安全控制设计的核心工具之一.
受控制李雅普诺夫函数[7] (Control Lyapunov

functions, CLF)和 Sontag公式[8] 的启发, 文献 [9]
首次提出 CBF的概念. 在此基础上, Ames等在文

献 [10−12] 中进一步定义倒数 CBF (Reciprocal
control barrier functions, RCBF) 和零点 CBF
(Zeroing control barrier functions, ZCBF), 提出一

套基于二次规划 (Quadratic programming, QP)的
安全控制理论框架. 借助于该框架, 文献 [13]研究

一类输入和状态受限的二阶非线性系统的预设时间

安全控制问题, 提出一种基于 CBF的安全控制策

略, 确保闭环系统输出在预设时间内实现安全跟踪.
针对一类具有输入约束的二阶欧拉−拉格朗日系统,
文献 [14]设计一种基于改进 ZCBF的安全控制方

法. 文献 [15]将这一方法进一步扩展至具有多重约
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束限制的系统 ,  但所提安全控制方案仅适用于

ZCBF 之间不存在冲突的情形. 此外, 文献 [16]
通过结合高增益观测器和 CBF, 解决了一类带有扰

动的非线性系统的安全控制问题. 然而, 上述绝大

多数安全控制结果仅适用于相对阶为 1或 2的非线

性系统, 无法直接用于解决具有更高相对阶的非线

性系统安全控制问题.

κ

为突破这一限制, 文献 [17]提出一种基于指数

CBF的安全控制方法, 有效解决了具有任意相对阶

的非线性系统的安全控制问题. 受文献 [17]启发,
文献 [18−20]通过在 CBF序列的  类函数前引入

调节参数或惩罚函数, 给出不同约束状态条件下高

阶非线性系统的安全控制策略. 文献 [21]探讨一类

具有时变全状态约束的非线性系统安全控制问题,
提出一种高阶 CBF方法. 这种高阶 CBF能确保动

态子安全集前向不变性, 并通过 QP方法实时优化

生成安全控制器. 然而, 为得到合适的指数 CBF或

高阶 CBF, 文献 [18−21]所提方法需要对 CBF序

列进行求导, 且以复杂的方式更改初始安全集.
严格反馈系统作为一类常见的高阶非线性模

型, 在实际工程应用中具有广泛的适用性. 这类系

统能够有效描述机械臂 [22]、移动机器人 [23] 和无人

船[24] 等复杂系统的动态行为. 早期关于严格反馈系

统的控制研究主要集中在闭环系统的稳定性和跟踪

性能方面, 缺少对系统安全性的保证. 最近, 文献 [25]
提出一种控制共享障碍函数, 解决了具有多个时变输

出约束的严格反馈系统的安全跟踪控制问题. 为避免

指数 CBF和高阶 CBF引起的复杂性难题, 文献 [26]
探讨一类高阶严格反馈系统的安全控制问题, 提出

一种基于 CBF的安全反推控制方案. 此外, 文献 [27]
提出一种基于反推设计的预设时间安全控制方案.
该方案能够确保闭环系统在预设时间内的安全性,
并在此基础上实现跟踪控制. 然而, 在安全反推设

计过程中, 需要对虚拟控制函数反复求导, 从而造

成“计算膨胀”问题, 增大了这类安全控制算法在实

际应用中的实施难度.
基于上述讨论, 本文针对一类严格反馈系统的

安全控制问题, 提出一种基于滤波控制障碍函数

(Filtered control barrier functions, FCBF)的优化

控制策略. 本文的主要贡献在于: 1) 通过引入一阶

低通滤波器来构建 FCBF, 有效解决了安全反推过

程中固有的“计算膨胀”问题. 2) 结合 CLF与离线

优化技术 ,  设计一种新颖的安全反推控制算法 .
最后, 通过仿真实验验证了所提控制算法的有效性

和正确性.
本文的内容安排如下: 第 1节和第 2节分别描

述相关预备知识与所研究的安全控制问题; 第 3节
引入 FCBF并进行相应的安全性分析; 第 4节提出

一种确保闭环系统安全跟踪的状态反馈控制器; 第
5节采用仿真算例对所设计的安全控制器进行验证;
第 6节对全文进行总结与展望. 

1    预备知识

考虑如下一类仿射非线性系统

ε̇ = φ(ε) + ψ(ε)u (1)

ε ∈ Rn u ∈ Rm

φ(ε) ψ(ε)

其中,   和  分别为系统状态和控制输

入,   和  为局部利普希茨函数.
Υ : Rn → Rm

D ⊆ Rn A ∈ R0
+

定义 1 [28]. 对于给定函数  , 开集

, 若存在  满足

∥Υ(x)−Υ(y)∥ ≤ A∥x− y∥, ∀x, y ∈ D (2)

Υ D则称  在  上是利普希茨的.
z ∈ Rn B > 0

Υ AB(z) := {y ∈ Rn : ∥y − z∥ < B}
Υ Υ Rn

Υ

定义 2[28]. 对于任意 , 若存在 , 函数

 在集合  上是利普

希茨的, 则称  为局部利普希茨函数. 若  在空间 

是利普希茨连续的, 则称  为全局利普希茨函数. 

1.1    控制障碍函数

H(ε) : Rn → R定义 3 [12]. 给定连续可微函数 ,
定义其零超水平集

S = {ε ∈ Rn | H(ε) ≥ 0} (3)

a, b>0 α : (−b, a)
→ (−∞, +∞) α(0) = 0 α

κ

定义 4[12]. 对于 , 若连续函数 

 严格单调递增且 , 则称  为

扩展  类函数.
κ

α ∀ε ∈ Rn H(ε)

定义 5[12]. 对于系统 (1), 若存在扩展  类函数

, 使得 , 连续可微函数  满足

sup
u∈Rm

Ḣ(ε, u) = sup
u∈Rm

LφH(ε) + LψH(ε)u ≥

− α(H(ε)) (4)

H(ε) LφH(ε) =

∇H(ε)φ(ε) LψH(ε) = ∇H(ε)ψ(ε)

则称   为系统 (1) 的 ZCBF. 其中, 
,  .

H(ε) UCBF (ε)给定函数 , 定义集合 

UCBF (ε) =
{
u ∈ Rm | Ḣ(ε, u) ≥ −α(H(ε))

}
(5)

H(ε) ∂H
∂ε

∀ε ∈ Rn

u ∈ UCBF (ε) S
ε(0) ∈ S ⇒ ε(t) ∈ S, ∀t ≥ 0

引理 1[29]. 若  为系统 (1)的 ZCBF, 且 

满足利普希茨连续,  , 则总存在连续反馈控

制器  , 使得集合   相对于系统 (1) 是
前向不变的, 即 .

S定义 6[12]. 若集合  相对于系统 (1)是前向不

变的, 则系统 (1)是安全的.
根据引理 1, 系统 (1)的最优安全控制器可由
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如下 QP问题求解得到

u∗cbf = arg min
u∈Rm

1

2
∥u∥22

s.t. Ḣ(ε, u) ≥ −α(H(ε)) (6)
 

1.2    控制李雅普诺夫函数

κ γ1, γ2

γ3 ∀ε ∈ Rn V (ε) : Rn →
定义 7[7]. 对于系统 (1), 若存在  类函数 

和  ,  , 使得连续可微函数   R
满足

γ1(∥ε∥2) ≤ V (ε) ≤ γ2(∥ε∥2) (7)

inf
u∈Rm

V̇ (ε, u) = inf
u∈Rm

LφV (ε) + LψV (ε)u ≤

− γ3(V (ε)) (8)

V (ε) LφV (ε) = ∇V (ε)×
φ(ε) LψV (ε) = ∇V (ε)ψ(ε)

则称  为系统 (1)的CLF. 其中, 
,  .

V (ε) UCLF (ε)给定 , 定义集合 

UCLF (ε) =
{
u ∈ Rm | V̇ (ε, u) ≤ −γ3(V (ε))

}
(9)

V (ε)

u ∈ UCLF
引理 2[7]. 若  为系统 (1)的 CLF, 则总存

在连续可微控制器 , 使得系统渐近稳定.
根据引理 2, 系统 (1)的最优稳定控制器可由

如下 QP问题求解得到

u∗clf = arg min
u∈Rm

1

2
∥u∥22

s.t. V̇ (ε, u) ≤ −γ3(V (ε)) (10)
 

2    问题描述

考虑如下严格反馈系统
ẋi = fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1, i = 1, · · · , n− 1

ẋn = fn(x) + gn(x)u

y = x1

(11)

x = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn x̄i =

[x1, · · · , xi]T∈Ri i = 1, · · · , n u ∈ R y ∈ R
fi(x̄i) : Ri → R gi(x̄i) :

Ri → R i = 1, · · · , n

其中,   为系统状态向量, 
,  ,   和  分别

为系统的控制输入和输出.   和 

 为连续可微非线性函数,  .

Φ(x1) : R→ R
给定表征系统输出安全约束的连续可微函数

, 其零超水平集为

C1 = {x1 ∈ R | Φ(x1) ≥ 0} (12)

u

C1 yd ∈
C1 y yd

本文的控制目标是设计状态反馈控制器  , 确
保系统输出始终处于设定的安全集  内, 且当 

, 系统输出   跟踪期望轨迹  .
g0 |gi(x̄i)| ≥ g0

gi(x̄i) ≥ g0, i = 1, · · · , n.
假设 1. 存在正常数  , 使得 . 不

失一般性, 假设 

yd ẏd假设 2. 期望轨迹   及其一阶导数   连续有界.

yd

注 1. 假设 1为系统 (11)充分可控的标准条件,
该假设广泛应用于严格反馈系统控制设计的相关文

献中[30−31]. 假设 2表明本文所提安全控制算法仅要

求期望轨迹   及其一阶导数连续有界. 

3    滤波控制障碍函数

Φ(x1)本节首先由安全约束函数  引出 FCBF的

定义.
Φ(x1)对  求导, 可得

Φ̇(x1) =
∂Φ

∂x1
(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) (13)

Φ(x1) u

ϑ1(x1)

κ α1

显见, 由于  的导数不显含控制输入  , 无
法使用CBF直接设计安全控制器. 受反推技术与CLF
方法的启发, 文献 [26]提出基于反推控制障碍函数

的概念, 即存在连续可微的虚拟控制函数  和

全局利普希茨连续的扩展  类函数 , 满足

Φ̇(x1) =
∂Φ

∂x1
(x1)(f1(x1) + g1(x1)ϑ1(x1)) ≥

− α1(Φ(x1)) (14)

x1 C1

ϑi(x̄i)

即可确保系统状态  始终在安全集合  内运行.
然而, 该方法用于设计严格反馈系统的安全控制器

时需要对后续的虚拟控制函数  反复求导, 易
引起“计算膨胀”问题. 为克服这一问题, 本文在每

一步反推设计中引入如下一阶低通滤波器[32]

τiṡi + si = ϑi(x̄i) (15)

si τi

si(0) = ϑi(0) ρi = si − ϑi i

i = 1, · · · , n− 1

其中,   为一阶滤波器的输出信号,   为滤波时间

常数,  ,   为第   个边界层误

差,  .
h(x, s)定义函数 

h(x, s) = Φ(x1)−
n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
−
n−1∑
i=1

ρ2i
2

(16)

及其零超水平集为

C = {x ∈ Rn|h(x, s) ≥ 0} (17)

s=[s1, · · · , sn−1] C⊂C1×Rn−1其中,  ,  .
Φ(x1)

∂Φ
∂x1

̸= 0 s

κ α1 ∀x ∈ Rn

定义 8. 对于系统 (11), 给定安全目标函数 ,
 且有式 (14)成立. 若存在虚拟滤波信号 

和扩展  类函数 ,  , 使得

sup
u∈R

ḣ(x, s, u) ≥ −α1(h(x, s)) (18)

h(x, s)则称  为系统 (11)的 FCBF.
h(x, s)

x(0) ∈ C u(x)

C x(0) ∈

定理 1. 若  为系统 (11)的 FCBF, 对于

任意初始值 , 总存在连续反馈控制器 ,
使得集合  相对于系统 (11)是前向不变的, 即 
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C ⇒ x(t) ∈ C ⇒ x1(t) ∈ C1 ∀t ≥ 0,  .
h(x, s)证明. 对  求导, 可得

ḣ(x, s, u) =
∂Φ

∂x1
(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) −

n−1∑
i=2

(xi − si−1)× (fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 −

ṡi−1)− (xn − sn−1(x̄n−1)) ×

(fn(x) + gn(x)u− ṡn−1)−
n−1∑
i=1

ρiρ̇i (19)

ϑi(x̄i)

u

根据式 (15), 设计虚拟控制函数  和控制

器  为

ϑ1(x1) ≥
1

∂Φ
∂x1

(x1)g1(x1)
(−α1(Φ(x1)) + F −

∂Φ

∂x1
(x1)f1(x1)) (20)

ϑ2(x̄2) =
1

g2(x̄2)
(−f2(x̄2)−

χ2

2
(x2 − s1) +

∂Φ

∂x1
(x1)g1(x1) + ṡ1) (21)

ϑi(x̄i) =
1

gi(x̄i)
(−fi(x̄i)−

χi
2
(xi − si−1) −

gi−1(x̄i−1)(xi−1 − si−2) +

ṡi−1), i = 3, · · · , n− 1 (22)

u(x) =
1

gn(x)
(−fn(x)−

χn
2
(xn − sn−1) −

gn−1(x̄n−1)(xn−1 − sn−2) + ṡn−1) (23)

F > 0 χi > 0 i = 2, · · · , n其中,   和  为设计常数,  .
结合式 (15)和 (20) ~ (23)代入式 (19)中, 逐

步计算可得

ḣ(x, s, u) ≥ − α1(Φ(x1))−
n−1∑
i=1

ρiρ̇i +

n∑
i=2

χi
2
(xi − si−1)

2 + F (24)

根据边界层误差定义, 可得

ρ̇1 = ṡ1 − ϑ̇1 =
ρ1
τ1

− ∂ϑ1
∂Φ

(x1)Φ̇(x1) −

∂ϑ1
∂x1

ẋ1 = −ρ1
τ1

+ E1(Φ, x1) (25)

ρ̇2 = ṡ2 − ϑ̇2 = −ρ2
τ2

+ E2(Φ, x̄2, s1) (26)

ρ̇i = ṡi − ϑ̇i = −ρi
τi

+ Ei(x̄i, s1, · · · , si),

i = 3, · · · , n− 1 (27)

Ei(·) i = 1, · · · , n− 1其中,   是连续函数,  .
Ω = {x21/2 +

∑n
i=2 (xi − si − 1)

2 /2 +∑n−1
i=1 ρ

2
i /2 ≤ m} ∈ Rn+1 m

Mi |Ei(·)| ≤ Mi i =

1, · · · , n− 1 ρiρ̇i

定义紧集 

, 其中,   为任意给定的正

常数, 则存在常数 , 使得  成立, 
. 结合式 (25) ~ (27), 则式 (24)中的 

可放缩成

ρiρ̇i = ρi

(
−ρi
τi

+ Ei(·)
)

= −ρ
2
i

τi
+ ρiEi(·) ≤

− ρ2i
τi

+Mi|ρi| (28)

利用 Young不等式, 可得

Mi|ρi| ≤
ρ2i
2τi

+
τiM2

i

2
(29)

将式 (28)和 (29)代入式 (24), 可推得

ḣ(x, s, u) ≥ − α1(Φ(x1)) +
n∑
i=2

χi
2
(xi − si−1)

2 + F +

n−1∑
i=1

ρ2i
2τi

−
n−1∑
i=1

τiM2
i

2
(30)

F ≥
∑n−1
i=1 τiM2

i /2选取 , 可进一步得到

ḣ(x, s, u) ≥ − α1(Φ(x1)) +

n−1∑
i=1

ρ2i
2τi

+

n∑
i=2

χi
2
(xi − si−1)

2 (31)

L1 L2 κ α1

χi ≥ L1, i = 2, · · · , n
τi ≤ 1/L2, i = 1, · · · , n− 1

设  和  为扩展  类函数  的利普希茨常

数, 选取设计常数  和滤波时

间常数 , 则有

ḣ(x, s, u) ≥ − α1(Φ(x1)) +

n−1∑
i=1

L2

2
ρ2i +

n∑
i=2

L1

2
(xi − si−1)

2 (32)

α1由于  满足全局利普希茨连续条件, 则有∣∣∣α1

(
Φ(x1)−

n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
−
n−1∑
i=1

ρ2i
2

)
−

α1(Φ(x1))
∣∣∣ ≤ n∑

i=2

L1

2
(xi − si−1)

2 +

n−1∑
i=1

L2

2
ρ2i (33)

结合式 (16)和 (33), 可得

α1(h(x, s)) ≥ α1(Φ(x1))−
n−1∑
i=1

L2

2
ρ2i −

n∑
i=2

L1

2
(xi − si−1)

2 (34)

4 自       动       化       学       报 50 卷



通过式 (32)和 (34), 可进一步得到

ḣ(x, s, u) ≥ −α1(h(x, s)) (35)

h(x, s)依据定义 8可知,   为系统 (11)的 FCBF.
∀x(0) ∈ C根据式 (16)和比较引理[33],  , 有

h(x(t), s) ≥ 0, ∀t ≥ 0 (36)

C
x(0) ∈ C ⇒

x(t) ∈ C ⇒ x1(t) ∈ C1 ∀t ≥ 0

由式 (36)和定义 6可得, 集合  相对系统 (11)
是前向不变的, 系统 (11)是安全的, 即 

,  . □

注 2. 与现有的严格反馈系统安全反推控制方

案[26−27] 相比, 本文通过引入一阶低通滤波器 (15)来
构建 FCBF式 (16), 在满足闭环系统安全约束的同

时, 有效消除了反推过程中的“计算膨胀”问题.
τi∑n−1

i=1 τiM2
i /2

τi

注 3. 由式 (30)可知, 滤波时间常数  取值越

小, 则  亦越小, 即边界层误差给系统

(11) 安全性带来的影响越小. 因此, 在实际系统中,
应当根据采样周期、噪声水平和初始条件来尽可能

减小滤波时间常数 . 

4    CLF-FCBF 控制器设计

基于 CBF/FCBF的控制器设计仅仅只能确保

系统不违反安全性约束, 然而, 在实际的系统控制

中还需要在不违反安全性约束的前提下实现目标控

制. 通常系统的安全性约束由 CBF确保, 控制目标

则由 CLF刻画. 由此, 本节结合 CLF和 FCBF设

计连续反馈控制器.
V1(x1) = (x1 − yd)

2/2

Φ(x1)

V (x, s) h(x, s)

给定跟踪目标函数  和安

全约束 , 且满足式 (7)、(8)和 (14). 受文献 [26]
启发, 分别构造连续可微函数  和 

V (x, s) = V1(x1) +

n−1∑
i=1

ρ2i
2

+

n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
(37)

h(x, s) = Φ(x1)−
n−1∑
i=1

ρ2i
2

−
n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
(38)

V (x, s) h(x, s)对  和  求导, 可得

V̇ (x, s, u) =
∂V1
∂x1

(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) +

n−1∑
i=2

(xi − si−1)(fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 − ṡi−1) +

(xn − sn−1)(fn(x) + gn(x)u− ṡn−1) +

n−1∑
i=1

ρiρ̇i = pV (x) + q(x)u+

n−1∑
i=1

ρiρ̇i (39)

ḣ(x, s, u) =
∂Φ

∂x1
(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) −

n−1∑
i=2

(xi − si−1)× (fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 −

ṡi−1)− (xn − sn−1(x̄n−1))× (fn(x) +

gn(x)u− ṡn−1)−
n−1∑
i=1

ρiρ̇i =

ph(x)− q(x)u−
n−1∑
i=1

ρiρ̇i (40)

其中,

pV (x) =
∂V1
∂x1

(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) +

n−1∑
i=2

(xi − si−1) ×

(fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 − ṡi−1) +

(xn − sn−1)(fn(x)− ṡn−1)

ph(x) =
∂Φ

∂x1
(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) −

n−1∑
i=2

(xi − si−1) ×

(fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 − ṡi−1) −

(xn − sn−1)(fn(x)− ṡn−1)

q(x) = (xn − sn−1)gn(x)

ϑi i = 1, · · · , n− 1

u

与传统的基于反推的控制算法思路相似, 通过

递推设计虚拟控制器  ( )和实际

控制器 , 使得

inf
u∈R

pV (x) + q(x)u+

n−1∑
i=1

ρiρ̇i ≤ −β1(V1(x1)) −

n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
−
n−1∑
i=1

F̄i +
n−1∑
i=1

ρiρ̇i

(41)

inf
u∈R

−ph(x) + q(x)u+

n−1∑
i=1

ρiρ̇i ≤ α1(Φ(x1)) −

n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
−
n−1∑
i=1

F̄i +
n−1∑
i=1

ρiρ̇i (42)

α1 β1 κ其中,   和  为满足全局利普希茨连续的扩展 

类函数.
Ω0 = {y2d + ẏ2d ≤ M0} ∈

R2 M0 > 0 Ω0

根据假设 2, 定义集合 

, 其中 . 显见,   为紧集. 此外, 定义紧集
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Ωd = {x21/2 +
∑n
i=2(xi − si−1)

2/2 +
∑n−1
i=1 ρ

2
i /2 ≤ m1} ∈

R2n−1 m1 Ω0×
Ωd M̄i |ϑ̇i| = |Ēi(Φ, x,
s1, · · · , si)| ≤ M̄i i = 1, · · · , n− 1

, 其中,   为任意给定的正常数. 可知 

 亦为紧集, 则存在常数 , 使得 

 成立,  .
类似定理 1, 利用 Young不等式和误差边界定

义, 可得

ρiρ̇i = ρi(ṡi − ϑ̇i) =

ρi

(
−ρi
τi

+ Ēi(Φ, x̄i, s1, · · · , si)
)

≤

− ρ2i
2τi

+
τiM̄2

i

2
(43)

F̄i ≥
τiM̄2

i /2, i = 1, · · · , n− 1

为消除边界层带来的影响, 选取设计常数 

, 故而式 (41)和 (42) 可
进一步写为

inf
u∈R

pV (x) + q(x)u ≤ −β1(V1(x1)) −

n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
−
n−1∑
i=1

ρ2i
2τi

(44)

inf
u∈R

−ph(x) + q(x)u ≤ α1(Φ(x1)) −

n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
−
n−1∑
i=1

ρ2i
2τi

(45)

根据引理 1, 以式 (44)和 (45)为约束条件, 系
统 (11)的最优安全稳定控制器可由如下 QP问题

求解得到

u(x) = argmin
u∈R

1

2
∥u∥22

s.t. q(x)u ≤ min{cV (x), ch(x)} (46)

其中,

cV (x) = − pV (x)− β1(V1(x1)) −
n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
−
n−1∑
i=1

ρ2i
2τi

ch(x) = ph(x) + α1(Φ(x1)) −
n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
−
n−1∑
i=1

ρ2i
2τi

u

δi, i = 1, · · · , n

从上述讨论中可以看出, 在安全约束和跟踪控

制约束不冲突的情况下, 通过恰当设计控制器 , 能
够确保系统 (11)满足严格的安全约束并实现跟踪

控制目标. 然而, 在实际应用中, CLF和 FCBF并

不总是相互兼容. 为优先确保系统的安全性, 本节

引入松弛因子  , 放宽系统的 CLF
约束, 从而优先满足 FCBF刻画的安全约束. 基于

此, 本文提出以下定理.

u x(0) ∈ C C
yd ∈ C1 y

yd

定理 2. 针对严格反馈系统 (11), 设计控制器

, 对于任意初始值 , 使得集合  相对于系

统前向不变, 且当 , 系统输出  跟踪期望轨

迹 .

u

V1(·)、Vi(·) V (·)、Φ(·)
hi(·) h(·) V1、Vi、V、Φ、hi h

证明. 本证明共分成 2部分. 首先利用 CLF和

FCBF设计安全控制器 , 然后分析系统的安全性.

为简化推导过程, 后文中将  、  、

 和  分别用  和  来表示.

u

部分 1. 本部分通过离线优化方法和 Karush-

Kuhn-Tucker (KKT)条件, 递推构造安全控制器 .

V1 Φ步骤 1. 对  和  求导, 可得

V̇1 = pV1
+ qV1

ϑ1 (47)

Φ̇ = pΦ + qΦϑ1 (48)

pV1 =
∂V1

∂x1
(x1)f1(x1) pΦ= ∂Φ

∂x1
(x1)f1(x1) qV1

=
∂V1

∂x1
(x1)g1(x1) qΦ = ∂Φ

∂x1
(x1)g1(x1)

其中,  ,  , 

,  .

ϑ∗1以式 (47)和 (48)为约束条件, 虚拟控制器 

可由如下 QP问题求解得到

(ϑ∗1, ω
∗
11, ω

∗
12) = arg min

ϑ1, ω11, ω12∈R
+

1

2
∥ϑ1∥22 +

pω11

2
(ω11 − 1)2 +

pω12

2
(ω12 − 1)2 +

ps1
2
δ21

s.t. pV1
+ qV1

ϑ1 ≤ −ω11β1(V1) + δ1

pΦ + qΦϑ1 ≥ −ω12α1(Φ) (49)

ω11 ω12 pω11
, pω12 ps1

δ1 α1 β1

κ

其中,   和  为调节参数,   和  为正

的设计常数,   为松弛因子,   和  为满足全局

利普希茨连续的扩展  类函数.

式 (49)的拉格朗日方程为

L(ϑ1, ω11, ω12, λ1, µ1) =
1

2
∥ϑ1∥22 +

ps1
2
δ21 +

pω11

2
(ω11 − 1)2 +

pω12

2
(ω12 − 1)2 +

λ1(pV1 + qV1ϑ1 + ω11β1(V1)− δ1) −

µ1(pΦ + qΦϑ1 + ω12α1(Φ)) (50)

λ1 µ1 ∈ R≥0其中,   和  是拉格朗日乘子.

通过 KKT条件, 可得

ϑ∗1 + λ1qV1 − µ1qΦ = 0 (51)

pω11(ω
∗
11 − 1) + λ1β1(V1) = 0 (52)

pω12(ω
∗
12 − 1)− µ1α1(Φ) = 0 (53)

ps1δ1 − λ1 = 0 (54)

λ1(pV1 + qV1ϑ
∗
1 + ω∗

11β1(V1))− δ1 = 0 (55)

6 自       动       化       学       报 50 卷



µ1(pΦ + qΦϑ
∗
1 + ω∗

12α1(Φ)) = 0 (56)

λ1 ≥ 0,

pV1 + qV1ϑ
∗
1 + ω∗

11β1(V1)− δ1 ≤ 0 (57)

µ1 ≥ 0,

pΦ + qΦϑ
∗
1 + ω∗

12α1(Φ) ≤ 0 (58)

根据约束是否满足, 考虑以下三种情形来分析

QP问题 (49)的解.
pΦ + qΦϑ1 + ω12α1(Φ) ≥ 0

µ1 = 0 ϑ∗1
ω∗
11 δ1 λ1

情形 1. 若 . 此时, 令
, 联立式 (51)、(52)、(54)和 (55), 可解得  、

 、  和  为

ϑ∗1 = −λ1qV1
(59)

ω∗
11 = 1− λ1β1(V1)

pω11

(60)

δ1 =
λ1
ps1

(61)

λ1 =
pω11

ps1(pV1
+ β1(V1))

pω11
ps1q2V1

+ ps1β2
1(V1) + pω11

(62)

pΦ + qΦϑ1 + ω12α1(Φ) < 0 pV1+

qV1
ϑ1 + ω11β1(V1)− δ1 ≤ 0 λ1 = 0

ϑ∗1 ω∗
12 µ1

情形 2. 若   且 
. 此时, 令  , 联立

式 (51)、(53)和 (56), 可解得  、  和  为

ϑ∗1 = µ1qΦ (63)

ω∗
12 = 1 +

µ1α1(Φ)

pω12

(64)

µ1 = −pω12
(pΦ + α1(Φ))

pω12
q2Φ + α2

1(Φ)
(65)

pΦ + qΦϑ1 + ω12α1(Φ) < 0 pV1+

qV1
ϑ1 + ω11β1(V1)− δ1 > 0

ϑ∗1 ω∗
11 ω∗

12 δ1 λ1 µ1

情形  3.  若   且  

. 此时, 联立式 (51) ~ (56),
可解得  、  、  、  、  和  为

ϑ∗1 = µ1qΦ − λ1qV1
(66)

ω∗
11 = 1− λ1β1(V1)

pω11

(67)

ω∗
12 = 1 +

µ1α1(Φ)

pω12

(68)

δ1 =
λ1
ps1

(69)

µ1 = − (pω12
(pΦ + α1(Φ)− λ1qV1

qΦ)) ×
1

pω12q
2
Φ + α2

1(Φ)
(70)

λ1 =
Q1 −W1

P1
(71)

其中,

Q1 = pw11
ps1(pw12

q2Φ + α2
1(Φ))× (pV1

+ β1(V1))

W1 = pw11ps1pw12qΦqV1(pΦ + α1(Φ))

P1 = pw11
ps1α

2
1(Φ)q

2
V1

+ (pw12
q2Φ + α2

1(Φ)) ×

(ps1β
2
1(V1) + pw11

)

ϑ∗1根据文献 [34]的定理 2可知,   满足局部利普

希茨连续. 由式 (15)可得

s1 = ϑ∗1 − τ1ṡ1 (72)

i i = 2, · · · , n− 1步骤   ( ). 构造如下连续函数

Vi(x̄i, si−1) = V1 +

i∑
j=2

(xj − sj−1)
2

2
(73)

hi(x̄i, si−1) = Φ−
i∑

j=2

(xj − sj−1)
2

2
(74)

si−1 = [s1, · · · , si−1]其中,  .
Vi(x̄i, si−1) hi(x̄i, si−1)对  和  求导, 可得

V̇i(x̄i, si−1) = pVi + qViϑi (75)

ḣi(x̄i, si−1) = phi
− qhi

ϑi (76)

其中,

pVi =
∂V1
∂x1

(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) +

i−1∑
j=2

(xj − sj−1) ×

(fj(x̄j) + gj(x̄j)xj+1 − ṡj−1) +

(xi − si−1)(fi(x̄i)− ṡi−1)

phi =
∂Φ

∂x1
(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) −

i−1∑
j=2

(xj − sj−1) ×

(fj(x̄j) + gj(x̄j)xj+1 − ṡj−1) −

(xi − si−1)(fi(x̄i)− ṡi−1)

qVi = qhi = (xi − si−1)gi(x̄i)

ϑ∗i

与步骤 1类似, 以式 (75)和 (76)为约束条件,
虚拟控制器  可由如下 QP问题求解得到

(ϑ∗i , ω
∗
i1, ω

∗
i2) = arg min

ϑi, ωi1, ωi2∈R

1

2
∥ϑi∥22 +

pωi1

2
(ωi1 − 1)2 +

pωi2

2
(ωi2 − 1)2 +

psi
2
δ2i

s.t. pVi
+ qVi

ϑi ≤ −ωi1βi(Vi) + δi

phi
− qhi

ϑi ≥ −ωi2αi(hi) (77)
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ωi1 ωi2 pωi1
pωi2 psi

δi αi βi

κ

其中,   和  为调节参数,   、  和  为正

的设计常数,   为松弛因子,   和  为满足全局利

普希茨连续的扩展  类函数.
式 (77)的拉格朗日方程为

L(ϑi, ωi1, ωi2, λi, µi) =
1

2
∥ϑi(x̄i)∥22 +

psi
2
δ2i +

pωi1

2
(ωi1 − 1)2 +

pωi2

2
(ωi2 − 1)2 +

λi(pVi + qViϑi + ωi1βi(Vi)− δi) −

µi(phi − qhiϑi + ωi2αi(hi)) (78)

λi µi ∈ R≥0其中,   和  是拉格朗日乘子.
利用 KKT条件, 可得

ϑ∗i + λiqVi
+ µiqhi

= 0 (79)

pωi1
(ω∗
i1 − 1) + λiβi(Vi) = 0 (80)

pωi2
(ω∗
i2 − 1)− µiαi(hi) = 0 (81)

psiδi − λi = 0 (82)

λi(pVi
+ qVi

ϑ∗i + ω∗
i1βi(Vi)− δi) = 0 (83)

µi(phi
− qhi

ϑ∗i + ω∗
i2αi(hi)) = 0 (84)

λi ≥ 0,

pVi + qViϑ
∗
i + ω∗

i1βi(Vi)− δi ≤ 0 (85)

µi ≥ 0,

phi − qhiϑ
∗
i + ω∗

i2αi(hi) ≤ 0 (86)

同步骤 1, 根据约束是否满足, 考虑以下三种情

形来分析 QP问题 (77)的解.
phi

− qhi
ϑ∗i + ωi2αi(hi) ≥ 0

µi = 0

ϑ∗i ω∗
i1 δi λi

情形 1. 若  . 此时 ,
令 , 联立式 (79)、(80)、(82)和 (83), 可解得

 、  、  和  为

ϑ∗i = −λiqVi
(87)

ω∗
i1 = 1− λiβi(Vi)

pωi1

(88)

δi =
λi
psi

(89)

λi =
pωi1

psi(pVi
+ βi(Vi))

pωi1
psiq2Vi

+ psiβ2
i (Vi) + pωi1

(90)

phi
− qhi

ϑi + ωi2αi(hi) < 0 pVi +

qVi
ϑi + ωi1βi(Vi)− δi ≤ 0 λi = 0

ϑ∗i ω∗
i2 µi

情形 2. 若  且 
. 此时, 令 , 联立式

(79)、(81)和 (84), 可解得  、  和  为

ϑ∗i = −µiqhi
(91)

ω∗
i2 = 1 +

µiαi(hi)

pωi2

(92)

µi = −pωi2
(phi

+ αi(hi))

pωi2
q2hi

+ α2
i (hi)

(93)

phi
− qhi

ϑi + ωi2αi(hi) < 0 pVi+

qVi
ϑi + ωi1βi(Vi)− δi > 0

ϑ∗i ω∗
i1 ω∗

i2 δi、µi λi

情形 3. 若  且 

. 此时, 联立式 (79) ~ (84),
可解得  、  、  、  和  为

ϑ∗i = −µiqhi
− λiqVi

(94)

ω∗
i1 = 1− λiβi(Vi)

pωi1

(95)

ω∗
i2 = 1 +

µiαi(hi)

pωi2

(96)

δi =
λi
psi

(97)

µi = − (phi
+ αi(hi) + λiqVi

qhi
) ×

pωi2

pωi2q
2
hi

+ α2
i (hi)

(98)

λi =
Qi +Wi

Pi
(99)

其中,

Qi = pωi1
psi(pωi2

q2hi
+ α2

i (hi)) ×

(βi(Vi) + pVi)

Wi = pωi1
psiqVi

qhi
pωi2

(phi
+ αi(hi))

Pi = pωi1
psiq

2
Vi
α2
i (hi) + (psiβ

2
i (Vi) + pωi1

) ×

(pωi2
q2hi

+ α2
i (hi))

ϑ∗i (x̄i)相同的, 根据文献 [34]的定理 2可知, 

满足局部利普希茨连续. 由式 (15)可得

si = ϑ∗i (x̄i)− τiṡi (100)

n步骤  . 构造如下连续函数

Vn(x, s) = V1(x1) +

n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
(101)

hn(x, s) = Φ(x1)−
n∑
i=2

(xi − si−1)
2

2
(102)

对式 (101)和 (102)求导可得

V̇n(x, s, u) = pV + qV u (103)

ḣn(x, s, u) = ph − qhu (104)

其中,
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pV =
∂V1
∂x1

(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) +

n−1∑
i=2

(xi − si−1) ×

(fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 − ṡi−1) +

(xn − sn−1)(fn(x)− ṡn−1)

ph =
∂Φ

∂x1
(x1)(f1(x1) + g1(x1)x2) −

n−1∑
i=2

(xi − si−1) ×

(fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 − ṡi−1) −

(xn − sn−1)(fn(x)− ṡn−1)

qV = qh = (xn − sn−1)gn(x)

u∗根据式 (103)和 (104), 控制器  可由如下 QP

问题求解得到

(u∗, ω∗
n1, ω

∗
n2) = arg min

u, ωn1, ωn2∈R

1

2
∥u∥22 +

pωn1

2
(ωn1 − 1)2 +

pωn2

2
(ωn2 − 1)2 +

psn
2
δ2n

s.t. pV + qV u ≤ −ωn1βn(Vn) + δn − F̄

ph − qhu ≥ −ωn2αn(hn) + F̄ (105)

ωn1 ωn2 pωn1
pωn2

psn

F̄ δn αn βn

κ

其中,   和  为调节参数,   、  、  和

 为正的设计常数,   为松弛因子,   和  为全

局利普希茨连续的扩展  类函数.

式 (105)的拉格朗日方程为

L(u, ωn1, ωn2, λn, µn) =
1

2
∥u∥22 +

psn
2
δ2n +

pωn1

2
(ωn1 − 1)2 +

pωn2

2
(ωn2 − 1)2 +

λn(pV + qV u+ ωn1βn(Vn)− δn + F̄) −

µn(ph − qhu+ ωn2αn(hn)− F̄) (106)

λn, µn ∈ R≥0其中,   是拉格朗日乘子.

利用 KKT条件, 可得

u∗ + λnqV + µnqh = 0 (107)

pωn1
(ω∗
n1 − 1) + λnβn(Vn) = 0 (108)

pωn2
(ω∗
n2 − 1)− µnαn(hn) = 0 (109)

psnδn − λn = 0 (110)

λn(pV + qV u
∗ + ω∗

n1βn(Vn)− δn + F̄) = 0 (111)

µn(ph − qhu
∗ + ω∗

n2αn(hn)− F̄) = 0 (112)

λn≥0, pV +qV u
∗+ω∗

n1βn(Vn)−δn+ F̄ ≤ 0 (113)

µn ≥ 0, ph − qhu
∗ + ω∗

n2αn(hn)− F̄ ≤ 0 (114)

同理, 根据约束是否满足, 考虑以下三种情形

来分析 QP问题 (105)的解.
ph − qhu+ ωn2αn(hn)− F̄ ≥ 0

µn = 0

u∗ ω∗
n1 δn λn

情形 1. 若  . 此
时, 令 , 联立式 (107)、(108)、(110) 和 (111),
可解得  、  、  和  为

u∗ = −λnqV (115)

ω∗
n1 = 1− λnβn(Vn)

pωn1

(116)

δn =
λn
psn

(117)

λn = pωn1
psn(pV + F̄ + βn(Vn)) ×

1

psn(pωn1q
2
V + β2

n(Vn)) + pωn1

(118)

ph − qhu + ωn2αn(hn) − F̄ < 0

pV +qV u+ωn1βn(Vn)−δn+F̄ ≤ 0 λn = 0

u∗ ω∗
n2 µn

情形 2. 若  且

. 此时, 令 ,
联立式 (107)、(109)和 (112), 可解得  、  和  为

u∗ = −µnqh (119)

ω∗
n2 = 1 +

µnαn(hn)

pωn2

(120)

µi = − (ph − F̄ + αn(hn) + λnqV qh) ×
pωn2

pωn2q
2
h + α2

n(hn)
(121)

ph − qhu + ωn2αn(hn) − F̄ < 0

pV + qV u+ ωn1βn(Vn)− δn + F̄ > 0

u∗ ω∗
n1 ω∗

n2 δn λn µn

情形 3. 若  且

. 此时, 联立式

(107) ~ (112), 可解得  、  、  、  、  和  为

u∗ = −µnqh − λnqV (122)

ω∗
n1 = 1− λnβn(Vn)

pωn1

(123)

ω∗
n2 = 1 +

µnαn(hn)

pωn2

(124)

δn =
λn
psn

(125)

µn = − (ph − F̄ + αn(hn) + λnqV qh) ×
pωn2

pωn2q
2
h + α2

n(hn)
(126)

λn =
Qn +Wn

Pn
(127)
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其中,

Qn = pωn1
psn(pωn2

q2h + α2
n(hn)) ×

(βn(Vn) + F̄ + pV )

Wn = pωn1psnqhqV pωn2(ph − F̄ + αn(hn))

Pn = pωn1psnq
2
V α

2
n(hn) + (psnβ

2
n(Vn) + pωn1) ×

(pωn2q
2
h + α2

n(hn))

u∗根据文献 [34]的定理 2可知,   满足局部利普

希茨连续.
部分 2. 本部分将进行系统的安全分析.

yd /∈ C1

n

F̄ ≥
∑n−1
i=1 τiM̄2

i /2

若系统安全约束条件不满足时, 即  时.
类似定理 1, 结合式 (40)、(43) 和部分 1 的步骤

1 ~ 步骤  中的情形 2和情形 3, 同时选取设计常

数 , 则有

ḣ(x, s, u∗) ≥ − ω∗
n2αn(h(x, s)) (128)

C
x(0) ∈ C ⇒ x(t) ∈ C ⇒ x1(t) ∈ C1,

∀t ≥ 0

根据定义 6和定义 8可知, 集合  相对于系统

(1)是安全的, 即 

.
yd ∈ C1

n

F̄ ≥
∑n−1
i=1 τiM̄2

i /2

若系统安全约束条件满足时, 即  时. 结
合式 (39)、(43)和部分 1的步骤 1 ~ 步骤  中的情

形 1, 在该条件下系统增加跟踪约束, 且选取设计常

数 , 可使得式 (128)成立, 且满足

V̇ (x, s, u) ≤ −ω∗
n1βn(V (x, s)) (129)

即系统输出可实现跟踪控制.　 □

δi注 4. 根据文献 [10], 引入松弛因子  可确保

CLF和 FCBF不等式约束线性无关, 因此总存在

满足不等式约束的解, 从而确保了所提安全反推控

制算法的可行性. 

5    仿真算例

为验证本文所提安全控制方法的有效性, 本节

利用两个算例进行仿真实验.
例 1. 考虑如下二阶严格反馈系统

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2

ẋ2 = f2(x) + g2(x)u

y = x1

(130)

f1(x1) = x21, f2(x) = x1x2, g1(x1) = 1, g2(x)

= 1 + x1x2 x1(0) = 0.35, x2(0) =

0 yd = sin(t)

其中 ,  
. 系统初始状态为  

. 给定期望轨迹 .
V1 = (x1 − yd)

2/2

Φ = 0.81− x21

定义系统的跟踪目标函数  

和安全约束函数 , 分别构造 CLF 和

FCBF为

V (x, s) = V1 +
(x2 − s1)

2

2
(131)

h(x, s) = Φ− (x2 − s1)
2

2
(132)

τ

τ = 0.002, τ = 0.01

y

τ = 0.05

仿真结果如图 1所示, 刻画不同滤波时间常数

对系统安全性能的影响. 当滤波时间常数   取值较

小 ( ) 时, 所设计的控制器能够

确保系统输出   始终在安全区域内运行, 并保持较

好的跟踪性能 .  然而 ,  当滤波时间常数增大至

 时, 则会破坏系统的安全性.

 
 

0

y,
 y

d
Φ

1 2 3 4
时间 /s

时间 /s

5 6 7 8 9 10
−3.0

−0.9

0.9
2.0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1.5

0

1.5

安全边界

t = 0.002 t = 0.01 t = 0.05

t = 0.002 t = 0.01 t = 0.05

 

图 1    不同滤波时间常数条件下系统的安全与跟踪性能

Fig. 1    Safe and tracking performance of the system
with various filter time constants

 

τ = 0.01

为更好地阐明本文所提安全控制算法的优越

性, 在保持系统初始值和控制器参数不变的前提下,
将本文所提基于 FCBF的安全控制算法 ( )
与文献 [26]中的安全反推控制方法进行对比. 仿真

结果如图 2和图 3所示. 图 2表明两种控制算法均

 

0

y
, 
y

d
Φ

1 2 3 4
时间 /s

时间 /s

5 6 7 8 9 10
−3.0

−0.9

0.9

2.0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1.5

0

1.5

反推 CBF FCBF

反推 CBF FCBF

安全边界

 

图 2    基于 FCBF与文献 [26]控制方法的

系统安全与跟踪性能

Fig. 2    Safe and tracking performance of the system
under the control schemes in FCBF and in reference [26]
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y能确保系统输出   的安全性与跟踪性能. 图 3显示,
相较于文献 [26]中的安全反推控制方法, 本文所提

基于 FCBF的安全控制方法能够以较小的控制成

本实现安全跟踪控制.
例 2. 考虑如下双积分系统{

ẋ = f1(x) + g1(x)ξ

ξ̇ = f2(x, ξ) + g2(x, ξ)u
(133)

f1(x) = f2(x, ξ) = [0, 0]T g1(x) = g2(x, ξ) =

[1, 1]T x = [x1, x2]
T ξ = [ξ1, ξ2]

T u = [u1, u2]
T

其中,  , 
,  ,   和 .

xg = (4, −2) xo

= (2, −1) Ro = 1 x(0)

= [0, 0]T, ξ(0) = [0, 0]T

给定目标点 , 障碍物的圆心为 

, 半径 . 系统的初始状态设为 

.
V1 = ∥x− xg∥22

Φ = ∥x− xo∥22 −R2
o

系统的跟踪目标函数为 , 无碰撞

行为安全约束为 , 分别构造CLF
和 FCBF如式 (131)和 (132)所示.

u1 u2

仿真结果如图 4和图 5所示. 图 4描述不同滤

波时间常数条件下系统位置轨迹随时间的变化情

况. 图 5为控制输入  和  的变化曲线. 从上述

仿真结果中可以观察到, 当滤波时间常数较小时,
系统能够有效实现无碰撞的安全运动.

τ = 0.005

u1 u2

类似于例 1, 为验证本文所提算法的优越性, 在
系统初始值与控制器参数保持不变的条件下, 将本

文所提基于 FCBF的安全控制算法 ( )与
文献 [26]中的安全反推控制方法进行仿真对比. 仿真

结果如图 6和图 7所示. 图 6为系统位置轨迹的变

化曲线, 显示两种方法皆可确保系统的安全性. 图 7
为控制输入   和  , 表明本文所提控制方法能够

以较小的控制成本实现安全跟踪.
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图 6    基于 FCBF与文献 [26]控制方法的系统位置轨迹

Fig. 6    Position trajectories of the system under
the control schemes in FCBF and in reference [26]

  

6    结束语

本文提出一种基于 FCBF的优化控制方法, 解
决了一类严格反馈系统的安全控制问题. 具体地,
通过引入一阶低通滤波器来构建 FCBF. 接着将

FCBF、CLF及离线优化技术相结合, 设计了一种

安全反推控制算法. 与现有的安全反推控制方法
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u图 3    基于 FCBF与文献 [26]控制方法的系统输入 

uFig. 3    System input   under the control
schemes in FCBF and in reference [26]
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图 4    不同滤波时间常数条件下系统位置轨迹

Fig. 4    Position trajectories of the system with
various filter time constants
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u1 u2图 5    不同滤波时间常数条件下输入信号  和 

u1 u2Fig. 5    Input signals    and    with various
filter time constants
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相比较, 本文所提方法在保证闭环系统安全运行的

同时, 有效避免了安全反推过程中出现的“计算膨

胀”问题.
值得指出的是, 本文所提安全控制方法依赖于

系统模型的精确信息. 今后的研究方向包括将该方

法扩展至具有不确定或未知动态的严格反馈系统.
此外, 将所提安全控制方法用于解决无人机安全飞

行[35]、轮式机器人[36−37] 安全运动控制等应用问题亦

是未来研究的目标.
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