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摘    要   阴影集 (Shadowed set, SS)是一种对模糊集进行三支近似处理的不确定性知识发现模型, 其能够对模糊集中具

有精确值的不确定性对象进行有效的近似和划分, 从而减少模糊决策过程中不确定性对象的决策划分成本和计算损耗. 首
先, 回顾阴影集的发展历程, 并从四个方面介绍其研究现状及内容, 即阴影集的模型构建、理论性质、数据分析以及应用研

究. 通过总结分析它们的核心思想、方法体系、相互关系和区别等, 为该领域的后续研究提供借鉴. 随后, 讨论分析阴影集理

论与其他不确定性问题处理理论模型的联系, 尤其是阴影集与模糊集、粗糙集和三支决策理论之间的区别、联系以及互补

性. 最后, 围绕上述四个研究方面, 对当前若干具有挑战性的研究问题进行分析和展望.
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Abstract   Shadowed set (SS) is a kind of uncertain knowledge discovery model which carries out three-way approx-
imate processing on fuzzy sets. It can effectively approximate and partition the uncertain objects with precise val-
ues in fuzzy sets, so as to reduce the decision partitioning cost and calculation loss of uncertain objects in fuzzy de-
cision-making process. Firstly, the development of shadowed set is reviewed, and introduces its research status and
content from four aspects: Model construction, theoretical properties, data analysis and application research. By
summarizing and analyzing their core ideas, methodological systems, interrelationships, and differences, etc., this
paper provides reference for subsequent research in this field. Subsequently, the connection between shadowed set
theory and other uncertainty problem handling theoretical models is discussed and analyzed, especially the differ-
ences, connections and complementarities between shadowed set and fuzzy sets, rough sets, and three-way decision
theories. Finally, based on the above four research aspects, some current challenging research problems are ana-
lyzed and prospected.
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当前智能信息时代, 数据体量高速增长, 数据

特性纷繁复杂. 如何从大数据中去粗取精、去伪存

真地挖掘出有效的知识是数据挖掘领域所关注的关

键问题. 而如何从海量的具有不确定性的数据信息

中挖掘和提炼出确定性的知识则是知识发现领域和

认知科学领域所关注的关键问题. 因此, 对于不确

定性信息的转化和处理的研究就受到了诸多学者的

关注. 基于此, 1965年, Zadeh[1] 提出模糊集 (Fuzzy
sets) 理论, 其能够有效地刻画和处理不确定性信
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U = {x1, x2, · · ·, xn}
µA : U → [0, 1] x → µA(x)

x A

U µA(x) A

x A 0 ≤ µA(x) ≤ 1

息. Zadeh[1] 认为任一对象总在一定程度上属于某

一个集合或目标概念, 也可以在不同程度上属于多

个集合或目标概念. 因此, 其给出了“隶属度”的定

义, 通过在有限非空论域   上

给定一个映射函数 ,   来描

述一个对象  隶属于某一目标概念的程度, 称  为

 上的一个模糊集, 称   为   的隶属度函数,
其表示对象  隶属于  的程度, 其中 .
然而, 精确的隶属度值就像是一把双刃剑. 虽然模

糊集能够通过隶属度函数和精确的隶属度值来有效

地刻画一个模糊性概念, 但是对于部分隶属度差距

非常小的对象, 有时无需进行严格区分, 即对于一

般目标概念的刻画和描述并不总是需要完全精确的

隶属度, 反而可以通过一些特定值来表示那些非常

相似的对象. 这与人类习惯通过已有知识来近似刻

画未知事物的认知思想相类似. 此外, 较高的精度

需求也伴随着巨大的计算损耗, 这在模糊集数据体

量较大时尤其明显, 也极大地影响了模糊集理论的

应用[2].

(α, β) (0 ≤ β < α ≤ 1)

A x

(µA(x) ≥ α)

(µA(x) ≤ β) (β < µA(x) < α)

[0, 1]

µA(xi) xi A

为解决上述问题, Pedrycz[2] 提出阴影集 (Shado-
wed set, SS)理论: 一种针对模糊信息数据分析的

三支近似表达模型. 它可以有效地对模糊集中具有

精确值的不确定性对象进行近似表达, 从而减少模

糊决策过程中不确定性对象的决策划分成本和计算

损耗. 如对于信息检索问题, 可以通过一对给定的

近似划分阈值过滤掉大量与检索目标无关的记录,
以快速响应模糊查询的需求[2]. 而阴影集的核心思

想便是通过一对决策阈值    

将模糊集  中具有不确定性的对象  划分到三个

互不相交的区域, 即提升域   、减小域

 和阴影域  . 其中这三

个区域分别用常数值 1、0以及区间值  来表示,
 表示对象  隶属于模糊集 , 即目标概念的

程度. 阴影集通过这种不太精确的、粗糙的三支近

似表达形式替换掉原模糊集中精确值的表达形式,
这有效减少了模糊集中的冗余信息, 即可以理解为

一种针对精确值数据信息的粒化处理手段, 这也使

得阴影集相比模糊集在处理不确定性信息时更加简

洁和高效.
由于阴影集在不确定性信息处理过程中所表现

出来的简单性和有效性, 使其吸引了大量学者展开

研究, 并将其应用到诸多领域. 对此, 本文通过梳理

当前研究现状, 将围绕阴影集所展开的研究工作归

纳为四个方面, 如图 1所示, 即: 1) 阴影集的模型

构建; 2) 阴影集的理论性质; 3) 阴影集的数据分析;
4) 阴影集的应用研究. 其中, 在阴影集的模型构

建方面, 主要关注: 1) 阴影集的表达形式, 尤其是

(α, β)阴影域的表示; 2) 决策阈值对   的求取方法

和语义解释. 在阴影集的理论性质方面, 主要关注:
1) 基于阴影集的模糊关系、结构解释、逻辑运算或

数学性质等; 2) 基于不同模糊集下的阴影集构建分

析. 在阴影集的数据分析方面, 主要关注: 1) 基于

阴影集的聚类/分类算法; 2) 基于阴影集的数据预

处理. 在阴影集的应用研究方面, 主要关注: 1) 图
像分类和识别; 2) 医疗信息处理; 3) 文本分析; 4) 决
策推荐.

本文的研究贡献总结如下: 1) 梳理了阴影集模

型的历史发展脉络, 总结了不同阴影集模型之间的

区别和联系, 介绍了不同模型的核心思想和构建步

骤; 2) 按类别和时间对当前阴影集在各个方面的研

究现状以及不同研究工作之间的递进关系进行了分

析和总结; 3) 分析了阴影集与其他不确定性问题处

理理论之间的联系, 尤其是相关联的模糊集、粗糙

集以及三支决策理论, 并通过应用实例分析了其相互

之间的互补性; 4) 深入分析了当前阴影集研究领域

中所存在的挑战性问题, 以及潜在的研究方向和可

能的研究思路. 本文的逻辑性研究框图如图 2所示. 

1    研究现状
 

1.1    阴影集的模型构建研究

(α, β)

1998年, Pedrycz[2] 首次提出阴影集理论, 即
Pedrycz经典阴影集, 并通过构造一对决策划分阈

值  将模糊集合近似划分为三个部分. 随后, Pe-
drycz 和 Vukovich[3] 讨论了其作为粒计算可能载体

的作用, 并分析了其与模糊集之间的关系[4]. Cattaneo
和 Ciucci[5−6] 研究了阴影集的代数结构, 并在阴影

集表达形式基础上首次提出用常数值 0.5来近似表

达阴影域, 即 0.5SS (0.5 shadowed set). 随后, Deng
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图 1    阴影集研究的四个主要方面

Fig. 1    Four main aspects of shadowed set research
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(α, β)

(α, β)

(α, β)

[β, α] [0, 1]

(α, β)

和 Yao[7−8] 结合贝叶斯理论, 提出基于隶属度均值

的决策理论阴影集 (Mean value based decision
theoretic shadowed set, MDTSS), 并通过最小化

划分动作所造成的决策代价来寻找最优 . 此
外, Yao等[9] 基于阴影集进一步提出针对模糊集的

通用三支近似框架, 并总结了计算  的三个准

则, 即不确定性不变性、最小距离和最小代价. Zhang
和 Yao[10−11] 则提出博弈论阴影集 (Game theoretic
shadowed set, GTSS), 其结合博弈论的折中原则分

析了阴影集不同划分操作所造成的隶属度误差之间

的竞争关系, 并通过重复博弈机制来求取最优 ,
为决策阈值的求取提供了新的语义解释, 并为阴影

集的构建提供了一种新颖的视角. Zhang等[12] 从熵

的角度出发, 提出区间阴影集 (Interval shadowed
set, ISS), 其用区间值  代替  来表示阴影

域, 并定义一种测量阴影域模糊熵的方法, 通过建

立平衡三个区域不确定性的目标函数 (即模糊熵)
来求取构建 ISS模型的决策阈值. Gao等[13] 则从熵

的角度出发, 提出模糊熵均值阴影集 (Mean en-
tropy based shadowed set, MESS), 其讨论分析了

不同划分操作所产生的模糊熵损失, 并提出相应决

策划分规则, 通过规则推导出不涉及人为设定参数

的 . 随后, 对MESS进行了迭代改进, 使其具

有更小的熵损失. 受 GTSS模型的启发, Zhang等[14]

和高满[15] 还从熵的角度出发, 基于博弈论的折中原

则分析了阴影集不同划分操作所造成的熵损失, 从
博弈对象、策略、收益函数和停止条件四个方面展

开讨论, 构建了基于模糊熵的博弈论阴影集 (Game

theoretic shadowed set based on fuzzy entropy,
FE-GTSS). 近期, Luo等[16] 在 ISS模型的基础上,
提出一种改进模型, 即 New-ISS. Gao 等 [17] 则在

GTSS和 FE-GTSS模型的基础上, 进一步提出基

于不确定性和决策代价博弈分析的阴影集 (Shad-
owed set based on game analysis of uncertainty
and decision cost, UC-GTSS).

[β, α]

δ

δ = 0.5 δ

δ δ

δ∗ δ δ∗

{p, m, n}

显然, 这些模型设计了不同的三支近似表达形

式或阈值计算方法, 以增强阴影集的语义解释或近

似划分能力. 在表达形式方面, 可总结如图 3所示.
图 3(a)为 SS模型, 图 3(b)为 ISS和 New-ISS模

型, 其阴影域通过区间值  表示. 图 3(c)代表

了 0.5SS、MDTSS、MESS、GTSS、FE-GTSS和

UC-GTSS模型, 区别在于阴影域由一个常数值 

表示, 而非区间值. 其中在 0.5SS、GTSS和UC-GTSS
模型中,  ; 在MDTSS模型中,   通过隶属度

均值  表示; 在 MESS模型中,   通过模糊熵均值

 表示; 而 FE-GTSS则讨论了  为 0.5和  两种

情况下的模型构建. 图 3(d)是 Yao等[9] 所提出的三

支近似通用表达框架, 如式 (1)所示, 三个近似域分

别通过三个常数值  表示, 其具体数值可

根据待解决问题和应用场景来设定, 不局限于某一

固定值.

SµA
(x) =


p, µA(x) ≥ α

m, β < µA(x) < α

n, µA(x) ≤ β

(1)

 

研究框图

基本介绍

1) 阴影集被提出的背景和原因

2) 阴影集的核心思想和创新性

3) 阴影集当前的四个研究方向

4) 本文的研究动机及主要贡献

1.1 阴影集的模型构建研究
(总结见表 1, 图 3)

1.1.1 经典阴影集

1.1.2 决策理论阴影集

1.1.3 博弈论阴影集

1.1.4 区间阴影集

1.1.5 基于模糊熵均值的决策理论阴影集

1.1.6 基于模糊熵的博弈论阴影集
1.1.7 其他

1.2 阴影集的理论性质研究
(总结见表 5, 表 6)

1) 阴影集的模糊关系、结构解释、
   逻辑运算或数学性质等

2) 基于不同模糊集下的
   阴影集构建分析

1.3 阴影集的数据分析研究
(总结见表 7)

1.4 阴影集的应用研究
(总结见表 8)

1) 基于阴影集的聚类算法

2) 基于阴影集的分类算法

3) 基于阴影集的数据预处理

1) 图像分类与识别

2) 医疗信息处理

3) 文本分析

4) 决策推荐

1 研究现状

2 阴影集与其他理论
  模型的联系

不同粒计算模型的核心思想及关系分析 (总结见表 9, 图 7)

与阴影集相关联的
模型联系分析

1) 阴影集与模糊集

2) 阴影集与粗糙集

3) 阴影集与三支决策

4) 阴影集与三者的互补性探讨

3 问题分析与研究展望

4 结束语
全文工作总结

如何将阴影集的构建,

1) 从单准则约束推广到多准则约束?

2) 从单粒度空间推广到多粒度空间?

3) 从静态数据空间推广到动态或增量数据空间?

4) 如何定义不同阴影集模型之间的运算算子、规则, 并挖掘其中的运算性质?

5) 如何以数据分析或实际应用任务为导向来构造阴影集模型的目标函数?

 

图 2    研究框图

Fig. 2    Research framework diagram
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总结不同阴影集模型的特性如表 1所示. 下面

详细介绍不同阴影集模型的核心思想和构建步骤. 

1.1.1    经典阴影集

U

µA : U→ [0, 1] x → µA(x) U = {x1, x2, · · ·,
xn} A U µA(x) A

x A

定义 1[1] (模糊集). 设在非空有限集  上的映

射 ,  , 其中  
,   表示  上的一个模糊集,   表示  的隶

属度函数, 其意味着集合中对象  属于模糊概念 

的程度, 值越大则隶属程度越高, 反之则越低.
U α

β 0 ≤ β < 0.5 < α ≤ 1

α+ β = 1 U {0, [0, 1], 1}
S : U → {0, [0, 1] , 1}

定义 2[2] (阴影集). 设  为非空有限论域,   和

 为两个实数且满足不等式  ,
, 则定义  到集合  的映射函

数  为阴影集, 如下所示

SµA
(x) =


1, µA(x) ≥ α

[0, 1] , β < µA(x) < α

0, µA(x) ≤ β

(2)

(α, β)

Ele(α, β)(µA)

Red(α, β) (µA) Shadow(α, β)(µA)

对决策划分阈值  的求取, Pedrycz[2]提出不

确定性不变性准则, 即通过平衡提升域  、

减小域  和阴影域  之

间的不确定性变化 (即模糊熵变化) 来求取和解释

(α, β)最优 , 如图 3(a)和式 (3)所示

Ele(α, β) (µA) +Red(α, β) (µA) = Shadow(α, β) (µA)
(3)

(α, β)

V(α, β) (µA)

随后, 将其转化为最优化问题: 对于给定的任

意模糊集, 通过最小化模糊熵损失求取最优 ,
即式 (4). 其中  为目标函数, 如式 (5)所示

arg min
(α, β)

V(α, β) (µA) (4)

V(α, β) (µA) =
∣∣Ele(α, β) (µA) +Red(α, β) (µA)−

Shadow(α, β) (µA)
∣∣ (5)

(α, β) x

µA(x) ≥ α x

Ele(α, β) (µA) µA(x) ≤ β x

Red(α, β) (µA) β < µA(x) < α x

Shadow(α, β) (µA)

基于决策阈值对 , 模糊集中的对象  将

被近似划分到三个子集: 当   时,   被划

分到  ;  当   时 ,    被划分到

;  当   时 ,    被划分到

. 

1.1.2    决策理论阴影集

Cattaneo和 Ciucci[5−6] 提出用隶属度常数值 0.5
来表示阴影域, 而不再是式 (2)中的区间值 [0, 1],
其意味着阴影域中的对象具有最大的不确定性. 随

 

1

0

b

a

mA(x)
阴影域

提升域 减小域

1

0

b

a

mA(x)
阴影域

提升域 减小域

1

0

ae

as

as

ar

b

a

d

mA(x)
阴影域

提升域 减小域

p

m

n

1

0

b

a

mA(x)
阴影域

提升域 减小域

(a) 区间表示
(a) Interval representation

(d) 通用框架
(d) Common framework

(b) 区间表示
(b) Interval representation

(c) 常数表示
(c) Constant representation

x x x x

 

图 3    阴影集的几种三支近似表达形式

Fig. 3    Several three-way approximate expressions of shadowed set

 

表 1    不同阴影集之间的区别和联系

Table 1    The difference and relation between different shadowed sets

年份 文献 模型 阴影域 构建准则 分析视角 构建方法 人为参数设定 时间复杂度

1998 [2] SS [0, 1] 不确定性不变性 不确定性损失 最优化目标函数 — O(n)

2003 [5−6] 0.5SS 0.5 不确定性不变性 不确定性损失 最优化目标函数 — O(n)

2013, 2014, 2017 [7−9] MDTSS δ 最小成本 隶属度误差 决策划分规则推导 λe, λr, λs↓, λs↑ O(n)

2018, 2020 [10−11] GTSS 0.5 最小成本 隶属度误差 博弈竞争机制 cE , cR O(n2)

2020 [12] ISS [β, α] 不确定性不变性 不确定性损失 最优化目标函数 — O(n)

2020 [13] MESS δ∗ 不确定性不变性 不确定性损失 决策划分规则推导 — O(n)

2020 [14−15] FE-GTSS δ0.5,  不确定性不变性 不确定性损失 博弈竞争机制 cE , cR O(log2n)

2023 [16] New-ISS [β, α] 不确定性不变性 不确定性损失 最优化目标函数 — O(nlog2n)

2023 [17] UC-GTSS 0.5
最小成本,

不确定性不变性

隶属度误差,
不确定性损失

博弈竞争机制 cE , cR O(n)
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δ

S (µA) = {x ∈ U |0 <

µA(x) < 1} card (·)

后, Deng和 Yao[7−8] 分析认为用固定值 0.5并不能

总是合理地代表所有对象的不确定性, 因此提出采

用模糊集对象的隶属度平均值  来表示阴影域对象

的隶属度水平, 其更能反映真实数据的分布情况,
如图 3(c)和式 (6)所示, 其中  

 表示不确定性对象的集合,   表示

集合的基.

δ =

∑
x∈S(µA)

µA(x)

card (S (µA))
(6)

(α, β)

∀x ∈ U

Actions = {ae, ar, as↓, as↑}
a Ea λa

a ∈ Actions ae ar

µA(x) as↓

as↑ µA(x) δ δ

Ea λa

随后, Deng和 Yao[7−8] 结合贝叶斯决策理论,
以最小化阴影集三个区域中对象的决策划分代价

为目标, 即最小代价准则, 求取最优  , 提出

MDTSS模型以及基于阴影集的决策理论三支近似

模型. 结合图 3(c) 可知, 对于 , MDTSS给

出了四种划分   , 每种划

分   均会造成相应决策误差   和决策代价  ,
, 总结如表 2所示. 其中  和  分别表

示将   提升至 1 和减小至 0 的划分动作, 
和  分别表示将  减小至  和提升至  的划

分动作,   则表示对象的隶属度变化差值,   表示

该划分动作的代价权重, 其值由专家经验设定.

  
表 2    MDTSS中划分所造成的误差和代价

Table 2    Error and cost caused by partitions in MDTSS

划分操作 模糊集 阴影集 Ea决策误差 λa决策代价 
ae µA(x) 1 1 − µA(x) λe

ar µA(x) 0 µA(x) − 0 λr

as↓ µA(x) ≥ δ δ µA(x) − δ λs↓

as↑ µA(x) < δ δ δ − µA(x) λs↑

 

(α, β)

R (α, β)

U

R (a |x ) x a

Ea λa

(α, β) λe, λr,

λs↓, λs↑ λs↓ ≤ λr λs↑ ≤ λe

λe + λs↓ ̸= 0 λr + λs↑ ̸= 0

MDTSS同样将  的求取转换为最优化问

题, 即式 (7). 其中  为决策损失函数, 其表

示论域  中所有对象的决策总损失, 如式 (8)所示.
 表示对象  执行划分动作  时所造成的损

失, 通过决策误差   和相应决策代价   的乘积

表示. 进一步通过构建决策划分规则以及规则的约

简和推导求取 , 如式 (9) 所示, 其中 

 均大于等于 0 且满足  ,  ,
,  .

arg min
(α, β)

R (α, β) (7)

R (α, β) =
∑
x∈U

R (a |x ) =
∑
x∈U

Ea × λa =

∑
x∈U

Ea (µA(x))× λa (8)

α =
λe + δλs↓

λe + λs↓
, β =

δλs↑

λr + λs↑
(9)

 

1.1.3    博弈论阴影集

(α, β)

Zhang和 Yao[10−11] 将博弈论与阴影集相结合,
提出 GTSS模型. 而博弈论的最终目的是尽可能为

不同博弈玩家找到对个人而言最有益的行为策略,
并构建一种状态, 在该状态下所有博弈玩家之间的

收益都保持均衡或尽可能满足折中的原则[18−19]. 基
于此, Zhang和 Yao[10−11] 分析了阴影集中不同划分

操作所造成隶属度误差之间的博弈关系, 引入博弈

论的折中思想来平衡不同类型隶属度误差, 并通过

重复博弈机制来求取最优 .

x (α, β)

TEMem
(α, β) (µA)

TRMem
(α, β) (µA)

R0 (µA) Rδ (µA) E1 (µA) Eδ (µA)

以连续型模糊隶属度函数为例, 如图 4 所示,
在阴影集近似划分过程中, 对象  通过  采取

提升隶属度和减小隶属度这两种操作. 显然, 将形

成两种误差: 提升误差  (黄色区域)和减

小误差  (蓝色区域), 分别如式 (10) 和式

(11)所示, 其中 ,  ,   和 

分别表示对象在不同区域隶属度变化所造成的误差.

TEMem
(α, β) (µA) = E1 (µA) + Eδ (µA) (10)

TRMem
(α, β) (µA) = R0 (µA) +Rδ (µA) (11)

  

隶属度提升的区域
E1

Rd

Ed

R0

x1
xxd

a = 1, b = 0

a = 0.5, b = 0.5

d = 0.5

m A
(x

)

(a, b) 范围
逐步减小

0

1

b

a

隶属度减小的区域

 

图 4    GTSS中两种隶属度误差随决策阈值的博弈变化

Fig. 4    The game variation of two kinds of
membership errors with decision threshold in GTSS

 

(α, β)

显然, 由图 4中黄色区域和蓝色区域可知, 这
两种隶属度误差随   的变化始终呈相反的变

化趋势, 即一方增大, 另一方必然减小. Zhang和
Yao[10−11] 认为这与博弈论的核心思想是相似的: 所
有博弈玩家均试图最大化个人收益, 即最小化个人

损失, 然而所有玩家的个人收益却会受到其他玩家

行为策略的干扰, 形成合作或非合作博弈的局面.
因此, 基于折中原则的考虑, 所有玩家将寻找一种

新的策略, 该策略令所有玩家的博弈收益形成平衡

状态, 这种平衡是所有玩家的理想状态. 基于该策

略, 玩家的个人收益既不是最好的, 也不是最坏的,
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(α, β)

(α, β)

但却能够最大化所有玩家的总收益[18−19]. 综上, GTSS
模型将划分操作所形成的两种隶属度误差分别作为

博弈对象, 将  的阈值变化作为博弈策略, 以
两种隶属度的总误差最小 (即博弈收益最大)作为

博弈目标, 进行博弈均衡分析, 构建如表 3所示的

博弈收益表, 并通过限定博弈策略的数量来迭代更

新博弈收益表, 通过重复博弈的形式来寻找最优的

决策划分阈值对 . 为易于理解, 相比文献 [10−11],
在表 3中对符号表示进行了简化.

n1 =

TRMem
(α, β)(µA) n2 = TEMem

(α, β)(µA)

Sn1
= {α1, α2, · · ·, αp} Sn2

= {β1, β2, · · ·, βq}
p, q ∈ N+ Pni

(αp, βq) ni (αp, βq)

C C

(α, β) Pn1
(αp, βq) Pn2

(αp, βq)

(αp, βq)

由表 3可知, 在GTSS中, 博弈对象分别为 

 和 , 博弈策略集分别

为  和  ,
其中 ,   表示  执行  时

的收益, 如式 (12)及式 (13)所示, 其通过一个常量

值  与隶属度损失的差值来表示. 其中, 常量值 

及收益函数可根据不同的研究背景和待解决问题来

设定[11]. 在 GTSS中, 博弈的停止条件 (即确定最优

 的条件)为: 使得  和 

之和最大的 .

Pn1
(αp, βq) = C − TRMem

(αp, βq)
(µA) (12)

Pn2
(αp, βq) = C − TEMem

(αp, βq)
(µA) (13)

 

1.1.4    区间阴影集

[β, α]

(α, β)

Zhang等[12] 首先提出区间模糊熵的计算方法,
随后提出 ISS模型, 其使用  来代表阴影域对

象, 替代传统模型的 [0, 1], 如定义 3及图 3(b)所
示, 并以最小化模糊熵损失为目标构建求取最优

 的目标函数.
U

α β 0 ≤ β < α ≤ 1 α+ β = 1

U {0, [β, α], 1} S∗ : U →
{0, [β, α], 1}

定义 3[12] (区间阴影集). 设  为非空有限论域,
 和  为两个实数, 并且 ,  ,

则定义  到  的映射函数, 即 

 为区间阴影集, 如下所示

S∗
µA

(x) =


1, µA(x) ≥ α

0, µA(x) ≤ β

[β, α], β < µA(x) < α

(14)

[β, α]相比定义 2, Zhang等[12] 分析认为区间 

相比 [0, 1]能够使得所构建阴影集与模糊集之间具

有更小的不确定性损失, 即模糊熵损失, 而更小的

模糊熵损失意味着阴影集更有效. 对此, 文献 [2−4]
曾指出: 阴影集本质上是对模糊集的一种符号表示,
即模糊信息的粒化处理, 而基于粒计算思想来看,
可理解为同样的知识在不同粒度层次下的体现, 前
者是粗粒度, 后者是细粒度. 综上, 当阴影集与模糊

集之间的熵损失越小, 则阴影集对模糊集的近似描

述就越好, 即两者间所蕴含知识量和信息量的一致

性就保存的越好.

ē[a, b](x) [a, b] x

[a, b] ⊆ [0, 1] µA(x)

[a, b]

在 ISS模型中, 模糊集与阴影集之间的不确定

性损失通过模糊熵损失来衡量, 后者是 Liu[20] 所提

出的一种描述模糊集合不确定性程度的方法. Zhang
等[12] 分析发现传统模糊熵度量方法仅针对模糊集

有效, 无法直接用于阴影集. 因此, 提出阴影集的模

糊熵度量方法, 即针对阴影区间的模糊熵度量方法,
如式 (15)所示,   表示区间  内对象  的

区间模糊熵, 其中 ,   等概率地取

到  中的任何值.

ē[a, b](x) =
1

b− a

∫ b

a

µA(x)(1− µA(x))dµA(x) (15)

eEle
(α, β)(µA) eRed

(α, β)(µA)

eShadow
(α, β) (µA) (α, β)

(α, β)

E(α, β)(µA)

ISS 模型同样通过平衡阴影集提升域模糊熵

 、减小域模糊熵   以及阴影域

模糊熵  之间的变化来寻找最优 ,

如图 3(b) 及式 (16)所示, 并将其转化为最优化问

题, 通过最小化模糊熵损失来求取最优 , 如
式 (17)所示. 其中,   为目标函数, 如式 (18)
所示.

eEle
(α, β)(µA) + eRed

(α, β)(µA) = eShadow
(α, β) (µA) (16)

arg min
(α, β)

E(α, β)(µA) (17)

E(α, β)(µA) =
∣∣∣eEle

(α, β)(µA) + eRed
(α, β)(µA) −

eShadow
(α, β) (µA)

∣∣∣ (18)

 

表 3    博弈机制下阴影集的博弈收益

Table 3    Game payoff of shadowed set under game mechanism

博弈对象 n2

博弈策略 β1 β2 · · · βq

n1

α1
⟨
Pn1 (α1, β1) , Pn2 (α1, β1)

⟩ ⟨
Pn1 (α1, β2) , Pn2 (α1, β2)

⟩
· · ·

⟨
Pn1 (α1, βq) , Pn2 (α1, βq)

⟩
α2

⟨
Pn1 (α2, β1) , Pn2 (α2, β1)

⟩ ⟨
Pn1 (α2, β2) , Pn2 (α2, β2)

⟩
· · ·

⟨
Pn1 (α2, βq) , Pn2 (α2, βq)

⟩
...

...
...

...
...

αp
⟨
Pn1 (αp, β1) , Pn2 (αp, β1)

⟩ ⟨
Pn1 (αp, β2) , Pn2 (αp, β2)

⟩
· · ·

⟨
Pn1 (αp, βq) , Pn2 (αp, βq)

⟩
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(α, β)综上, 可求得 ISS模型的 , 进而将模糊

集中的对象近似划分到提升域、减小域和阴影域. 

1.1.5    基于模糊熵均值的决策理论阴影集

(α, β)

(α, β)

S∗ : U → {0, δ∗, 1}
_
e(A)

0 < δ∗1 ≤ 0.5 0.5 ≤ δ∗2 < 1

δ∗1 + δ∗2 = 1

针对 0.5SS和MDTSS模型需要人为设定代价

参数所带来的主观性问题以及模型模糊熵损失较大

等问题, Gao等[13] 提出MESS模型, 其从模糊熵的

角度探讨了阴影域的表示, 分析了决策划分过程中

不同划分行为所造成的熵损失, 在新提出的决策理

论划分规则基础上, 推导出 , 其无需人为设定

代价参数, 避免了主观性, 并通过迭代的形式优化了

. 基于定义 2, MESS模型给出了新的三支近

似映射形式, 即 , 其利用全体模

糊对象的模糊熵均值  来表示阴影区域对象的

不确定性水平, 即式 (19) (处理连续型数据)及式 (20)
(处理离散型数据), 进而求得阴影域对象的隶属度

代表值, 即式 (21), 其中 , 
且 .

elx(A) =

∫
x∈S(µA)

µA(x)(1− µA(x))dx

card(S(µA))
(19)

els(A) =

∑
x∈S(µA)

µA(x)(1− µA(x))

card(S(µA))
(20)

δ∗1 =
1−

√
1− 4

_
e (A)

2
, δ∗2 =

1 +
√
1− 4

_
e (A)

2
(21)

(α, β)

Actions = {ae, ar, as↓, as↑}
El(a|x) a ∈ Actions

对于  的求取, 受MDTSS的启发, MESS
结合贝叶斯决策理论, 并以最小化阴影集三个区域

中对象的决策划分代价为目标构建目标函数, 与
MDTSS所不同的是, MESS模型的决策代价为模

糊熵损失, 而非隶属度损失. 给出阴影集的四种划

分操作   及其相应的模

糊熵损失 ,  , 如表 4所示.

 
 

表 4    MESS中划分所造成的熵损失

Table 4    Entropy loss caused by partitions in MESS

划分动作 模糊集 阴影集 El(a|x)熵损失 
ae µA(x) 1 El(ae|x)

ar µA(x) 0 El(ar|x)

as↓ µA(x) ≥ δ∗ δ∗ El(as↓|x)

as↑ µA(x) < δ∗ δ∗ El(as↑|x)

 

∀x ∈ U

El(a |x )
Eb Ee

U El (α, β)

由表 4可知, 在MESS中,   在执行划分

操作时所造成的模糊熵损失函数 , 如式 (22)
所示,   和  分别代表执行划分操作前和操作后的

模糊熵. 进而构建  中全体对象的损失函数 ,

(α, β)

α+ β = 1

如式 (23)所示, 将其视为最优化问题, 并进一步构建

决策划分规则, 通过规则的约简和推导来求取 ,
分别如式 (24)和式 (25)所示, 其中 .

El(a|x) = |Ee − Eb| (22)

El(α, β) =
∑
x∈U

El(a|x) =
∑
x∈U

|Ee − Eb| (23)

arg min
(α, β)

El(α, β) (24)

α =
1 +

√
1− 2δ∗1δ

∗
2

2
, β =

1−
√
1− 2δ∗1δ

∗
2

2
(25)

(α, β)
_
e (A)

S(µA) = A
_
e (A)

A

(α, β)

(α, β)

_
e (A)

(α, β)

此外, Gao 等 [13] 分析基于上述步骤所求取的

 虽然减小了模糊熵损失, 但不能使MESS具

有最小的模糊熵损失, 其主要原因是初次求取 

时,  , 这其中包含了部分隶属度非常接近

1或 0的对象, 即确定性对象, 这使得  在初次

计算时不能充分代表  中对象不确定性水平, 从而

影响  的计算. 因此, MESS采用了模型迭代

的方法[13], 利用初次求取的  来约束不确定性

对象的集合, 筛选出不确定性较小的对象, 保留不

确定性较大的对象, 用作下一次  的求取, 从而实

现最优  的迭代搜索, 减小模型的模糊熵损失. 

1.1.6    基于模糊熵的博弈论阴影集

(α, β)

(α, β)

(α, β)

(α, β)

传统 GTSS通过对隶属度误差之间的博弈分

析寻找最优 , 然而其缺乏对不确定性变化的

考虑, 这使得所构建 GTSS虽然具有较小的隶属度

误差, 但却可能存在较大的不确定性损失. 此外, 在
GTSS中, 当  的精度要求越高, 则博弈策略

的搜索时间越长, 即最优   的搜索效率较低.
因此, Zhang等[14] 提出 FE-GTSS, 其遵循文献 [2−4]
提出阴影集时的初衷, 即最小化不确定性损失, 直
接基于不确定性的视角, 结合博弈论的折中原理[18−19],
对阴影集不同划分操作所造成的不确定性损失 (即
模糊熵损失)进行博弈分析. 并从博弈的对象、策略、

收益函数和停止条件四个方面讨论了模型的构建步

骤. 此外, FE-GTSS还采用二分法替换传统 GTSS
中的顺序查找法, 从而提高最优  的查找效率.
此外, Zhang等[14] 还基于对数据特性的考虑, 对模

型进行了扩展分析.

∀x (α, β)

TEEnt
(α, β) (µA)

TREnt
(α, β) (µA)

Re1(µA) Re0(µA)

以连续型模糊隶属度函数为例, 如图 5所示, 在
阴影集近似划分过程中,   通过  采取提升或

减小隶属度这两种操作时, 将造成两种类型的模糊

熵损失: 模糊熵提升的损失  (黄色区域)

和模糊熵减小的损失  (蓝色区域), 分

别如式 (26)和式 (27)所示, 其中 ,  ,
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Eδ1 (µA) Eδ2 (µA) 和  分别表示对象在不同区域模糊

熵变化所造成的损失.

TEEnt
(α, β) (µA) = Eδ1 (µA) + Eδ2 (µA) (26)

TREnt
(α, β)(µA) = Re1(µA) +Re0(µA) (27)

(α, β)

n1 = TREnt
(α, β) (µA) n2 = TEEnt

(α, β) (µA)

(α, β) Sn1
= {α1,

α2, · · ·, αp} Sn2
= {β1, β2, · · ·, βq}

(α, β)

C

Pn1
(αp, βq)

Pn2
(αp, βq) (αp, βq)

显然, 无论  如何变化, 两种模糊熵损失

始终呈相反的变化趋势, 即形成非合作型博弈. 因此,
FE-GTSS 模型将两种模糊熵损失作为相互博弈

的对象, 即,  ,  ;

将  的阈值变化作为博弈策略, 即 

 和 ; 将模糊熵的

总损失最小 (即博弈收益最大)作为博弈目标, 博弈

收益函数如式 (28)及式 (29)所示. 并构建如表 3
所示的博弈收益表, 通过博弈均衡分析来搜索最优

. 在 FE-GTSS中, 博弈收益函数的设定以及

常数值  的设定可根据实际应用场景和待解决问

题来设计. 博弈的停止条件为: 使得  和

 之和最大的 . 此时, FE-GTSS

获得最大博弈收益, 即最小的模糊熵损失, 这更好

地遵循了不确定性不变性准则.

Pn1
(αp, βq) = C − TREnt

(αp, βq)
(µA) (28)

Pn2
(αp, βq) = C − TEEnt

(αp, βq)
(µA) (29)

 

1.1.7    其他

近期, Luo等[16] 基于不确定性不变性准则, 在
ISS模型的基础上提出一种改进模型, 即 New-ISS,
设计一种新的不确定性平衡目标函数以及阈值对快

速求取算法, 其目的是使得 New-ISS模型具有更小

的模糊熵损失和时间损耗. Gao等[17] 在 GTSS和

FE-GTSS模型的基础上, 继续将阴影集与博弈论

相结合, 探究了基于多个构建准则约束条件下的阴

影集构建方法, 提出基于不确定性和决策代价博弈

分析的阴影集, 即 UC-GTSS模型. 该工作着重讨

论了如何通过博弈机制同时满足不确定性不变性准

则和最小成本准则, 尝试将阴影集构建从传统的单

一准则约束推广到多准则约束. 此外, 不同于当前

阴影集构建准则都侧重于模型构建过程的语义解释

和阈值确定的合理性, 该工作还从划分结果有效性

的角度对 UC-GTSS进行了扩展和讨论, 如近似分

类精度与覆盖率之间的博弈, 划分区域的基尼系数

之间的博弈等. 这些工作丰富了决策阈值的语义解

释和合理性, 也增强了阴影集的应用价值, 使其能

够满足更多的应用场景. 因篇幅限制, 不再详细介

绍, 可参考文献 [16−17]. 

1.2    阴影集的理论性质研究

鉴于阴影集对不确定性信息近似划分处理所体

现出的有效性, 诸多学者围绕其理论性质展开了研

究, 可总结如下两方面.

{n,
m, p} {0, [0, 1], 1}

(α, β)

C

C

(α, β)

在阴影集的模糊关系、结构解释、逻辑运算或

数学性质等方面: 2003年, Cattaneo和 Ciucci[5−6]

研究了阴影集与模糊集之间的关系, 并从代数的角

度分析阴影集, 其定义一种 BZMV代数结构, 使得

给定一个模糊集可以返回特定的阴影集, 并对该代

数结构进行了理论分析和证明, 并首次提出用精确

值 0.5来近似表达阴影域. 文献 [3−4]以平衡数据的

定性布尔描述和定量隶属度描述为目标, 结合粒计

算的思想对阴影集进行阐述, 并详细介绍了其概念

和被提出的动机, 分析了其基本逻辑运算和应用性,
并在模糊聚类场景中讨论分析了阴影集三个表达值

的解释能力. 2013年, 区别于传统区间模糊数近似

和梯形模糊数近似算法, Grzegorzewski[21] 提出结合

阴影集的模糊数近似算法, 并讨论其基本性质以及

对细粒度计算的益处, 新算法能有效消除描述不精

确现象时的过度精度问题, 并分析了新算法相比经

典阴影集近似方法的优势. 2017年, Yao等[9] 提出

一个研究模糊集三支近似的通用框架, 用三值 

 的形式替代阴影集  的表达形式,
即式 (1), 并通过回顾现有研究总结了求取和解释

阴影集   的三个基本准则: 不确定性不变性,
最小距离, 最小成本, 其中最小距离准则是最小成

本准则的一种特例[22]. 文献 [23−24]在文献 [8−9]所
提出的决策理论阴影集基础上, 采用一个变量值 

替换常量值 0.5来表示阴影域, 并通过分析阴影集

中的提升和降低操作, 引出四个划分代价参数, 进
而建立新的目标函数. 详细讨论了  值的四种特殊

情况及其与  的关系和性质. 并通过引入粒子

群算法优化目标函数, 以最小化总代价为目标搜索

 

模糊熵提升的区域

Ed2

Ed1

Re0

Re1

x1
xxd
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(x
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1

b

d

a
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图 5    FE-GTSS中两种模糊熵损失随决策阈值的博弈变化

Fig. 5    The game variation of two fuzzy entropy losses
with decision threshold in FE-GTSS
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C (α, β)

(α, β)

α β

最优  值和相应的 . 2019年, Zhou等[22, 25] 详

细分析了 Pedrycz[2] 和 Yao等[9] 所构建的三支近似

阴影集模型的连续性和凸性, 以及最优解的存在性

和唯一性, 并发现即使在相同的优化模型下也会产

生不同的近似划分区域, 这需要新的标准来构造阴

影集, 因此提出被动和主动约束阴影集的概念, 分
析了其数学性质, 并设计一种快速求取最优阈值的

算法. 2019年, Zhao和 Yao[26] 提出一种三支模糊划

分的概念框架, 其将阴影集的思想应用于非空模糊

集簇, 从而构建该簇的三支近似, 即阴影集簇. 引入

了  的三对性质来定义、描述和分类三支模糊

划分, 即  和  的不相交性质、重叠性质和覆盖性

质. 此外, 利用两组性质给出了三支模糊划分的一

般定义, 并通过考虑所有可能的非等价性质子集得

到了 21种三支模糊划分, 深入研究了其中 3种, 并
分析了它们与划分、模糊划分和区间集簇之间的联

系. 2020 年, Ciucci 和 Yao [27] 作为国际期刊 In-
formation Sciences 的客座编辑, 发表特刊介绍了

粒计算理论、阴影集理论以及三支决策理论三者之

间的关系和协同作用, 并总结了部分代表性研究工

作. 2022年, Boffa等[28] 探讨了模糊集上聚合算子

与阴影集上相应聚合算子之间的关系, 并重点研究

了模糊集近似为阴影集的同态条件. 利用同态条件

从所有潜在运算的集合中找到了阴影集上有运算意

义的类, 并提出了满足同态条件的一类新聚合算子.
综上所述, 围绕阴影集理论性质的研究可总结如

表 5所示.

 
 

表 5    阴影集理论性质的研究总结

Table 5    Research summary of theoretical properties of
shadowed set

研究内容 文献

阴影集的代数结构 [5−6]

阴影集与粒计算的关系及被提出的动机 [3−4]

基于阴影集的模糊数近似方法及性质和益处 [21]

阴影集的三支近似通用表达框架及构建准则总结 [9]

阴影集阴影区域表达参数与决策阈值的关系和性质 [23−24]

阴影集的连续性和凸性及最优解的存在性和唯一性 [22, 25]

基于阴影集的模糊划分框架及划分阈值的性质 [26]

阴影集、粒计算及三支决策理论三者间的协同作用 [27]

阴影集的聚合算子及其与模糊集之间的同态条件 [28]

 

基于不同模糊集下的阴影集构建分析方面 :
2013年, Tahayori等[29] 提出一种基于渐进数的模

糊集模糊性表示方法, 并证明了模糊测度的不同选

择可能导致不同阴影集. 随后, 提出一种针对任意

模糊集的阴影集构建公式, 其通过去模糊化处理来

α1 α2

α1 < 0.5 α2 ≥ 0.5 α1 ̸= 1− α2

计算从给定模糊集导出阴影集所需的最优阈值. 区
别于 Pedrycz[2] 从三角模糊集和高斯模糊集等连续

型论域求出阴影集的最优阈值, Tahayori等[29] 提出

的方法能够处理离散型论域以及任意隶属函数所描

述的模糊集, 并且其同时遵循不确定性不变性原则.
2017年, Cai等[30] 认为在实际应用中具有时变隶属

度的动态模糊集更为常见, 因此其探讨了基于动态

模糊集的阴影集构建方法, 包括经典阴影集中三划

分区域不确定性平衡的方法以及基于贝叶斯理论下

最小化决策代价的方法. 2017年, Bose和 Mali[31]

采用模糊集基数的渐进形式来表示模糊集的模糊

性, 并证明了两者之间的关系, 随后通过两个不同

且非对称的阈值  和  来增强阴影域划分的灵活

性, 即 ,   且 , 最后以最

小化模糊性差异为目标, 求取构建阴影集的最优阈

值. 2019年, 文献 [32−33] 以最小化不确定性差异

为目标, 提出两种阴影集构建算法: 在文献 [32]中
描述了一种基于不确定性平衡的平均值方法, 阐述

了如何从连续模糊隶属函数中求取最优划分阈值;
在文献 [33]中则分析了在离散型模糊隶属函数下

的最优划分阈值求取, 并且给出了量化给定集合不

确定性的方法, 同时通过穷举搜索的形式寻找对模

糊集近似的最佳对称阈值. 最近, William-West和
Ibrahim[34] 还提出一种针对不确定性和确定性平衡

考虑的构建准则, 将阴影集的划分域从 3个推广到

5个, 讨论了最优阈值的求取, 并分析了其存在性和

唯一性. 2020年, Campagner等[35] 基于信息论探讨

了将直觉模糊集近似为阴影集的方法, 其目标依旧

是最小化两者间的不确定性差异, 从而保持原始直

觉模糊集中通过熵度量所表示的不确定性, 并提出

三种构建阴影集的高效优化算法, 分别对应考虑了

模糊性和知识的缺失性以及两者的整体考虑. 2021
年, Yang和 Yao[36] 研究了从 Atanassov直觉模糊

集构造阴影集的两种可能方案, 方案 1将隶属度和

非隶属度函数视为一对评估函数来构建, 方案 2将
隶属度和非隶属度函数组合成一个评估函数来构

建. 前者应用于基于二评估的三支决策模型, 后者应

用于基于单一评估的三支决策模型, 此外还引入了

切比雪夫距离来解决评估过程中的阈值求取问题.
随后, 在 2022年, Yao和 Yang[37] 基于商空间理论

提出粒粗糙集、概率粒粗糙集以及粒阴影集三种三

支近似模型, 并详细分析了模型的构造过程和理论

性质, 其核心变化是将论域中的划分对象由单个对

象改变为具有不可分辨关系的单个等价类. 特别地,
通过对距离函数和划分代价的考虑, 给出了构建粒

阴影集时三个区域的决策划分规则. 此外, 还分析

证明了使得三个模型近似结果一致的必要条件. 综
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上所述, 基于不同模糊集的阴影集构建研究可总结

如表 6所示.

 
 

表 6    基于不同模糊集的阴影集构建研究总结

Table 6    Research summary of shadowed set
construction based on different fuzzy sets

研究内容 文献

任意隶属度函数下模糊集的阴影集构建 [29]

基于时变隶属度的动态模糊集的阴影集构建 [30]

基于渐进形式表达模糊集模糊性时的阴影集构建 [31]

离散型模糊隶属函数下模糊集的阴影集构建 [32−33]

基于直觉模糊集的阴影集构建 [35]

基于 Atanassov直觉模糊集的阴影集构建 [36]

基于模糊对象粒化后模糊集的阴影集构建 [37]

  

1.3    阴影集的数据分析研究

阴影集的三支近似划分操作, 将部分原本具有

一定程度不确定性的对象转变成了确定性的对象,
即处在提升域和减小域中分别赋值为 1和 0的模糊

对象. 从粒计算的视角来看, 这种将海量对象个体

粒化处理到三个区域的做法, 在一定程度上减小了

数据体量, 提高了数据质量, 也使得阴影集在其他

计算和知识推理过程中能够提供更高的效率和更好

的可解释性. 因此, 自阴影集被提出后, 诸多学者就

将其作为一种有效的数据处理工具, 广泛结合到了

不同的数据分析方法中.
基于阴影集的聚类算法方面: 2010年, Mitra

等[38] 基于阴影集提出一种结合模糊聚类和粗糙聚

类的阴影 C均值 (Shadowed C-means, SCM) 聚类

算法. 该算法能够实现划分阈值参数的自动求取,
减少人为因素的影响, 并且能够利用阴影集三划分

的思想约减无效数据, 从而减小计算量, 能够有效

处理类簇之间的重叠区域以及类簇边界中的不确定

性对象. 2011年, Zhou等[39] 在基于粗糙集的聚类

方法中, 分析了近似区域阈值的求取对类簇所形成

信息粒描述的有效性, 认为近似阈值的求取至关重

要, 因为其反映了数据的结构特性. 因此在基于粗

糙集的聚类研究中引入了阴影集, 目的是实现近似阈

值的自适应获取, 解决粗糙 C均值 (Rough C-means,
RCM)聚类算法和粗糙模糊 C均值 (Rough fuzzy
C-means, RFCM)聚类算法中所存在的对象间缺

少全局关系分析的问题, 并证明其有效性. 此外, 在
2018年, Zhou等[40] 还通过集成粗糙集、模糊集、阴

影集和多粒度概念等粒计算技术, 提出了基于多粒

度近似区域和阴影集的粗糙可能性 C均值 (Rough
possibilistic C-means, MS-RPCM)聚类算法, 该算

法可充分解决数据中涉及的以及由模型参数产生的

不确定性问题, 并且该算法对于处理噪声环境具有

较好的鲁棒性. 2011年, 郭晋华等[41] 针对软聚类的

研究工作, 在 RCM和 RFCM的基础上提出基于阴

影集的粗糙模糊 C均值 (Shadowed rough fuzzy C-
means, S-RFCM)聚类算法, 解决了 RCM和 RFCM
需要人为设定阈值参数来划分不同决策区域所导致

的强主观性问题. 而 S-RFCM可以利用阴影集实现

对数据本身特性的考虑, 从而自动化求取决策阈值,
自适应给出决策区域. 相类似地, 2013年, 汪海良

等[42] 基于经典阴影集, 提出新的粗糙模糊可能性 C
均值 (Shadowed rough fuzzy possibility C-means,
S-RFPCM) 聚类算法, 利用阴影集自动化求取传

统 RFPCM算法的决策划分阈值. 随后, Kong和
Chen等[43] 分析 S-RFCM算法在处理非球形聚类

数据时具有较差效果, 因此提出一种新的聚类方案,
其在 S-RFCM算法基础上融入核方法以及傅立叶

随机特征映射, 从而处理非球形数据以及数据中的

异常值问题.

(α, β)

2012年, Falcon等[44] 提出一种处理增量数据

的阴影集集群聚类算法, 分析了其相比基于 C均值

聚类算法的优势, 并将其应用于国家领土安全环境

中风险源的可视化识别场景. 该算法能够对数据进

行实时处理, 能很好地处理噪声和异常样本, 并且

无需预先获得聚类数量. 2013年, 李秀馨等[45] 基于

卫星云图聚类分析的应用场景, 将阴影集与模糊 C
均值聚类算法、离子群优化算法相结合, 提出一种

改进的聚类算法, 而阴影集的引入则有效去除了类

簇中的异常值, 提升了算法有效性. 2015年, 蒙祖

强等[46] 在 RFCM算法基础上, 结合混合蛙跳算法

及阴影集来处理模糊类簇, 实现类簇划分阈值的自

适应求取, 解决了 RFCM算法的初值敏感、局部最

优以及  设定存在主观性的缺陷. 2016年, Li
等[47] 基于阴影集提出针对混合属性的聚类边界检

测算法, 其利用阴影集对不同类簇进行划分, 根据

贡献度更新类簇质心信息, 并不断迭代优化, 最终

整合并输出所有类簇基于阴影集划分的边界集. 该
算法可有效、准确地检测聚类边界, 还可提取指定

聚类的边界点或数据集的整个边界, 并对噪声具有

抑制作用. 文献 [48−49]基于集成学习和阴影集理

论, 从三个角度考虑提出三种新颖的模糊聚类算法,
即, 结合阴影集的特征加权考虑, 结合阴影集和粗

糙集的特征加权考虑, 以及基于两者的概率不相似

函数混合数据考虑. 并在不同的应用场景和现实问

题中分析了上述算法的有效性, 如民航机场噪声时

间序列的预测、网络入侵的检测以及离群点噪声的

检测等.
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文献 [50−51]在密度峰值聚类 (Density peaks
clustering, DPC)算法的基础上引入 ISS模型, 从
而自适应地获取用于设定类簇范围的截断距离, 而
非传统的人为主观设定的方法, 同时利用 ISS对类

簇结果进行三支划分, 替换传统二支划分的聚类结

果. 该方法能有效减少类簇的错误分类率, 并提升

对噪声数据的抗噪性. 2019年, 雒僖等[52] 利用阴影

集理论对截集式可能性 C均值聚类算法进行改进,
新算法利用阴影集自动求取划分阈值的优势来为每

个类簇确定聚类核, 并实现截集门限的自动化选取.
2020 年, Zhou 等 [53] 结合阴影集提出广义多粒度

RFCM算法, 很好地实现了数据拓扑结构的捕捉,
并解决了数据中包含的不确定信息, 包括模糊化系

数产生的不确定性、边界域和重叠域中产生的不确

定性. 此外, Zhou等[54] 还分析了构造模糊集三支近

似的几种方法, 并概括了三类准则: 基于不确定性

平衡的准则, 基于原型的准则, 基于模型的分类误

差与数据体量之间权衡的准则, 提出一种基于模糊

集三支近似的通用无监督学习框架, 在此框架下使

用不同数据集对不同构建准则的有效性进行了比较

评估, 并给出推荐. 2022年, William-West等[55] 在

无监督学习框架下, 对 SCM聚类算法进行了理论

分析, 并定义了三种构建优化准则, 即确定域与不

确定域之间的平衡准则、清晰度平衡准则和渐进性

平衡准则, 并评估了每种准则的优势.

{0, 1, 0.5}

基于阴影集的分类算法方面: 2020年, Yue等[56]

设计一种新的阴影集来构造不确定性数据分类的阴

影邻域. 新模型利用阶跃函数将邻域隶属度映射到

三值集合 , 从而将邻域划分为特定的正、

负和不确定边界域, 并通过阴影集的最优化原理来

寻找阶跃函数中的阈值参数, 设计了相应的三支分

类规则, 提出一种基于阴影邻域的三支分类算法.
随后, 文献 [57−58] 进一步提出一种基于半监督阴

影集的三支分类方法, 其首先提出一种新的半监督

阴影集来构造阴影邻域, 从而实现对含有部分标记

的不确定性数据的三支分类, 随后设计了新的阴影

集目标函数和分类规则来实现三支分类, 并分析了

标记数据对阴影集构造的影响以及新方法的有效

性. 文献 [59−62]基于阴影集理论提出一种多粒度

三支聚类集成算法和一种快速 KNN分类算法. 前
者利用阴影集对基聚类进行处理, 从而形成三支聚

类结果, 而对于基聚类的构造, 则分别采用模糊 C
均值算法和可能性 C均值算法进行了探讨; 后者分

类算法则利用三支聚类将训练样本进行划分, 从而

实现数据样本约减, 优化数据样本质量, 提高分类

效率, 而三支聚类的形成则基于阴影集来实现.

基于阴影集的数据预处理方面: 文献 [63−65]
提出一种训练数据筛选方法, 其利用阴影集将训练

数据划分成三部分, 将正域和阴影域中的样本数据

分别称之为核数据和边界数据, 并验证分析了这两

个区域的数据作为训练样本能足够保留典型样本,
减少训练样本数据量并增强数据质量, 有效提高神

经网络分类器的性能. 此外, 结合阴影集对训练样

本数据筛选的优势, 苏小红等[66] 也利用阴影集来进

行训练样本的筛选, 并提出一种改进的模糊 SVM
数据样本选择算法. 2012年, 周凡程等[67] 结合阴影

集提出一种提取候选断点集的新算法, 其根据候选

断点在单属性上的分布来对数据样本进行分类, 并
基于阴影集对决策分类结果进行三支划分, 从而选

取候选断点集. 该算法能有效减少候选断点数目,
选出重要断点, 解决了连续属性离散化过程中冗余

断点集过多所带来的噪声影响. 2012年, 王丹等[68]

提出一种基于阴影集聚类的离群点检测算法. 首先

从数据的全局特性和局部特性两个角度出发, 提出

一种离群因子的定义, 离群因子值越大表示对象属

于离群点的可能性越大, 该定义考虑了离群点的不

确定性和欧氏距离. 随后, 融合阴影集及 FCM算

法, 通过对离群因子值的数据处理来筛选离群点,
该算法能够同时实现聚类和离群点的检测.

综上所述, 可知阴影集在数据分析领域得到了

广泛应用, 而不同研究内容对于引入阴影集的优势

可总结如表 7所示. 由表 7可知, 在数据分析领域

引入阴影集后的共性优势可总结为: 1)阈值的自动

化求取; 2)数据体量的有效约减; 3)异常值或噪声

样本的识别; 4)算法效率或精度的提升. 其中, 优
势 1)的原因是其利用了阴影集不确定性不变性准

则求取决策划分阈值, 即式 (3), 这无需人为设定参

数, 避免了主观性影响. 优势 2)和优势 3)的原因本

质上是阴影集对数据三划分处理所造成的. Pedrycz
和 Vukovich[3] 以聚类过程为例, 分析了阴影集对数

据结构的解释和层次描述. 如图 6所示, 基于阴影

集的划分思想, 类簇将被划分成核心域、阴影域和

不确定域, 三个区域的数据质量依次递减, 而核心

域的数据常被视为典型数据点, 并且用于数据分析

的下一阶段, 噪声和异常样本则常出现在阴影域或

不确定域, 而后者中通常为高度非典型数据点. 显
然, 优势 4) 的原因则是优势 2)和优势 3) 所导致的

必然结果, 因为约减和筛选后的数据体量更小且质

量更高, 这将有益于算法性能的提升. 

1.4    阴影集的应用研究

阴影集的应用研究主要基于其三个优势: 1)能
够实现对不确定性信息的综合考虑, 并给予合理的
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语义解释; 2)能够实现模糊信息的自动化三支近似

划分处理, 规避人为设定参数所带来的主观性; 3) 作
为有效的数据预处理工具, 能够实现数据的约减及

质量的优化, 提升处理效率及后续模型性能. 因此,
这也使得阴影集被应用于诸多研究领域, 如图像分

类与识别、医疗信息处理、文本分析、决策推荐等.
在图像分类与识别方面: Mitra和 Kundu[69] 引

入阴影集来处理遥感图像分割过程中像素重叠域的

不确定性问题, 其从像素点聚类的角度入手, 结合

SCM聚类算法, 通过对边界域之间的不确定性问

题建模以及自适应划分来实现图像交叠区域的有效

分割, 并通过定性和定量分析证明了该算法在遥感

图像和合成图像分割问题上的有效性. Zhang等[70]

基于阴影集提出一种图像检索算法, 并开发一种基

于显著性检测和边缘检测的阴影集阈值参数自动选

择技术. 该算法将图像划分为显著区域、阴影区域

和非显著区域, 保留前两个区域来作为检索资源,
以提取图像的有效信息, 忽略无关信息, 有效减少

了冗余信息, 降低了信息检索的复杂性, 并提高了

图像检索精度. Alavi和 Kargari[71] 将阴影集与图像

增强领域相结合, 提出一种增强图像灰度对比度的

方法. 其通过设计新的隶属度函数来将图像灰度值

映射到模糊空间, 并优化图像中的局部参数和全局

参数, 从而实现图像对比度的自动提高, 这将有益

于图像的进一步处理和应用, 如遥感、误差检测和

医学图像分析等. 杨晨旭等[72] 将阴影集应用到人脸

图像分类过程中的性别判定问题, 提出一种两阶段

的图像分类算法. 在第一阶段通过深度卷积神经网

 

表 7    基于阴影集的数据分析研究总结

Table 7    Research summary of data analysis based on shadowed set

类别 研究内容 文献 引入阴影集的优势

聚类

基于阴影集的 C均值聚类算法 (SCM) [38] 实现了阈值自动化求取、数据约减、计算效率的提升

基于多粒度近似区域和阴影集的粗糙可能性 C均值聚类算法

(MS-RPCM)
[39−40] 实现了阈值自动化求取、数据不确定性问题的解决、噪声抑制

能力的增强

基于阴影集的粗糙模糊 C均值聚类算法 (S-RFCM) [41] 实现了阈值自动化求取、异常值的有效识别

基于阴影集的粗糙模糊可能性 C均值聚类算法 (S-RFPCM) [42] 实现了阈值自动化求取、异常值的有效识别

结合傅立叶随机特征映射和阴影集的粗糙模糊 C均值聚类算

法 (AR-SRFCM)
[43] 实现了非球形数据类簇的有效处理、异常值的有效识别

基于增量数据的阴影集集群聚类算法 (OSC) [44] 实现了数据的实时处理、噪声样本的有效识别

结合阴影集和粒子群优化算法的模糊 C 均值聚类算法 (SP-
FCM)

[45] 实现了数据约减、异常值的有效识别、算法效率和精度的提升

结合阴影集和混合蛙跳算法的粗糙模糊 C均值聚类算法

(SFLA-SRFCM)
[46] 实现了初值敏感、局部最优和参数设置主观性问题的解决

基于阴影集的高维混合属性数据集聚类边界检测算法

(CHASM)
[47] 实现了边界检测及噪声抑制能力的增强

基于阴影集和集成学习的模糊聚类算法及应用场景 [48−49] 实现了阈值自动化求取、异常值的有效识别, 算法鲁棒性增强

基于区间阴影集的密度峰值聚类算法 (ISS-DPC) [50−51] 实现了错误分类率的减少、抗噪性的增强

基于阴影集的截集式可能性 C均值聚类算法 (C-PCM) [52] 实现了截集门限的自动化选取

基于阴影集的广义多粒度粗糙模糊 C均值聚类算法 (MSRFCM) [53−54] 实现了数据拓扑结构的捕捉、数据不确定性问题的解决

基于无监督学习框架下的阴影 C均值聚类算法 (SCM) [55] 实现了传统 SCM算法聚类质量和效率的提升

基于阴影集的多粒度三支聚类集成算法 (MTWCES) [59−60] 实现了数据不确定性问题的解决、聚类准确率的提升

分类

基于阴影邻域的三支分类算法 (3WC-SNB) [56] 实现了不确定性数据的有效分类、分类风险性的降低

基于半监督阴影集的三支分类算法 (3WC-SSN) [57−58] 实现了不确定性数据的有效分类、分类风险性的降低

基于阴影集的快速 KNN分类算法 (TWC-KNN) [61−62] 实现了数据约减、数据质量的优化、分类效率的提高

数据

预处理

基于阴影集的训练数据选择算法 [63−66] 实现了训练数据质量的提升、训练效率和分类器性能的提升

基于阴影集的候选断点集提取算法 [67] 实现了候选断点识别效率和准确率的提高

基于阴影集聚类的离群点检测算法 [68] 实现了聚类离群点检测识别率和识别精度的提高

 

不确定域

核心域

核心域

阴影域

 

图 6    阴影集在聚类过程中对数据结构的描述

Fig. 6    Shadowed set describe the data structure in
the clustering process
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络模型分类, 并结合阴影集的思想将结果划分到正

域、阴影域和负域; 在第二阶段将阴影域的不确定

性图像再次进行分类, 最后融合两个阶段的分类结

果, 从而实现图像分类精度的提升. 相类似地, 陈超

凡等[73] 将阴影集视为一种狭义的三支决策模型, 并
基于此构建一种新的两阶段图像分类算法. 其首先

使用深度学习方法在第一阶段对图像进行分类, 获
得隶属度矩阵, 并利用阴影集对隶属度矩阵进行划

分, 获得三支分类结果. 随后, 在第二阶段利用特征

融合方法, 结合深度学习和机器学习优势, 对上一

阶段阴影域中的对象进行二次分类. 最后, 综合输

出两个阶段的分类结果, 实现分类精度的提高. Cai
等[74] 分析低质量伪标签的噪声样本会对图像分类

产生负面影响, 并导致较差的分类结果, 因此提出

一种基于阴影集的半监督样本选择网络, 用于噪声

标记图像的分类. 该技术将阴影集理论和基于损失

相似性的聚类方法相结合, 从而实现干净样本的自

适应选择, 并引入一种高质量伪标签样本选择策略,
利用所选择的干净样本和高质量伪标签样本来训练

网络, 进而完成图像分类. 该网络有效减少了训练

样本的数量, 并提高了图像分类性能.
在医疗信息处理方面: Bose和 Mali[75] 受阴影

集的启发, 提出一种基于渐进式基数表示的阴影集

双聚类模型, 并将其应用到基因表达的聚类问题中,
从而增强聚类混淆区域基因性质的识别, 通过酵母

数据、血清数据和小鼠数据三个真实数据集验证了

模型在基因表达中的有效性, 还结合统计学和生物

学证明了阴影集在基因表达问题中的优越性. 随后,
在 2022年, Bose和Mali[76] 进一步将阴影集与基于

乳房 X光图像的乳腺癌检测场景相结合, 将所提出

的基于渐进式基数表示的阴影集双聚类模型应用

于 X光图像的对比度增强和微钙化识别问题中, 而
微钙化的有效识别有助于提高乳腺癌的识别率. 其
基于阴影集的思想, 通过平衡图像不同区域的不确

定性, 从而将图像划分成“背景、不同密度组织、微

钙化”三类. 该方法有效增强了整体图像特性, 并可

以准确地识别“微钙化”, 从而提升乳腺癌的识别率.
在文本分析方面: Wang等[77] 探索了基于阴影

集的语言术语建模及其在多属性决策中的应用, 其
为了有效表达语言变量, 开发一种基于数据驱动和

语言术语场景的阴影集模型, 并将阴影集与勾股模

糊集相结合, 定义了勾股阴影集, 讨论了相关运算

规则和基本性质, 推导了勾股阴影集的分数函数,
并在此基础上提出一种新的处理语言术语的多属性

决策方法, 新方法较好地解决了信息丢失或失真问

题, 可以提供更合理和准确的决策结果. Li等[78] 探

究了基于区间数据驱动的阴影集模型构造及其在语

言词建模中的应用, 针对语言学中常用的模糊集,
根据其形状引入四种阴影集, 分别命名为常规、左

肩、右肩和无核阴影集. 随后, 利用两种统计方法来

确定阴影集的形状和参数, 即容差极限法和百分位

数法, 并提出三个新的评价指标来衡量所构建阴影

集的不确定性捕获能力和准确性. Zhang等[79] 将阴

影集与特征提取领域相结合, 提出一种基于 TF-
IDF和 GTSS模型的特征提取方法, 其中 TF-IDF
是一种衡量单词与文档关系的常用加权指标, 被广

泛应用于文本分类或自然语言处理场景下的单词特

征提取任务. 该方法利用 GTSS的重复博弈机制,
对文档间每个单词 TF-IDF差异值的重复学习来计

算相关单词的划分阈值, 从而实现相关单词的特征

提取和淘汰. 得益于阴影集的优势, 该方法能够在

保持模型性能的同时, 提升处理效率.
在决策推荐方面: He等[80] 将阴影集与群决策

领域结合, 提出一种基于阴影集的扩展 TODIM方

法, 来解决具有语言信息的大规模群体决策问题,
其中 TODIM是一种经典交互式和多准则决策方

法的缩写. 新方法可以同时允许决策者以模糊信息

的形式表达意见, 并考虑了决策者在大规模群体决

策问题中的心理行为. 其首先基于数据驱动, 结合

阴影集构建一个用于建模语言术语的码本. 随后,
提出一种针对阴影集的相似性测度来检测决策者的

社会关系. 最后, 为了提高决策效率, 提出一种基于

阴影集的聚类模型来对决策者进行划分, 并通过装

配厂选址实例说明新方法的可行性和合理性. Wu
等[81] 将阴影集与推荐系统相结合, 提出一种基于阴

影集的推荐算法, 实现不确定性信息的有效处理,
从而降低决策风险, 提高决策质量. 其首先将邻域

粗糙集引入到推荐系统中以识别活跃用户和相似用

户. 随后, 基于邻域成员关系设计了新的基于不确

定性不变性的阴影集, 并将用户划分到阴影集的三

个区域. 最后, 对不同区域的用户做出决策, 即推荐、

延迟推荐和保留推荐. 这为不同用户实现了个性化

和合理化的推荐, 提高了推荐质量.
综上所述, 不同应用领域对于引入阴影集的优

势可总结如表 8所示. 这些研究成果充分说明, 凭
借着对模糊信息处理的优势, 阴影集可以为解决许

多领域的一些算法瓶颈问题提供帮助, 而随着阴影

集的不断发展和完善, 其应用领域也将会更加广泛. 

2    阴影集与其他理论模型的联系

事实上, 在数据挖掘领域, 有众多处理不确定

性问题的理论方法和模型, 阴影集理论只是其中一
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种, 而随着阴影集理论的不断发展, 其与其他方法

之间的关系也更加紧密. 本节将探讨阴影集理论与

其他不确定性问题处理理论模型的联系.
在当前智能信息时代, 数据体量高速增长, 数

据特性纷繁复杂. 大数据的特性可总结为 4V[82], 即,
Volume, Variety, Velocity, Value. 而如何从大数

据中去粗取精、去伪存真地挖掘出有效知识则是一

个关键问题. 传统方法有机器学习、统计学、证据理

论、深度学习和归纳学习等. 然而, 在将数据转换为

知识的过程中, 常常伴随着不确定性问题的存在,
比如: 1)由于数据的高噪、稀疏和多源异构特性所

带来的不确定性; 2)由于模型设计、方法选择或参

数主观设定所带来的不确定性; 3)由于知识的不完

备性或概念漂移所带来的不确定性; 4) 由于知识结

果融合、评价标准不一或可解释性差所带来的不确

定性. 这使得传统数据分析、数据挖掘和处理的方

式方法不能够完全适用, 需要新的数据计算范式和

模式[83]. 而如何有效解决数据挖掘过程中所存在的

不确定性则成为当前大数据领域知识发现的一个关

键问题.
在当前人工智能领域中, 粒计算[84] 是用于信息

处理的一种新的理念和计算范式, 主要用于处理不

确定的、模糊的、不精确的、海量的数据信息, 其基

本思想是利用不同粒化程度或不同粒度上的信息来

实现对复杂问题的求解, 并不特指某一具体方法或

模型, 而是一种方法论[85−86]. 梁吉业等[82] 曾分析, 从
人工智能的视角来看: 粒计算根据实际问题用可行

的近似解替换精确解, 从而实现对复杂问题的简化

和求解效率的提升, 这是一种模拟人类思考和解决

大规模复杂问题的自然模式. 而从数据处理与分析

的视角来看: 粒计算采用信息粒的形式替换样本个

体作为运算基本单元, 这种形式能够将复杂数据进

行有效简化, 从而实现计算效率的提高. 此外, 王国

胤等[87] 曾分析, 知识空间的粒化是粒计算的核心问

题之一, 因为知识粒的不确定性将直接对粒计算解

决复杂问题的有效性产生影响. 因此, 在不同模型

下研究数据和知识的不确定性表示与度量问题就受

到了诸多学者的关注, 而当前围绕不确定性问题的

粒计算理论模型有: 模糊集[1]、粗糙集[88]、商空间[89]、

云模型[90]、阴影集[2]、三支决策[91−92]、多尺度粗糙集

模型[93]、形式概念分析[94]、多粒度认知计算[86, 95−96]

等, 其核心思想总结如表 9所示.
综上所述, 简要给出不同粒计算理论模型之间

的关系图谱, 如图 7所示. 本节将主要关注与阴影

集理论相关联的模型, 即讨论阴影集与模糊集、粗

糙集以及三支决策理论之间的关系.

 

表 8    基于阴影集的应用研究总结

Table 8    Summary of application research based on shadowed set

类别 研究内容 文献 引入阴影集的优势

图像分类

与识别

基于阴影集的遥感图像分割算法 [69]
解决了遥感图像像素交叠区域的不确定性问题, 并提高了遥感图像分割

的准确性和稳定性

基于阴影集的图像信息检索算法 [70] 有效减少了冗余信息, 降低了信息检索的复杂性, 提高了图像检索精度

基于阴影集的图像对比度增强算法 [71] 优化了图像的局部和全局参数, 实现了图像对比度增强的自动化提升

基于阴影集和人脸图像的两阶段性别分类算法 [72]
实现了图像数据的多阶段处理, 大大减少了训练时间损耗以及分类的不

确定性, 提高了图像的分类精度

基于阴影集的两阶段图像分类算法 [73]
实现了图像数据的多阶段处理, 大大减少了训练时间损耗以及分类的不

确定性, 提高了图像的分类精度

基于阴影集的半监督样本选择网络在噪声标记图

像中的分类算法
[74]

实现了干净样本的自适应选取和高质量伪标签样本的有效选取, 减少了

训练样本的数量, 并提高了图像分类性能

医疗信息处理

基于阴影集的基因表达聚类问题及基因性质识别 [75] 增强了聚类混淆区域中基因性质识别的有效性和准确率

基于阴影集的乳房 X光图像对比度增强及微钙化

识别
[76]

增强了图像不确定性区域的对比度以及微钙化的识别率, 提高了乳腺癌

的识别率

文本分析

基于阴影集的语言术语建模及其在多属性决策中

的应用
[77]

解决了信息丢失或失真所引起的不确定性问题, 提供了更合理和准确的

决策结果

基于区间数据驱动的阴影集构建及其在语言词建

模中的应用
[78]

实现了以区间数据驱动的阴影集模型构建, 为针对语言词问题的建模提

供了一种新视角

基于博弈论阴影集的文本词特征提取算法 [79]
实现了语言词特征的有效提取, 并提高了针对语言词的分类性能和分类

效率

决策推荐

基于阴影集的语言信息大规模群体决策算法 [80]
通过阴影集对语言术语进行建模, 实现了对群体决策者意见的综合考

虑, 提高了群体决策的效率和有效性

基于阴影集的用户个性化决策推荐算法 [81]
减少了推荐系统推荐过程中的不确定性, 增强了决策推荐质量, 并能够

针对不同用户实现个性化推荐
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阴影集与模糊集: 模糊集被认为是用于捕获、

表示和处理模糊问题的载体之一, 正如表 9中所述,
其通过构造隶属度函数以及精确的隶属度值来描述

一个模糊性概念. 然而, 精确的隶属度值就像是一

把双刃剑, 对于一般概念的描述并不总是需要完全

精确的隶属度, 而且过度的精度也伴随着巨大的计

算损耗[2−4]. 因此, 阴影集通过一种不太精确和粗糙

的结构来近似描述模糊集, 其通过提升和减小隶属

度的操作, 将原本分布在整个模糊集空间的不确定

性缩小到了阴影区域[2−4], 即区间 [0, 1], 并通过平衡

不同区域的不确定性来求取决策划分阈值, 划分思

想如图 8所示.

事实上, 文献 [3−4]认为阴影集的这种映射结

构也可以被视为模糊集三值逻辑的一种例子, 所不

同的是后者缺乏对划分阈值的研究以及合理的语义

解释, 而前者则对此做了充分的分析. 此外, Pedrycz[2]

在首次提出阴影集理论时也曾指出: 可以将阴影集

视为一种操作框架, 用于简化模糊集的处理, 增强

对模糊集结果的解释. 简而言之, 阴影集是由模糊

集诱导的信息粒, 在捕捉模糊集本质的同时, 减少

模糊集过精度所带来的计算负担, 在计算和推理中

提供了更高的效率和更好的可解释性.
阴影集与粗糙集: 由表 9可知, 粗糙集通过定

义一对上下近似集来实现对不确定性概念或集合的

近似表示与度量. 如图 9所示, 在整个论域空间中,

 

表 9    粒计算理论的主要模型及核心思想总结

Table 9    Summary of the main models and core ideas of granular computing theory

年份 文献 理论模型 核心思想

1965 [1] 模糊集
通过使用隶属度函数来对模糊性概念或不确定性信息进行表示与处理, 并进一步通过取值范围

在 0到 1之间的精确隶属度值来描述一个对象隶属于模糊性概念的程度

1982 [88] 粗糙集
通过利用不可分辨关系构成对象的等价类, 实现对论域空间的近似划分, 并使用具有精确概念的

上近似集和下近似集来实现对一个不精确概念的近似表示与度量

1982 [94] 形式概念分析
通过对象集与属性集之间的某种关联关系, 建立由对象集与属性集对所形成的形式概念层次结

构, 并利用哈斯图的形式呈现不同粒概念之间的复杂关系, 实现对知识的挖掘和不确定性推理

1992 [89] 商空间

通过将复杂问题表示成不同粗细的粒度空间, 从而构建多粒度分层递阶空间结构, 通过由粗到细

或由细到粗的方式在多粒度空间中进行近似逼近, 将多粒度空间中粒的解组合成原问题的解, 从
而获得复杂问题的解

1995 [90] 云模型
通过使用期望、熵和超熵三个参数来对不确定性知识进行描述, 融合人类认知过程中随机与模糊

这两种不确定性, 实现知识内涵与外延的相互转换

1998 [2] 阴影集

通过一对决策划分阈值来对模糊集进行近似划分处理, 并通过平衡不同划分区域的不确定性来

构建阈值求取的目标函数, 利用这种粗糙的近似表达来替换模糊集过于精确的表达, 从而减少模

糊决策过程中不确定性对象的决策划分成本和计算损耗

2009, 2010 [91−92] 三支决策

通过“三分而治”的思想将论域划分为三个子集, 即正域、负域和边界域, 并对不同子集采取不同

的决策行为或分治策略, 即接受、拒绝和延迟决策, 进而对相应的行为或策略进行评价和反馈, 实
现对复杂问题或信息不充分问题的求解

2011 [93] 多尺度粗糙集模型

通过将属性的取值标记为不同尺度 (粒度)层次, 进而讨论知识在不同尺度下的关系及变化规律, 
以及在给定尺度好坏评价标准的情况下最优尺度层次的选择方法, 实现在最优尺度空间中对知

识的表示和获取

2018, 2019,
 2022

[86, 95−96] 多粒度认知计算

通过数据信息驱动, 融合人类“大范围首先”的认知机制 (即“由粗粒度到细粒度”的认知过程)以
及计算机的信息处理机制 (即“由细粒度到粗粒度”的知识挖掘过程), 实现数据和知识双向驱动

的空间变换和智能信息处理, 解决认知计算过程中的“数据与知识分离”问题
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图 7    不同粒计算理论模型之间的简要关系图谱

Fig. 7    Brief relationship graph between
different granular computing theory models
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图 8    基于阴影集思想的模糊集近似划分示意图

Fig. 8    Schematic diagram of fuzzy sets approximation
partition based on shadowed set idea
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粗糙集下近似集中的等价类, 即蓝色区域 (正域),
被视为完全属于目标概念; 上下近似集差值中的等

价类, 即灰色区域 (边界域), 被视为不确定是否属

于目标概念; 而上近似集之外的等价类, 即白色区

域 (负域), 被视为完全不属于目标概念.
显然, 阴影集和粗糙集从模型思想来讲是相似

的, 两者相似之处: 1) 粗糙集正域中等价类对象与

阴影集中隶属度为 1的对象都被视为完全属于目标

概念; 2) 粗糙集边界域中等价类对象与阴影集中阴

影域的对象都被视为不确定是否属于目标概念; 3) 粗
糙集负域中等价类对象与阴影集中隶属度为 0的对

象都被视为完全不属于目标概念.
此外, 文献 [3−4]指出: 阴影集架起了模糊集与

粗糙集之间的桥梁, 减少了两者在概念和算法上的

差异, 揭示了它们是如何直接相关的. 而两者也有

一些显著区别: 在粗糙集中, 划分对象是基于等价

类的形式, 并且等价类对象是固定的, 近似空间被

预先定义; 在阴影集中, 划分对象则是模糊数据的

形式, 并且模糊对象是动态分配的, 近似空间逐步

生成.
阴影集与三支决策: 三支决策是 Yao[91−92] 在粗

糙集的基础上, 结合对损失风险的考虑以及贝叶斯

理论所提出的一种处理不确定性决策问题的方法

论, 其对粗糙集所形成的三个划分区域赋予了新的

语义解释. 刘盾和梁德翠[97] 分别从宏观和微观的角

度将三支决策理论分为广义三支决策和狭义三支决

策, 前者注重对概念内涵和外延的诠释, 后者注重

三支决策在实际问题中的语义解释. Yao[98] 进一步

指出: 狭义三支决策指代具体的数学模型, 这些模

型提供了特定条件下做出三支决策的方法; 而广义

三支决策则更多指概念思想的理解, 难以用具体数

学模型描述, 其研究重点是三支决策的哲学基础和

方法论. 因此, Yao[99−100] 从宏观角度将三支决策表

示为 TAO (Trisecting-acting-outcome)模型, 其核

心思想如图 10所示, 其将整个论域空间划分为三

个区域: 接受域、拒绝域和延迟决策域, 并对不同区

域采取不同策略, 进而得到不同的分治结果.

(α, β)

U

显然, 阴影集三支近似划分的思想与三支决策

三支划分的思想是一致的, 两者都将论域划分为三

个区域, 并针对不同区域采取不同策略, 赋以不同

的语义解释. 两者的相似之处: 1)均利用  对

 进行三支划分, 形成三个子域; 2) 三支决策接受

域中的对象被视为接受该对象属于决策目标类, 这
与阴影集中隶属度为 1的对象含义相同; 3)同理,
拒绝域中的对象与隶属度为 0的对象含义相同, 延
迟域中的对象与阴影域中的对象含义相同.

此外, 文献 [8−9]指出: 阴影集是模糊集的一种

三支、三值或三区域近似的例子, 其思想与三支决

策理论一样. 而文献 [98, 101]指出: 与粗糙集类似,
三支决策也可以基于区间集或阴影集来实现, 这些

集合论模型都是狭义三支决策的体现. 综上所述,
在三支决策理论提出以后, 阴影集可以被视为一种

用于处理模糊数据的三支决策模型, 其三支近似的

划分思想包含在三支决策理论思想的范畴之内. 换
言之, 从宏观角度来看, 阴影集的思想包含在广义

三支决策的思想范畴内; 从微观角度来看, 阴影集

的数学模型则是狭义三支决策的具体体现.

U = {x1, x2, · · ·, x8}

U/C = {X1, X2, · · ·,
X7} X1 = {x1, x3} X2 = {x2} X3 = {x4}
X4 = {x5} X5 = {x6} X6 = {x7} X7 = {x8}

几种理论模型间的关系及互补性: 首先, 通过

篮球运动员挑选这一应用实例来体现上述模型间的

关系和互补性. 给定一个信息系统如表 10所示, 论
域 , 针对这一复杂目标, 设定

条件属性集为 {身高, 力量, 篮球技术}, 决策属性

中的 1表示被选为篮球运动员, 0表示未被挑选. 显
然, 三列属性下的数据格式不同, 身高属性下为模

糊数据, 力量和技术属性下为字符型数据. 其中, 模
糊数据可通过模糊集来表示, 并通过阴影集来近似

处理, 即表 10第三列, 处理后的属性值可被视为一

种字符型数据. 此时, 综合考虑三列属性便可进行

论域中对象的等价类划分, 即 

,  其中  ,   ,   ,
,  ,  ,  . 随

 

论域空间 U

目标概念 X X 的下近似集 X 的上下近似集之差
 

图 9    粗糙集理论模型示意图

Fig. 9    Schematic diagram of rough sets theory model

 

论域 U

接受域 U1

接受 S1

结果 Q1

延迟域 U2

延迟决策 S2

结果 Q2

拒绝域 U3

拒绝 S3

结果 Q3

三分化

行动

结果

 

图 10    TAO模型示意图

Fig. 10    Schematic diagram of TAO model
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后, 便可通过粗糙集对等价类进行三支决策划分,
而用于决策划分的粗糙集模型有多种, 如概率粗糙

集和决策粗糙集, 而三支决策便是由决策粗糙集模

型演变而来的, 更详细的介绍可参考文献 [102−104].
综上所述, 给出模糊集、粗糙集、阴影集、三支

决策以及粒计算理论之间关系图, 如图 11所示. 其
中, 阴影集通过对模糊集中模糊数据的三支近似处

理, 架起了模糊集与粗糙集之间的桥梁, 而近似处

理后的数据可支持等价类的形成, 进而支持粗糙集

进行决策划分. 三支决策则是粗糙集理论的扩展和

外延, 粗糙集理论则是三支决策的特例和内涵, 三
支决策的提出源于粗糙集, 但高于粗糙集[102]. 这几

种模型的思想都包含在粒计算方法论的思想范畴

内, 即利用不同粒化程度或不同粒度上的信息来实

现对复杂问题的求解. 因此, 基于上述几种模型的

互补性, 或许可通过集成的架构来处理包含多种数

据形式的复杂目标任务, 对此, 本文不做详细探讨.

 
 

模糊集

粒计算
阴影集

粗糙集

三支决策

 

图 11    上述模型之间的关系

Fig. 11    The relationship between the above models
  

3    问题分析与研究展望

本节围绕阴影集的模型构建、理论性质、数据

分析及应用研究四个方面, 对当前若干具有挑战性

的研究问题进行总结分析, 便于今后对它们做进一

步的研究, 以期推动阴影集理论的不断发展和创新.
1) 多数阴影集模型的构建仅考虑了单一准则

的约束, 缺乏对多准则约束的综合考虑. 如表 1所
示, 当前阴影集的构建主要基于不确定性不变性约

束准则和最小成本约束准则[9], 缺乏对其他类型约

束准则的探讨以及多准则综合约束的考虑. 这使得

所构建模型容易忽略其他准则, 仅在单一准则目标

下达到最优, 但在其他准则下结果可能较差. 这同

时也削弱了模型在实际应用场景中的适用性、扩展

性和语义解释的合理性. 事实上, 在当前数据分析

和知识发现领域的建模过程中, 对多个约束准则的

综合考虑需求是非常普遍的. 如, 通常有多个准则

来评估分类算法的结果, 即准确度、覆盖率或召回

率等. 在分类任务中, 也总是期望每个评价准则都

能达到最好, 而不仅只是其中一项. 此外, 同样作为

不确定性问题的处理模型, 在粗糙集领域, 已经有

针对多准则约束问题的粗糙集模型构建研究, 并在

理论和应用方面衍生了诸多相关工作[105−106]. 因此,
在阴影集模型构建方面, 如何综合考虑和平衡不同

评价准则或多个优化目标, 从而将传统阴影集构建

从单准则考虑推广到多准则考虑是一个值得研究的

问题. 虽然 Gao等[17] 在最新的工作中结合博弈论初

步探讨了不确定性和决策代价两种评价准则约束下

的模型构建, 但对于多准则约束问题的解决方法并

不唯一, 比如将阴影集与多目标优化算法、多任务

学习或 TOPSIS多指标融合算法结合等, 这依旧是

一个值得探究的问题.
2) 多数阴影集模型的构建仅考虑了单粒度 (单

粒层)空间, 缺乏在多粒度 (多粒层)空间下的阴影

集构建研究. 当前阴影集及各种扩展模型的构建所

关注的问题可概括为两个方面: a)三个区域的表达

形式; b) 决策阈值对的获取方法和语义解释. 并且

都是基于单一模糊集所展开的, 该模糊集通常由单

个属性所构成, 即形成单粒度 (单粒层)空间. 缺乏

对多个属性的综合考虑, 即多粒度 (多粒层)空间下

阴影集的三支近似划分研究. 这使得阴影集无法有

效处理复杂目标概念的近似划分问题. 事实上, 在
现实决策问题场景下, 一个复杂的目标概念往往需

要考虑多种属性、标准或专家意见. 如, 在挑选篮球

运动员时, 就需要同时考虑身高、体重、年龄、耐力

等多种属性; 在诊断患者是否患有糖尿病时, 不同

专家给出的诊断意见也可能并不相同. 而每种属性、

标准或专家意见都可构成一个模糊集合, 即单粒度

(单粒层)空间. 显然, 对于复杂的目标概念或决策

问题, 往往需要同时考虑多个模糊集的近似划分结

果, 即实现多粒度空间下的阴影集构建. 此外, Qi-
an 等[107] 曾在多粒度粗糙集的研究中指出: 在多源

信息系统中, 每个特征属性都可诱导形成一个粒度

 

表 10    篮球运动员挑选

Table 10    Selection of basketball players

对象 身高 (m) (SµA
(x))身高 力量 篮球技术 决策

x1 1.95 1 大 好 1

x2 2.00 1 大 一般 1

x3 2.10 1 大 好 1

x4 1.98 1 小 一般 0

x5 1.85 [0, 1] 大 差 0

x6 1.73 0 中 差 0

x7 1.88 [0, 1] 中 好 1

x8 1.70 0 小 好 1
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(粒层)空间, 而从结合粒计算的视角来看, 基于单

一属性进行粗糙集的近似划分所形成的是一个单粒

度 (单粒层)粗糙集. 因此, 同样从粒计算的观点来

看, 基于单一模糊集的近似划分所形成的是单粒度

(单粒层)阴影集, 而基于多个模糊集的近似划分所

形成的则是多粒度 (多粒层)阴影集. 因此, 如何将

阴影集的构建从单粒度 (单粒层)空间推广到多粒

度 (多粒层)空间, 并进一步研究其在多粒度 (多粒

层)空间下的表达形式、阈值选择、语义解释和划分

结果的融合等, 都是值得探究的问题, 比如将阴影

集与多粒度粗糙集或多尺度决策系统相结合等.
3) 阴影集模型的研究大多是针对静态数据考

虑的, 缺乏动态或增量数据背景下的阴影集构建研

究. 当前阴影集模型主要研究对单个模糊集中不确

定性对象的近似划分问题, 并且大多数只讨论了模

糊对象是静态的情况, 其中模糊集可被视为是多源

信息系统的某一列特征属性. 然而, 由当前智能信

息时代所反映出的大数据 4V特性[82] 可知, 数据信

息体量浩大且增长快速. 因此, 复杂动态的多源信

息系统则更为常见, 并且现实场景中复杂目标概念

的决策近似划分需求也更为常见. 显然, 这就需要

在阴影集的构建过程中, 结合对动态或增量数据背

景及需求的考虑, 以及对多列特征属性的综合考虑.
而对于信息系统的动态或增量情况大致可分为三

种[108]: a)对象的添加和删除; b) 特征属性的添加和

删除; c) 特征属性值的更新和修改. 虽然 Cai等[30]

探讨了基于动态模糊集的阴影集构建方法, 但其主

要是对具有时变隶属度模糊集的考虑, 即模糊集的

隶属度随时间变化的场景下阴影集的构建, 可以视

为是对情况 c)的考虑, 而对前两种情况的研究依旧

缺乏. 因此, 如何在动态或增量数据背景下实现单

粒度 (单粒层) 或多粒度 (多粒层) 阴影集的构建,
从而将阴影集从静态数据空间的考虑推广到动态或

增量数据空间的考虑, 实现动态数据的知识挖掘就

是一个值得探究的问题. 比如将阴影与序贯三支决

策的思想相结合, 通过属性的动态添加来考虑模糊

对象的逐步划分.
4) 针对不同阴影集模型之间运算算子、规则及

性质的研究还比较少, 并且缺乏针对不同模糊现象

下不同运算需求的考虑. 由第 2节分析可知, 阴影

集有效地将模糊集和粗糙集联系了起来. 而从完善

模型理论性质的角度来看, 对集合之间运算规则、

方法设计及规律性质的研究是非常有必要的, 许多

学者对此也做了相关研究. Pawlak[88] 提出并研究了

粗糙集理论及其基本运算算子的设计. Zhang等[109]

进一步研究了粗糙集近似集的基本运算算子及其不

确定性变化规律. Zadeh[1] 提出并研究了模糊集的

基本运算算子及性质. Pedrycz[2] 提出并定义了阴影

集的基本运算算子, 即模糊集的近似集. 最近, Boffa
等[28] 以代数系统的同构方程为载体, 讨论和分析了

阴影集与模糊集运算算子之间的关系. 此外, 由第

1.1节可知, 随着阴影集理论的不断发展和完善, 已
经衍生出诸多扩展阴影集模型, 对于阴影域的表达

形式也有诸多改进, 如图 3所示. 然而, 在当前对阴

影集运算算子的研究中, 只分析了经典阴影集的基

本算子, 即阴影域为区间值 [0, 1] 的情况, 缺乏对不

同阴影集之间运算算子、规则及性质的研究. 此外,
在模糊数学领域, 为了使模糊集能够对不同模糊现

象进行合理描述, 在“析取合取”经典算子的基础上,
也衍生出了诸多模糊运算算子, 如代数和与积、有

界和与积、Hamacher算子和 Yager算子等. 这些算

子优缺点及特性迥异, 可根据具体问题和需求选择

使用. 然而, 当前对于阴影集运算算子的设计仅考

虑了集合运算中经典的“析取合取”形式, 缺乏对不

同模糊现象下不同运算需求的考虑. 因此, 如何定

义不同阴影集模型之间的运算算子、运算规则, 并挖

掘其中的运算性质就成为了一个值得探究的问题,
而参考当前模糊集运算算子来设计不同类型的阴影

集运算算子或许是可行的方案. 这也将有助于探究

不同阴影集模型之间的特性和优势以及结合的可能

性, 更好地实现不确定性信息的处理和知识挖掘.
5) 基于阴影集理论的数据分析及应用研究中,

还缺乏对不同扩展模型应用效果的探讨, 并且所构

建的阴影集模型缺乏对任务需求的考虑. 由第 1.3
节和第 1.4节可知, 阴影集被广泛应用于不同研究

领域, 这得益于经典阴影集模型构建的简单性和对

不确定性信息处理的有效性. 然而, 这些研究工作

大多是结合经典阴影集模型所展开的, 缺乏对各种

扩展模型的考虑. 由第 1.1节可知, 在经典阴影集模

型被提出后, 衍生出了各种改进模型和针对不同需

求考虑的扩展模型. 显然, 其构造方法、模型优势及

特性迥异, 并且不同模型对于数据分析和应用场景

的影响也显著不同. 因此, 不同阴影集模型在数据

分析和现实应用场景下的有效性是一个值得探究的

问题. 此外, 当前阴影集模型的优劣评价主要是从

不确定性信息处理的角度出发, 考虑了 Yao等[9] 所

总结的三个准则. 然而, 这些评估准则更侧重于考

虑模型构建和决策阈值的语义合理性解释, 缺乏对

决策划分结果有效性评估的考虑. 这使得阴影集在

模糊信息处理的体系下能获得有效的结果和解

释, 但在其他研究任务体系下则可能未取得最好的

结果. 因此, 如何以数据分析或实际应用任务为导
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向来构造阴影集模型的目标函数也是一个值得探究

的问题. 比如, 基于聚类或分类的任务场景下, 以分

类精度或准确度为目标来构建阴影集; 基于图像识

别的任务场景下, 以识别准确率为目标来构建阴影

集等. 

4    结束语

阴影集在不确定性信息处理过程中所表现出的

简单性和有效性使其受到了大量学者的关注. 本文

从四个方面对阴影集的研究工作进行了总结和分

析: 在模型构建方面, 介绍了不同阴影集的核心思

想、方法体系及模型差异, 如表 1所示; 在理论性质

方面, 介绍了基于阴影集的模糊关系、结构解释、逻

辑运算或数学性质等研究, 以及基于不同模糊集的

阴影集构建研究, 如表 5和表 6所示; 在数据分析

方面, 介绍了基于阴影集的聚类、分类算法以及数

据预处理研究, 如表 7所示; 在应用研究方面, 介绍

了基于阴影集的图像分类与识别、医疗信息处理、

文本分析和决策推荐研究, 如表 8 所示. 此外, 还讨

论分析了阴影集与粗糙集、模糊集和三支决策等处

理不确定性问题的理论模型之间的联系、区别及互

补性. 最后, 分析了当前所存在的若干挑战性问题,
即, 如何将阴影集的构建考虑从单准则约束推广到

多准则约束; 如何从单粒度 (单粒层)空间推广到多

粒度 (多粒层)空间; 如何从静态数据空间推广到动

态或增量数据空间; 如何定义不同阴影集模型之间

的运算算子、运算规则, 并挖掘其中的运算性质; 如
何结合模糊集运算算子的考虑设计不同类型的阴影

集运算算子; 如何以数据分析或实际应用任务为导

向来构造阴影集模型的目标函数. 本文工作将为关

注粒计算、不确定性问题处理和知识发现领域的研

究者提供一些理论参考, 并促进阴影集的不断发展

完善和推广应用.
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