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摘    要   在现有的系统辨识算法中, 常用的高斯、学生氏 t (Student＇s t, St)、拉普拉斯等噪声分布均呈现出对称的统计特

性, 难以描述非对称性、有偏的输出噪声, 使得在非对称偏斜噪声条件下算法的性能下降. 基于此, 研究一类广义双曲倾斜

学生氏 t (Generalized hyperbolic skew student＇s t, GHSkewt)分布, 并在非对称偏斜噪声条件下, 提出一种线性系统鲁

棒辨识算法. 首先, 对 GHSkewt分布的重尾特性和偏斜特性进行详细阐述, 数学上证明了标准学生氏 t分布可看作是

GHSkewt分布的一个特例; 其次, 引入隐含变量将 GHSkewt分布进行数学分解, 以方便算法的推导和实现; 最后, 在期望

最大化 (Expectation-maximization, EM)算法下, 重构具有隐含变量系统的代价函数, 通过迭代优化的方式, 不断从被污

染数据集中学习过程的动态特性和噪声分布, 实现噪声参数和模型参数的联合估计.
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Abstract   In the existing system identification algorithms, the commonly used Gaussian, student＇s t (St) and
Laplace distributions all show symmetric statistical characteristics which makes them difficult to describe the asym-
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to facilitate the derivation and implementation of the algorithm; Finally, the system cost function with the latent
variables is reconstructed under the expectation-maximization (EM) algorithm. The dynamic characteristics and
noise distribution of the system are continuously learned from the contaminated data with iterative optimization,
then the estimation of noise parameters and model parameters are realized.
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工业过程的复杂性使第一原理建模方法的使用

受到限制, 系统辨识作为一种过程数据驱动的建模

方法, 已在工业过程建模中受到了广泛关注[1−6]. 与

传统建模方法相比, 系统辨识方法的优势在于无需

探索系统内部的复杂机理, 只需有效利用系统输入

输出数据, 便可简单、高效地实现系统等价模型的
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构建[7−11]. 但在实际工业过程中, 数据采集过程未知

的外部干扰、设备耦合、测量设备故障等因素常导

致数据集中包含服从未知分布的噪声或异常值. 上
述问题会严重降低辨识数据集的质量, 对系统辨识

算法提出了更高要求. 在系统辨识领域, 由于数据

集的质量不能得到稳定保证, 因此如何提高辨识算

法的鲁棒性, 一直是研究的重点[12−15]. 阈值检测删除

法是当输出数据超出一定阈值即判定为异常值, 仅
保留非异常值数据用于参数估计. 显然, 数据点的

删除会造成有用信息的缺失, 并且在复杂工业过程

中选择适当阈值是困难的. 最早的鲁棒辨识算法是

具有分段损失函数的 Huber鲁棒回归. Huber估计

将最小绝对偏差损失函数应用于异常值, 将普通最

小二乘方法应用于正常数据[16−18].
鲁棒概率建模是降低异常值对算法性能影响的

有效方法. 传统基于高斯分布推导的辨识算法为正

常数据点和异常数据点分配等值权重是导致算法性

能下降的本质原因[1, 17]. 高斯分布尾部较短, 对异常

值缺乏鲁棒性, 无法降低异常值在算法参数估计中

的权重. 针对这个问题, 文献 [19]采用 2个高斯分

布混合对噪声建模, 以提高算法的鲁棒性; 利用方

差较大的高斯分布对异常值建模, 利用方差较小的

高斯分布拟合普通高斯白噪声, 在概率推导框架下

得到分段线性自回归系统的鲁棒参数估计公式. 但
是当异常值分布完全不规则时, 单个方差较大的高

斯分布难以刻画其统计性质. 近年来, 研究者们注

意到采用重尾分布建模噪声能够保障算法的鲁棒

性. 常用重尾分布有学生氏 t (Student＇s t, St)分
布、拉普拉斯 (Laplace)分布及其多元形式. 这些重

尾分布理论上能统计任意特征的异常值, 因为其在

数学上能分解成无限子高斯分布的混合. 文献 [4]
针对线性自回归系统, 研究了基于学生氏 t分布的

鲁棒递推辨识算法. 进一步, 文献 [20]在线性参数

变化系统上, 基于学生氏 t分布完成鲁棒概率建模,
提高了算法的鲁棒性; 文献 [21]以状态空间模型为

例, 采用学生氏 t分布的重尾特性抑制异常值的影

响, 提高了模型参数估计的精度; 文献 [22]讨论了

非线性状态空间的鲁棒辨识问题, 论述了采用学生

氏 t分布建模噪声的优越性, 并从数学角度对辨识

算法的鲁棒性进行了清晰和明确的解释. 相比于学

生氏 t分布, 拉普拉斯分布的概率密度函数较为简

单, 其有着更尖锐的峰值和更长尾部. 因此, 拉普拉

斯分布驱动的鲁棒辨识算法在参数估计上有着更小

的计算成本, 在算法收敛速度上有显著提高. 文献 [17]
为提高算法收敛速度, 采用拉普拉斯分布代替学生

氏 t分布统计系统的噪声特性, 提出一种线性系统

在线鲁棒辨识算法; 文献 [23]针对工业过程数据存

在复杂非高斯和多模态特征问题, 采用了多元拉普

拉斯分布进行鲁棒建模.
上述鲁棒系统辨识算法都是基于对称重尾分布

得到的, 利用分布的重尾特性保障算法的鲁棒性.
由于脉冲干扰、测量值异常和人为建模误差等因素,
非对称噪声在实际工业过程中普遍存在. 作为对称

分布的推广, 非对称分布能够灵活地反映测量噪声

中出现的偏态及重尾特性, 已在机电定位系统、超宽

带测距定位、生物统计学和经济学等领域应用[24−31].
如在编码器和驱动轴间的错误连接, 可导致机电定

位系统中编码器的脉冲丢失, 从而引入位置偏差[24];
在超宽带测距定位领域, 多径效应和非视距误差会

导致非负的测量误差[31]. 因此, 在输出噪声服从非

对称分布情况下, 现有基于对称分布建模的辨识算

法估计误差会出现明显的偏斜, 导致算法性能下降.
为解决上述问题, 文献 [29]研究了非对称量测噪声

条件下线性状态空间系统辨识问题, 引入偏斜 t分
布描述数据呈现出的偏态和重尾特性, 以保证模型

的精确度; 文献 [32]研究了多模型的鲁棒线性参数

变化模型, 采用非对称拉普拉斯分布描述实际工业

过程非对称噪声. 上述工作进一步提高了算法的鲁

棒性, 但所采用的分布较为固定, 难以统计实际过

程中灵活多变的噪声分布特性.
广义双曲倾斜学生氏 t (Generalized hyperbol-

ic skew student＇s t, GHSkewt)分布拥有着更多的

参数调整空间, 其重尾和偏斜特性能保障算法的鲁

棒性, 并且能灵活调节其超参数, 以实现噪声分布

特性的统计, 有着更广的适用范围[33−34]. 基于此, 本
文考虑输出数据受到非对称偏斜噪声污染的问题,
有针对性地研究了 GHSkewt分布的重尾特性和偏

斜特性, 并基于此, 提出一种线性系统鲁棒辨识算

法. 首先, 对 GHSkewt分布进行详细介绍, 在数学

上证明了标准学生氏 t分布可以看作是 GHSkewt
分布的一个特例; 然后引入隐含变量, 将 GHSkewt
分布进行数学分解, 以方便算法的推导和实现; 最
后, 在期望最大化 (Expectation-maximization,
EM)算法下, 重构具有隐含变量系统的代价函数,
通过迭代优化的方式, 不断从被污染数据集中, 学
习过程的动态特性和噪声分布, 实现噪声参数和模

型参数的联合估计. 本文主要贡献包括以下 3点:
1)考虑到输出数据中非对称偏斜测量噪声的

污染问题, 系统地研究了 GHSkewt分布的重尾特

性和偏斜特性, 提出一种适用范围更广的鲁棒辨识

算法;
2)在数学上证明了标准学生氏 t分布可以看作
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是 GHSkewt分布的一个特例, 并且引入隐含变量,
将 GHSkewt分布分解, 使得算法的推导和实现更

加高效;
3)在 EM算法框架下构建系统的概率模型, 算

法能自适应地学习过程的动态特性和噪声分布, 以
实现噪声参数和模型参数的联合估计. 

1    辨识问题描述
 

1.1    系统模型

考虑下面的线性系统:

A(z−1)xt = B(z−1)ut + et (1)

且 A(z
−1) = 1 + a1z

−1 + · · ·+ ana
z−na

B(z−1) = b1z
−1 + · · ·+ bnb

z−nb

(2)

{ut, xt, et}t=1:N

N A(z−1)

B(z−1) z

z−1xt = xt−1 na nb

式中,   分别表示系统的输入序列、输

出序列和噪声序列,   为辨识数据的长度; 
和  表示系统的多项式传递函数;   表示迟延

算子, 即 ;   和  分别表示系统输出

和输入传递函数的已知阶数.
结合式 (1)和式 (2), 系统的模型可改写为:

xt = φT
t θ + et (3)

式中

φt = [xt−1, · · ·, xt−na
, ut−1, · · ·, ut−nb

]T (4)

θ待辨识的模型参数  可定义为:

θ = [a1, · · ·, ana
, b1, · · ·, bnb

]T (5)
 

1.2    广义双曲倾斜学生氏 t 分布

et

et

et

鲁棒辨识算法常采用重尾分布对输出噪声  

建模, 以抑制异常值影响, 如学生氏 t分布、拉普拉

斯分布. 然而, 这些对称重尾分布无法满足偏斜噪

声的统计需要, 一旦系统输出噪声  呈偏斜特性,
上述对称重尾分布驱动的鲁棒辨识算法会出现有

偏参数估计, 导致模型精度下降. 基于此, 本文利

用非对称且重尾的 GHSkewt分布对噪声  建模,
进而提出一种适用范围更加广泛的鲁棒系统辨识

算法.
et为保障算法对偏斜噪声的有效性, 令噪声  服

从 GHSkewt分布[26]:

p(et|β, Λ, υ) = GHSkewt(et|0, β, Λ, υ) =

2
1−υ
2 (υ)

υ
2 |β|

υ+1
2 K 1+υ

2
×

√
β2(υΛ + e2t )

Λ
×

exp
{

βet
Λ

}
(
Γ(υ2 )

√
πΛ

(√
υΛ + e2t

)) υ+1
2

(6)

β Λ υ

p(·)
Γ(·) K(1+υ)/2(·)

(1 + υ)/2

xt et

式中,   、  和  分别表示 GHSkewt分布的偏斜参

数、尺度参数和自由度参数;   表示概率密度函数;
 表示伽马函数;   表示第 2类修正的

贝塞尔函数, 其中   表示贝塞尔函数的阶

次. 由式 (3)可以看出, 系统输出  与噪声  有着

相同的统计性质, 表示为:

p(xt|φT
t θ, β, Λ, υ) = GHSkewt(xt|φT

t θ, β, Λ, υ)
(7)

由于贝塞尔函数和伽马函数的存在, GHSkewt
分布复杂的表达公式难以直接用于推导辨识算法.
为了便于后续分析和算法推导, 通过引入隐含变量,
可将 GHSkewt分布分解成无数个次高斯分布的加

权组合形式[26, 34]:

p(xt|φT
t θ, β, Λ, υ) =∫

N(xt|φT
t θ + βwt, Λwt)p(wt|υ)dwt (8)

{wt}t=1:N

N(xt|φT
t θ + βwt, Λwt)

式中 ,    表示引入的未知隐含变量 ;
 表示 GHSkewt分布的次高

斯分布:

N(xt|φT
t θ + βwt, Λwt) =

1√
2πΛwt

exp

{
− (xt −φT

t θ − βwt)
2

2Λwt

}
(9)

p(wt|υ)概率密度函数  可表示为:

p(wt|υ) = IG
(
wt

∣∣∣υ
2
,
υ

2

)
=

(υ2 )
υ
2

Γ(υ2 )
w

− υ
2 −1

t exp
{
− υ

2wt

}
(10)

IG (wt |υ/2, υ/2)
υ/2

式中,   表示概率密度函数为服从形

状参数、尺度参数皆为  的逆伽马 (Inverse gam-
ma, IG)分布[34].

p(wt|υ)

由式 (8)可以看出, GHSkewt分布可看成具有

变化均值和方差的无限次高斯分布的凸组合, 各次

高斯分布的权重由服从逆伽马分布的  决定.
下面将从数学上证明基于学生氏 t分布的鲁棒辨识

算法是基于 GHSkewt分布的鲁棒辨识算法的一个

特例, 由此说明基于 GHSkewt分布的鲁棒辨识算

法具有更广泛的应用范围.
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β = 0

xt

假设式 (8)中的偏斜参数 , 这意味着输出

测量噪声无偏斜性质, 此时系统输出  有下式成立:

p(xt|φT
t θ, 0, Λ, υ) =∫
N(xt|φT

t θ, Λwt)IG
(
wt

∣∣∣υ
2
,
υ

2

)
dwt (11)

λt = 1/wt令  , 在积分变量代换中积分限被改

变, 为保持原有积分上下限, 式 (11)可重写为:

p(xt|φT
t θ, 0, Λ, υ) =

−
∫

N
(
xt

∣∣∣∣φT
t θ,

Λ

λt

)
IG

(
1

λt

∣∣∣υ
2
,
υ

2

)
d
1

λt
(12)

IG
(

1
λt

∣∣υ
2 ,

υ
2

)
式中, 逆伽马分布  经数学变换, 可得:

IG
(

1

λt

∣∣∣υ
2
,
υ

2

)
d
1

λt
=

(υ2 )
υ
2

Γ(υ2 )
λ

υ
2 +1
t exp

{
−υλt

2

}
d
1

λt
=

−
(υ2 )

υ
2

Γ(υ2 )
λ

υ
2 −1
t exp

{
−υλt

2

}
dλt =

−G
(
λt

∣∣∣υ
2
,
υ

2

)
dλt (13)

G
(
λt

∣∣υ
2 ,

υ
2

)
υ/2

式中,   表示概率密度函数为服从形状

参数、尺度参数皆为  的伽马 (Gamma, G)分布[34].
结合式 (12)和式 (13), 可得:

p(xt|φT
t θ, 0, Λ, υ) =∫

N
(
xt

∣∣∣∣φT
t θ,

Λ

λt

)
G
(
λt

∣∣∣υ
2
,
υ

2

)
dλt ∼

St(xt|φT
t θ, Λ, υ) (14)

St(xt|φT
t θ, Λ, υ)

φT
t θ Λ υ

式中,   表示概率密度函数为服从均

值为  、尺度参数为  和自由度参数为  的学生

氏 t分布.
β = 0

φT
t θ

βwt

至此, 当 GHSkewt分布的偏斜参数  时,
GHSkewt分布退化为标准的学生氏 t分布, 这意味

着学生氏 t分布是 GHSkewt分布的一个特例. 从
理论上可以得出, 针对输出异常值问题, GHSkewt
分布应具有与重尾学生氏 t分布相同的鲁棒性[35].
此外, 对比式 (8)和式 (14)可以看出, GHSkewt分
布的次高斯分布均值项在无噪声的系统输出 

基础上引入可变化的偏斜量 , 并且受权重影响,
这使得 GHSkewt分布可以描述偏斜噪声, 从而消

除对建模的负面影响.

Λ = 1

υ = 8 β = −4
β υ

N(·) St(·)
Laplace(·)

β υ

β = 0

为更直观地了解 GHSkewt分布的统计特性,
在尺度参数  时, 图 1(a)和图 1(b)分别绘制

了式 (6) 当自由度参数   和偏斜参数  

时, 不同偏斜参数  和自由度参数  的非对称 GH-
Skewt分布概率密度曲线, 并对比绘制具有对称特

性的高斯分布   、学生氏 t 分布   和拉普拉

斯分布  概率密度曲线. 由图 1可以看出:
1) GHSkewt分布具有偏斜和重尾特性, 当偏斜参

数  和自由度参数  减小时, GHSkewt分布的偏

斜程度变大且尾部变长; 2)当 GHSkewt分布的偏

斜参数  时, GHSkewt分布便退化为学生氏 t
分布, 这与上述理论证明吻合; 3) 当学生氏 t 分
布的自由度参数趋于无穷大时, 学生氏 t分布退化

为高斯分布. 综上可以看出, GHSkewt分布可看作

是比学生氏 t分布和高斯分布更具一般性的噪声分

布, GHSkewt分布除了具有描述高斯噪声和异常值

的能力, 还具有描述偏斜噪声的能力.
在本文中, 可用数据集包括系统的输入输出数
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β υ图 1    对称分布与参数值  和  不同的 GHSkewt分布对比

β υ

Fig. 1    Comparison of the symmetric distribution and the GHSkewt distribution with
different parameter values of    and  
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Uobs = {x1:N , u1:N}
Umis = {w1:N}

P = {θ, β, Λ, υ}

Uobs P

据  , 因为引入了未知的隐含变

量, 所以不可用数据集可表示为 ; 待
辨的参数集包括未知模型参数和噪声参数, 可表示

为 . 综上, 本文的主要任务可以概

括为: 在系统输出被偏斜噪声污染的条件下, 基于

可观测数据集  估计未知参数集 . 

2    基于 GHSkewt 分布的鲁棒辨识算法
 

2.1    EM 算法简介

EM算法可以在具有未知变量的情况下完成参

数的极大似然估计, 故 EM算法在系统辨识领域得

到了非常广泛的应用, 尤其是针对数据丢失和隐含

变量问题[9]. EM算法实际上是一种迭代优化算法,
通过重复执行期望步骤 (E-step)和最大化步骤 (M-
step), 以实现模型参数的估计. 在 E-step中, 首先

构造系统对数似然函数:

L = ln p(Uobs, Umis|P ) (15)

Umis由于存在不可观测数据集 , 直接优化上述

函数无法实现. 在 E-step中, 通过计算上述对数似

然函数相对于隐藏变量的期望, 来构造如下目标代

价函数:

Q(P |Pm) = EUmis|Uobs, Pm [ln p(Uobs, Umis|P )] =∫
p(Umis|Uobs, P

m) ln p(Uobs, Umis|P )dUmis

(16)

Pm m式中,   表示在第  次迭代中得到的参数估计值.
接着在 M-step中, 通过最大化目标代价函数得到

新的未知参数估计值:

Pm+1 = argmax
P

Q(P |Pm) (17)

重复执行 E-step和 M-step, 直到待辨识参数

收敛得到最优估计. 算法 1为 EM算法的具体步骤.
　  算法 1. EM 算法

P 1 m = 1初始化. 待辨识参数集  且设置 ;

1) E-step: 根据式 (16), 计算目标代价函数;

Pm+1

2) M-step: 根据式 (17), 最大化目标代价函数, 得到新

的参数估计值 ;

m← m+ 13)令  并重复步骤 2)和步骤 3), 直到参数收敛. 

2.2    基于 GHSkewt 分布的鲁棒辨识算法数学推导

1) E-step
为构造目标代价函数, 首先根据贝叶斯定理,

将系统的对数似然函数分解如下:

L = ln p(Uobs, Umis|P ) =

ln p(x1:N , u1:N , w1:N |P ) =

ln p(x1:N |u1:N , w1:N , P ) +

ln p(w1:N |u1:N , P ) + C1 (18)

C1 = ln p(u1:N |P )
ln p(x1:N |u1:N ,

w1:N , P )

式中,   表示与参数无关的常数项.
基于式 (3)和式 (4), 概率密度函数 

 可进一步简化为:

ln p(x1:N |u1:N , w1:N , P ) =

ln p(xN , x1:N−1|u1:N , w1:N , P ) =

ln p(xN |x1:N−1, u1:N , w1:N , P ) +

ln p(x1:N−1|u1:N , w1:N , P ) =

N∑
t=1

ln p(xt|φt, wt, P ) (19)

wt

ln p(w1:N |u1:N , P )
由于未知隐含变量   与系统输入输出无关,

因此  可进一步简化为:

ln p(w1:N |u1:N , P ) =
N∑
t=1

ln p(wt|P ) (20)

结合式 (9)和式 (10), 系统对数似然函数可改

写为:

L = ln p(x1:N , u1:N , w1:N |P ) =

N∑
t=1

ln p(xt|φt, wt, P ) +

N∑
t=1

ln p(wt|P ) + C1 =

N∑
t=1

lnN(xt|φT
t θ + βwt, Λwt) +

N∑
t=1

ln IG
(
wt

∣∣∣υ
2
,
υ

2

)
+ C1 (21)

L再基于式 (16), 计算系统对数似然函数  的条

件期望, 得到目标代价函数为:

Q(P |Pm) =

N∑
t=1

∫
wt

[p(wt|Uobs, P
m) ×

lnN(xt|φT
t θ + βwt, Λwt)]dwt +

N∑
t=1

∫
wt

p(wt|Uobs, P
m) ln IG

(
wt

∣∣∣υ
2
,
υ

2

)
dwt + C1

(22)

N(·)
IG(·)

根据式 (9)和式 (10), 将式 (22)中高斯分布 

和逆伽马分布  的概率密度函数展开, 目标代

价函数可写为:
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Q(P |Pm) = − N

2
lnΛ− 1

2Λ

N∑
t=1

(xt −φT
t θ)

2⟨w−1
t ⟩ +

β

Λ

N∑
t=1

(xt −φT
t θ)−

β2

2Λ

N∑
t=1

⟨wt⟩ +

Nυ

2
ln
υ

2
−N lnΓ

(υ
2

)
− υ

2

N∑
t=1

⟨w−1
t ⟩ −

(υ
2
+ 1

) N∑
t=1

⟨lnwt⟩+ C2 (23)

C2 = C1 − (N/2) ln 2π − (1/2)
∑N

t=1 ⟨lnwt⟩
⟨wt⟩ ⟨w−1

t ⟩ ⟨lnwt⟩
wt

式中,   表

示与参数无关项;   、  和  分别表示

有关隐含变量  的 3种期望项:

⟨wt⟩ =
∫
p(wt|x1:N , u1:N , Pm)wtdwt (24)

⟨w−1
t ⟩ =

∫
p(wt|x1:N , u1:N , Pm)w−1

t dwt (25)

⟨lnwt⟩ =
∫
p(wt|x1:N , u1:N , Pm) lnwtdwt (26)

p(wt|x1:N , u1:N , Pm) wt

m Pm

式中,   表示隐含变量   在第

 次参数估计  和可观测数据集下的后验概率密

度. 根据贝叶斯条件概率公式, 可得:

p(wt|x1:N , u1:N , Pm) =

p(wt, xt|y1:t−1, u1:t−1, P
m)

p(xt|x1:t−1, u1:t−1, Pm)
=

p(xt|φT
t , wt, P

m)p(wt|Pm)

p(xt|φt, Pm)
=

N(xt|φT
t θ

m + βmwt, Λ
mwt)IG(wt|υ

m

2 ,
υm

2 )

GHSkewt(xt|φT
t θ

m, βm, Λm, υm)
=

GIG(wt|λ, δ, γ) (27)

GIG(wt|λ, δ, γ) p(wt|x1:N , u1:N , Pm)

λ δ γ

式中 ,    表示  

是服从参数为  、  和  的广义逆高斯 (Generaliz-
ed inverse Gaussian, GIG)分布[34]. 3个参数具体

计算公式为:

λ = −v
m + 1

2
(28)

δ =

√
υm +

(xt −φT
t θ

m)
2

Λm
(29)

γ =

√
(βm)

2

Λm
(30)

根据文献 [26], 由式 (24) ~ (26), 可得期望项

的计算表达式为:

⟨wt⟩ =
(
δ

γ

)
Kλ+1(δγ)

Kλ(δγ)
(31)

⟨w−1
t ⟩ =

(
δ

γ

)−1
Kλ−1(δγ)

Kλ(δγ)
(32)

⟨lnwt⟩ = ln
(
δ

γ

)
+

1

Kλ(δγ)

∂

∂λ
Kλ(δγ) (33)

Q(P |Pm)

至此, 在 E-step 中, 目标代价函数构造完成.
为了表述清晰, 可将目标代价函数  拆分为

以下形式:

Q(P |Pm) = Q1(θ, β, Λ) +Q2(υ) + C2 (34)

式中

Q1(θ, β, Λ) =

− N

2
lnΛ− 1

2Λ

N∑
t=1

(xt −φT
t θ)

2⟨w−1
t ⟩ +

β

Λ

N∑
t=1

(xt −φT
t θ)−

β2

2Λ

N∑
t=1

⟨wt⟩ (35)

Q2(υ) =
Nυ

2
ln
υ

2
−N lnΓ

(υ
2

)
− υ

2

N∑
t=1

⟨w−1
t ⟩ −

(υ
2
+ 1

) N∑
t=1

⟨lnwt⟩+ C2 (36)

2) M-step

Q(P |Pm)

在M-step中, 基于式 (17), 通过最大化式 (34) ~
(36)中的目标代价函数 , 以得到未知参数

估计.
Q1(θ, β, Λ) θ

β Λ

Q1(θ, β, Λ)

θ

β = βm Λ = Λm β

θ = θm Λ = Λm Λ

θ = θm β = βm Q1(θ,

β, Λ) θ

首先, 通过优化  以求解模型参数  、

噪声偏斜参数  和尺度参数  的迭代估计公式. 需
要注意的是,   是一个复合函数, 这里需

要采用 3步优化法, 即当求解  的估计公式时, 令
 和   为定值 ; 当求解   的估计公式

时 ,  令   和   为定值 ;  当求解   的估

计公式时, 令  和  为定值. 计算 

 对  的导数并令其等于零, 可得:

∂Q1(θ, β, Λ)

∂θ
= 0 ⇒ θm+1 =

N∑
t=1

(φtxt⟨w−1
t ⟩ − βmφt)

N∑
t=1

(φtφT
t ⟨w−1

t ⟩)
(37)

Q1(θ, β, Λ) β然后, 求解  对  的导数并令其等于

零, 可得:
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∂Q1(θ, β, Λ)

∂β
= 0 ⇒ βm+1 =

N∑
t=1

(xt −φT
t θ

m)

N∑
t=1
⟨wt⟩

(38)

Q1(θ, β, Λ) Λ最后, 求解  对  的导数并令其等于

零, 可得:

∂Q1(θ, β, Λ)

∂Λ
= 0 ⇒ Λm+1 =

1

N

[
N∑
t=1

(xt −φT
t θ

m)
2⟨w−1

t ⟩+ (βm)
2

N∑
t=1

⟨wt⟩ −

2βm
N∑
t=1

(xt −φT
t θ

m)

]
(39)

υ

Q2(υ) υ

为了求解自由度参数  的估计公式, 计算函数

 对  的导数并令其等于零, 可得:

∂Q2(υ)

∂υ
= 0 ⇒

N

2
ln
υ

2
+
N

2
− N

2
ψ
(υ
2

)
−

1

2

N∑
t=1

⟨w−1
t ⟩ −

1

2

N∑
t=1

⟨lnwt⟩ = 0 (40)

ψ(x) = d lnΓ(x)
dx

υ

υ

υ

式中,   表示对数伽马函数的 1 阶导

数. 求解式 (40), 可以得到自由度参数  的估计结

果, 显然式 (40)的解析解并不存在, 因此需要通过

数值优化的方法优化式 (40), 以得到参数  的估计

值. 通常使用Matlab中的 fsolve函数求解式 (40),
得到自由度参数  的优化估计值.

至此, 在偏斜噪声条件下基于 GHSkewt分布

的鲁棒辨识算法推导完成. 算法 2为本文提出的基

于 GHSkewt分布的鲁棒辨识算法.
　  算法 2. 基于 GHSkewt 分布的鲁棒辨识算法

Uobs = {x1:N , u1:N}输入. 可观测数据集 .

P ∗ = {θ∗, β∗,

Λ∗, υ∗}
输出 . 最终迭代结果为较好估计参数  

.

Pm = P 1 = {θ1, β1, Λ1, υ1} m = 11)初始化  且 .

E-step:

wt

p(wt|x1:N , u1:N , Pm)

2) 根据式 (27), 计算隐含变量  的后验概率密度函数

;

⟨wt⟩
⟨w−1

t ⟩ ⟨lnwt⟩
3) 根据式 (31) ~ (33), 分别计算必要的期望项  、

 和 ;

Q(P |Pm)4)根据式 (34) ~ (36), 构造目标代价函数 .

M-step:

θ β Λ5)根据式 (37) ~ (39), 分别计算参数  、  和 ;

υ6)通过优化式 (40), 更新自由度参数 ;

∥θm+1−θm∥
2

∥θm∥2
≤ 10−3

m← m+ 1

7) 如果 , 算法运行终止; 否则, 令

 并重复步骤 2) ~ 6), 直到满足终止条件.

P 1

针对算法 2参数初值选取, 本文在初值随机选

取的多次预运行实验下确定参数初值 . 每次预

运行实验的停止准则为:

ln p(U |Pm)− ln p(U |Pm−1)

ln p(U |Pm)− ln p(U |P 0)
≤ 10−2 (41)

U = {Uobs, Umis} m

P 0

P̃ ∗ = Pm h

式中,   表示完整数据集,   表示迭

代次数,   表示预运行实验随机初值. 每次预运行

实验结束后, 令 , 经过  次预运行实验后,
算法 2的初值选取为:

P 1 = argmax
P̃∗

i

ln p(U |P̃ ∗
i ), i = 1, 2, · · ·, h (42)

 

3    算法验证

R2)

本节将系统地验证算法 2的有效性. 因为本文

的算法 2是基于 GHSkewt分布提出的, 为方便描

述, 将算法 2简称为 GHSkewt-Iden. 文献 [4, 10]
基于学生氏 t分布和拉普拉斯分布提出 2种鲁棒线

性系统辨识算法, 分别简称为 St-Iden和 Laplace-
Iden. 为了更好地体现本文 GHSkewt-Iden算法的

有效性和先进性, 将 St-Iden算法和 Laplace-Iden
算法设置为对比算法, 在公平的实验条件下设计对

比实验. 为了更清楚地评估算法的性能, 采用相对

参数估计误差 (Relative parameter estimation er-
ror, RPEE)、均方根误差 (Root mean square error,
RMSE)和决定系数 (Coefficient of determination,

 作为评价指标, 分别定义如下:

RPEE =
∥θ∗ − θ∥2
∥θ∥2

× 100% (43)

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
t=1

(xt − x̂t)2 (44)

R2 = 1−

N∑
t=1

(xt − x̂t)2

N∑
t=1

(xt − x̄)2
(45)

θ∗ θ xt

x̂t t

x̄

式中,   和  分别表示参数的估计值和真实值, 
和  分别表示第  个采样时刻的真实输出和估计

输出;   表示所有真实输出数据的平均值, 定义如下:

x̄ =
1

N

N∑
t=1

xt (46)
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3.1    数值例子

在线性自回归系统式 (1)中:

A(z−1) = 1− 0.6z−1 + 0.8z−2 (47)

B(z−1) = 0.5z−1 + 0.4z−2 (48)

模型参数真值:

θ = [a1, a2, b1, b2]
T
=

[−0.6, 0.8, 0.5, 0.4]T (49)

N = 500

为收集辨识数据集, 将均匀分布在 −1 ~ 1的随

机信号选取为输入信号用于激励系统, 数据长度设

置  . 为了验证本文算法的有效性, 进行 2
种测试: 实验 1测试本文 GHSkewt-Iden算法处理

输出异常值的鲁棒性, 实验 2测试本文 GHSkewt-
Iden算法处理偏斜噪声的有效性.

实验 1. 输出异常值的鲁棒性测试

为了验证本文 GHSkewt-Iden算法处理输出异

常值的鲁棒性, 将在 [−1.5, 1.5]均匀分布的随机数

当作异常值加入真实输出数据中. 当异常值比例为

15% 时, 所得到的真实输出和含 15% 异常值比例输

出如图 2所示.
分别在输出异常值比例为 5%、10%、15%、

20% 条件下, 针对 GHSkewt-Iden、St-Iden和 La-
place-Iden算法执行蒙特卡洛对比实验. 在每次蒙

特卡洛实验中, 各算法独立运行 100次, 这意味着

蒙特卡洛仿真实验将得到 100个模型的参数估计

值. 在异常值比例为 15% 条件下, 4个算法参数估

计的均值和标准差如表 1所示. 由表 1可以看出,
GHSkewt-Iden、St-Iden和 Laplace-Iden算法得到

的模型参数均值都在真实值附近, 这表明本文 GH-
Skewt-Iden算法对异常值同样具有鲁棒性.

R2

此外, 为了进一步测试本文 GHSkewt-Iden算

法的性能. 在每次蒙特卡洛实验中, 根据得到的 100
个模型参数估计值, 各计算 100 次, 得到 RPEE、
RMSE和  指标, 并分别取其平均值, 统计结果见

表 2. 由表 2可以看出, 在参数估计的精确性和输出

预测的准确性度量方面, 本文的 GHSkewt-Iden算

法与 St-Iden、Laplace-Iden算法具有可比性, 这进一

步验证了本文GHSkewt-Iden算法对异常值的有效性.
综上, 可以得出以下结论:
1)在不同异常值比例条件下, 本文 GHSkewt-

 

真实输出
含 15% 异常值比例输出

4

2

0

−2

−4

输
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图 2    真实输出和含 15% 异常值比例输出的对比

Fig. 2    Comparison of the real output and output with
15% of outlier points

 

表 1    异常值比例为 15% 时, 蒙特卡洛仿真实验参数估计结果的均值和标准差

Table 1    The mean and standard deviation of the Monte Carlo parameter estimation results with 15% of outlier points

算法
a1参数 a2参数 b1参数 b2参数 

均值 标准差 均值 标准差 均值 标准差 均值 标准差

Laplace-Iden −0.575 1 3.6 × 10−4 0.773 9 1.9 × 10−4 0.508 3 2.8 × 10−4 0.408 5 2.7 × 10−4

St-Iden −0.587 8 3.2 × 10−8 0.789 9 1.1 × 10−8 0.504 3 6.5 × 10−8 0.402 8 2.0 × 10−8

GHSkewt-Iden −0.587 6 6.5 × 10−7 0.789 9 2.5 × 10−7 0.504 2 1.1 × 10−7 0.403 0 4.0 × 10−7

真实值 −0.600 0 — 0.800 0 — 0.500 0 — 0.400 0 —

 

R2表 2    不同异常值比例下蒙特卡洛仿真实验的平均 RPEE、RMSE和 
R2Table 2    The averaged RPEE、RMSE and  for the Monte Carlo with different ratios of outlier points

异常值比例
Laplace-Iden St-Iden GHSkewt-Iden

RPEE (%) RMSE R2 RPEE (%) RMSE R2 RPEE (%) RMSE R2

5% 0.71 0.014 4 0.999 5 0.61 0.010 4 0.999 8 0.39 0.007 2 0.999 9

10% 2.44 0.047 5 0.994 9 1.20 0.018 6 0.999 2 1.13 0.019 2 0.999 2

15% 3.20 0.056 4 0.992 8 1.40 0.026 7 0.998 4 1.42 0.027 1 0.998 3

20% 5.33 0.088 0 0.982 6 2.70 0.049 9 0.994 4 2.74 0.050 3 0.994 3
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Iden 算法所得到的蒙特卡洛均值和标准差与 St-
Iden、Laplace-Iden算法具有可比性, 且基于 3种辨

识算法得到的蒙特卡洛均值稳定在真值附近, 可以

给出精度较高的参数估计和模型预测结果. 这验

证了本文 GHSkewt-Iden算法对输出异常值具有鲁

棒性.
2)随着异常值比例增大和数据质量变差, 本文

GHSkewt-Iden算法的参数估计精度和模型预测准

确度有所下降. 这说明本文的 GHSkewt-Iden算法

本质上是一种基于过程数据的辨识算法, 其算法性

能受数据质量影响.
实验 2. 偏斜噪声的有效性测试

在系统输出受到偏斜噪声污染条件下, 对本文

GHSkewt-Iden算法的有效性进行测试. 首先, 生成

尺度、偏斜和自由度参数分别为 0.000 1、−0.15和
20的服从 GHSkewt分布的偏斜噪声, 记为:

G0 = [0.000 1, −0.15, 20] (50)

G0

G0

偏斜噪声  的概率密度如图 3所示. 为了测

试各算法对偏斜噪声的有效性, 将生成的偏斜噪

声加入系统真实输出数据中, 分别执行 GHSkewt-
Iden、St-Iden和 Laplace-Iden算法, 得到 3种辨识

算法在偏斜噪声  下的参数估计轨迹如图 4所示.
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G0图 3    偏斜噪声  的概率密度曲线

G0Fig. 3    The probability density curve of skewed noise 
 

R2

根据 3种算法的参数估计结果, 分别计算 RP-
EE、RMSE和  指标, 对比结果如图 5所示. 由
图 4和图 5可以看出, 在输出数据中存在偏斜噪声

条件下, 本文 GHSkewt-Iden算法的参数估计精度

明显高于 St-Iden和 Laplace-Iden算法. 图 6给出

了在本文 GHSkewt-Iden算法执行过程中代价函数

的收敛曲线, 验证了本文 GHSkewt-Iden算法的收

敛性.
在不同偏斜噪声条件下, 分别执行 GHSkewt-

Iden、St-Iden和 Laplace-Iden算法进行对比, 以验

证 GHSkewt-Iden算法对偏斜噪声的有效性并非偶

然. 首先选取 3类服从 GHSkewt分布的偏斜噪声

参数为:
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G0图 4    偏斜噪声  下参数估计轨迹

G0

Fig. 4    Trajectories of the parameter estimates with
skewed noise 
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G0图 5    偏斜噪声  下 3种算法实验结果的对比

G0

Fig. 5    Comparison of experimental results of
three algorithms under skewed noise  

 

0 10 20
迭代次数

代
价
函
数

30 40 50

400

100

−200

−500

−800

−1 100

−1 400

−1 700

−2 000

 

图 6    本文算法的代价函数轨迹

Fig. 6    Trajectory of the cost function for
the proposed algorithm
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
G1 = [0.001, −0.15, 20]

G2 = [0.001, −0.20, 15]

G3 = [0.001, −0.15, 10]

(51)

R2

首先, 将式 (51)的 3组参数生成的 3种偏斜噪

声加入真实输出数据中; 然后, 分别对 GHSkewt-
Iden、St-Iden和 Laplace-Iden算法执行蒙特卡洛

仿真实验; 最后, 计算各蒙特卡洛仿真参数估计的

平均 RPEE、RMSE和  指标, 结果如表 3所示.
再根据 RPEE指标的计算结果, 绘制了 3种算法在

不同偏斜噪声下蒙特卡洛仿真实验的 RPEE曲面

图, 如图 7所示. 由表 3可以看出, 在不同偏斜噪声

条件下, 本文 GHSkewt-Iden算法的 3种性能指标

明显优于其他 2种算法, 验证了本文 GHSkewt-Iden
算法的先进性.

为了测试本文 GHSkewt-Iden算法对初始参数

的敏感性, 设计了不同参数初始值条件下的蒙特卡

洛仿真实验. 首先, 在输出数据中加入偏斜噪声, 该
偏斜噪声服从参数为 [0.001, −0.15, 20] 的 GH-
Skewt分布. 借鉴文献 [9], 在蒙特卡洛仿真实验中,
参数的初始值都从以真实参数为中心的对称区间中

均匀选取:

θ0 = [a01, a
0
2, b

0
1, b

0
2]
T =

[R(−1.2, 0), R(0.2, 1.4), R(0, 1), R(0, 0.8)]T
(52)

R式中,   表示均匀分布.
图 8为 100次蒙特卡洛仿真参数估计的收敛轨

迹, 其中红色虚线表示真实值, 蓝色区域为 100次
蒙特卡洛仿真参数估计运行得到的参数估计收敛曲

线. 100次蒙特卡洛仿真参数估计的均值和标准差

如表 4所示. 由图 8可以看出, 在不同初始值条件

下, 基于本文 GHSkewt-Iden算法得到的模型参数

均能收敛到真实值附近; 由表 4可以看出, 参数的

蒙特卡洛均值非常接近真实值且标准差均趋近于

零, 这表明算法在准确估计模型参数的同时, 还具

有很强的稳定性.
综上, 根据上述辨识结果可以看出:
1)由图 4可以看出, 在偏斜噪声条件下, 本文

GHSkewt-Iden算法提供更精确的参数估计且收敛

所需的迭代次数较少, 而 St-Iden和 Laplace-Iden
算法给出的参数估计精度较低, 甚至出现了有偏的

参数估计结果; 由图 5可以看出, 在偏斜噪声条件

下, 基于本文 GHSkewt-Iden算法得到的模型预测

精度明显高于 St-Iden和 Laplace-Iden算法. 这说

明针对偏斜噪声问题, 本文 GHSkewt-Iden算法比

St-Iden和 Laplace-Iden算法更具有鲁棒性.
2)由图 7可以看出, 在不同偏斜噪声条件下的

蒙特卡洛仿真实验中, 基于本文 GHSkewt-Iden算

法得到的参数估计结果更接近真实值; 由表 3可以

看出, 基于本文 GHSkewt-Iden算法得到的模型输

出预测准确性更高. 这说明本文提出的 GHSkewt-
Iden算法不仅能有效地处理偏斜噪声问题, 给出精

确度较高的模型参数估计, 同时算法具有稳定性,
在不同数据条件下均能给出有效的估计结果.

3)由图 8和表 4可以看出, 基于本文GHSkewt-
Iden算法在不同初始值条件下, 均能精准地收敛到

真实值附近, 同时计算得到的标准差较小; 图 6为
在偏斜噪声条件下的代价函数轨迹.

上述辨识结果说明了针对偏斜噪声问题, 本文

GHSkewt-Iden算法具有稳定性和收敛性. 

3.2    质量弹簧阻尼系统

在质量弹簧阻尼系统上, 验证本文 GHSkewt-
Iden算法的有效性. 质量弹簧阻尼系统是工程领域

常见的机械装置, 其结构如图 9所示. 在该系统中,
质量块与 1个弹簧和 1个定阻尼器连接. 当质量块

的质量很小时, 该系统的动力学方程表达式为:

d
dt

(
m

d
dt
S(t)

)
= F (t)− ksS(t)− cd

d
dt
S(t) (53)

S(t) ks

cd F (t)

m

式中,   表示质量块的垂直位置,   表示弹簧的

刚度,   表示定阻尼器的阻尼系数,   表示施加

在质量块  上的外力.

ks = 0.85 N/m, m = 0.01 kg,

cd = 0.5 N ·m2 F (t)

S(t)

在上述质量弹簧阻尼系统中, 弹簧的刚度设置

 质量块的重量设置  阻
尼系数设置  . 由于外力  变化会

影响质量块在垂直方向上的位置  , 因此选取

 

R2表 3    不同偏斜噪声下蒙特卡洛仿真的平均 RPEE、RMSE和 
R2Table 3    The averaged RPEE、RMSE and  for the Monte Carlo with different levels of skewed noise

偏斜噪声
Laplace-Iden St-Iden GHSkewt-Iden

RPEE (%) RMSE R2 RPEE (%) RMSE R2 RPEE (%) RMSE R2

G1 10.93 0.261 5 0.841 6 7.19 0.188 9 0.917 5 1.79 0.031 5 0.997 8

G2 16.02 0.338 1 0.735 6 12.39 0.282 5 0.815 5 3.99 0.069 9 0.988 4

G3 11.78 0.260 7 0.842 6 9.40 0.218 4 0.888 6 4.41 0.077 9 0.985 5
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F (t)

F S(t)

外力  为系统输入数据. 图 10中, 输入数据纵坐

标为质量块外力   (N), 质量块位置   选取为

S F (t)

S(t)

系统的输出数据; 输出数据纵坐标为质量块位置

 (m). 为了生成辨识数据, 将输入数据  选取

为幅值为 0.5的随机二进制信号, 并用该信号激励

质量弹簧阻尼系统得到输出数据 . 为了测试本

文 GHSkewt-Iden算法对有偏噪声的有效性, 在输

出数据上添加尺度、偏斜和自由度参数分别为 [0.001,
−0.2, 60]的偏斜噪声, 输出对比如图 11所示, 其中

蓝色实线表示真实输出, 红色虚线表示含偏斜噪声

输出.
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图 10    质量弹簧阻尼系统的输入输出数据

Fig. 10    The input and output of the
mass-spring-damper system

 

F (t)

R2

R2

在偏斜噪声条件下, 分别执行 GHSkewt-Iden、
St-Iden和 Laplace-Iden算法, 可得到 3个辨识模

型. 利用图 10的输入数据 , 分别激励 3种算法

辨识得到的 3 个模型, 自我验证输出估计对比如

图 12 所示. 在自我验证中, 计算得到的输出评价

指标 RMSE和  如表 5所示. 由表 5可知, 基于本

文 GHSkewt-Iden算法得到的模型输出评价指标

RMSE值最小, 分别比 St-Iden和 Laplace-Iden算

法小 5倍和 6倍左右; 基于本文 GHSkewt-Iden算

法得到的模型输出评价指标  值最大, 更趋近于

1. 上述辨识结果说明了, 基于本文 GHSkewt-Iden
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图 7    不同偏斜噪声下蒙特卡洛仿真实验的 RPEE曲面

Fig. 7    The RPEE surface for the Monte Carlo with
different levels of skewed noise
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图 8    参数初始值不同时, 蒙特卡洛仿真实验的

参数估计轨迹

Fig. 8    Trajectories of the parameter estimates for the
Monte Carlo with different parameter initial values

 

表 4    参数初始值不同时蒙特卡洛仿真的均值和标准差

Table 4    The mean and standard deviation of the Monte
Carlo with different parameter initial values

模型参数 真实值 均值 标准差

a1 −0.600 0 −0.586 0 0.004 5

a2 0.800 0 0.787 2 0.003 3

b1 0.500 0 0.502 8 0.006 8

b2 0.400 0 0.403 7 0.008 0
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图 9    质量弹簧阻尼系统

Fig. 9    The mass-spring-damper system
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算法得到的模型输出更接近真实输出, 相比其他 2
种算法, 得到的模型更能精准地描述质量弹簧阻尼

系统的动态特性.
  

R2表 5    自我验证的 RMSE和 
R2Table 5    The RMSE and  for self-verification

质量块位置
Laplace-Iden St-Iden GHSkewt-Iden

RMSE R2 RMSE R2 RMSE R2

S (m) 0.079 5 0.937 3 0.060 7 0.963 5 0.013 7 0.998 1
 

N = 2000

R2

为了进一步验证 3个模型的泛化性能, 设计了

一组输入和输出长度  的数据进行交叉验

证. 交叉验证输出估计对比如图 13所示, 交叉验证

输出估计误差如图 14所示, 交叉验证的 RMSE和

 如表 6所示. 可以看出, 基于本文 GHSkewt-Iden
算法得到的模型泛化性能更强.

综上, 基于上述辨识结果可得出以下结论:
1)由图 12和表 5可以看出, 在偏斜噪声存在

条件下, 基于本文 GHSkewt-Iden算法得到的模型

输出更接近系统的真实输出数据, 该模型能够更加

精确地描述质量弹簧阻尼系统的动态特性. 这证明

了本文 GHSkewt-Iden算法能够有效地处理偏斜噪

声问题, 并且得到更加精确的模型参数值.
2)由图 13、图 14和表 6可以看出, 在偏斜噪

声条件下, 与 St-Iden和 Laplace-Iden算法得到的

模型相比, 基于本文 GHSkewt-Iden算法得到的模

型泛化性能更强. 这进一步验证了本文 GHSkewt-

Iden算法在质量弹簧阻尼系统上处理偏斜噪声的

有效性, 可以更准确地拟合质量弹簧阻尼系统.
 

4    结束语

本文在非对称偏斜测量噪声条件下, 利用 GH-

Skewt分布对输出噪声进行建模, 并提出线性系统

鲁棒辨识 (GHSkewt-Iden算法). 从数学上证明了

标准学生氏 t分布可看作是 GHSkewt分布的一个

特例, 验证了本文提出的算法适用范围更广、泛化

性能更强. 实验结果表明: 1)针对输出异常值问题,

本文 GHSkewt-Iden算法的效果与基于学生氏 t、

拉普拉斯分布的算法具有可对比性, 表明 GHSkewt

分布的重尾特性保障了算法的鲁棒性; 2)针对非对

称偏斜噪声问题, 本文 GHSkewt-Iden算法效果明

显优于基于学生氏 t、拉普拉斯分布算法, 表明GHS-

kewt分布的偏斜特性使其能够自适应地调整超参

数, 以描述偏斜噪声的统计特性, 进而保障了算法

对非对称偏斜噪声的有效性和稳定性.
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图 11    质量弹簧阻尼系统的真实输出和含偏斜噪声输出

Fig. 11    The real output and output with skewed noise of
the mass-spring-damper system
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图 12    自我验证输出估计对比

Fig. 12    Output estimation comparison of self-verification
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图 13    交叉验证输出估计对比

Fig. 13    Output estimation comparison of
cross-verification
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图 14    交叉验证输出估计误差

Fig. 14    Output estimation errors of cross-verification

 

R2表 6    交叉验证的 RMSE和 
R2Table 6    The RMSE and  for cross-verification

质量块位置
Laplace-Iden St-Iden GHSkewt-Iden

RMSE R2 RMSE R2 RMSE R2

S (m) 0.089 4 0.934 5 0.067 4 0.962 7 0.014 8 0.998 2
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综上, 针对偏斜噪声问题, 本文提出的GHSkewt-
Iden鲁棒辨识算法与现有的鲁棒辨识算法相比, 适
用范围更广、泛化性能更强. 在本文研究基础上, 未
来的研究工作可集中在以下 2个方面:

1)进一步对算法的收敛性和初值选取进行理

论研究;
2)实际工业过程除受偏斜噪声、异常值等干扰

外, 常具有时变特性且新数据以流的方式传输, 因
此研究基于流数据的在线辨识算法尤为重要.
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