
 

 

自适应分布式聚合博弈广义纳什均衡算法
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摘    要   随着信息物理系统技术的发展, 面向多智能体系统的分布式协同优化问题得到广泛研究. 主要研究面向多智能体

系统的受约束分布式聚合博弈问题, 其中局部智能体成本函数受到全局聚合项约束和全局等式耦合约束. 首先, 面向一阶积

分型多智能体系统设计一种基于估计梯度下降的纳什均衡求解算法. 其中, 利用多智能体系统平均一致性方法设计一种自

适应估计策略, 以实现全局聚合项约束分布式估计, 并据此计算出梯度函数估计值. 其次, 利用状态反馈策略和输出反馈策

略将上述算法推广至状态信息可测和状态信息不可测一般线性异构多智能体系统. 最后, 利用拉萨尔不变性原理证实上述

算法收敛性, 并提供多组案例仿真用以验证算法有效性.
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聚合博弈广泛存在于各个领域, 例如公共环境[1]、

通信网络[2]、追逃问题[3]、智能电网和自主无人系统[4–6]

等, 进而得到学术界的深入研究. 自主无人系统依

靠大数据、人工智能等科学技术来实现多智能体系

统在没有或有限的人工参与下完成协同任务. 在聚

合博弈问题中, 每个玩家的成本函数不仅依赖于自

身决策行为, 也与所有玩家的聚合决策行为相关,
即每个玩家根据所有玩家决策行为的汇总来优化自

身决策行为. 而在实际应用中, 受到网络带宽或供

需平衡等因素限制, 玩家的决策行为往往相互耦合.
特别地, 广义纳什均衡是这一大类问题的恰当解.

为寻求上述聚合博弈问题的广义纳什均衡, 学
术界和工业界已设计了许多优秀的分布式算法. 例
如, 文献 [7]对受约束可微聚合博弈问题设计一类

同步和异步分布式优化算法, 并利用矩阵收缩理论

分析算法的敛散性. 与此同时, 文献 [8]利用次梯度

下降法解决受约束不可微聚合博弈问题. 为提高算

法速度, 文献 [9]利用多轮通信策略设计一类分布
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式算法, 在每次迭代中仅进行固定次数通信. 为提

高算法隐私性, 文献 [10]利用随机噪声和梯度跟踪

技术实现对其他玩家决策行为的安全估计, 并寻求

固定或时变网络下聚合博弈问题的广义纳什均衡.
为减少玩家间通信次数, 文献 [11]利用事件触发通

信机制设计一种时变递减参数的分布式投影算法求

解受约束平均聚合博弈问题的广义纳什均衡. 更多

类似研究成果亦包括于文献 [12–17].
现如今, 随着信息物理系统技术和智能体技术

发展, 考虑物理对象动力学特性的分布式策略吸引

越来越多学者的关注[18–20]. 针对无约束纳什均衡求

解问题, 文献 [21]利用多智能体系统一致性方法实

现对所有玩家的决策行为进行估计, 在估计信息基

础上结合梯度上升法实现玩家自身目标函数最大

化. 自适应设计方法旨在自动调整控制参数以使控

制系统稳定[22–23]. 基于此, 为简化上述算法控制参数

选取, 文献 [24]将自适应控制思想引入进来, 分别

设计一类基于通信链路和基于玩家的自适应分布式

纳什均衡求解算法. 而当玩家控制输入有界时, 文
献 [25]分别针对一阶和二阶积分型系统设计分布

式控制策略寻求纳什均衡解. 为减少玩家间通信频

次, 文献 [26]设计一类基于动态事件触发通信策略

的指数收敛分布式梯度下降法寻求纳什均衡解. 文
献 [27]将其推广至一般线性异构多智能体系统. 此
外, 为确保算法避免 Zeno现象发生, 该事件触发控

制策略中增加一段停留时间, 进而确保智能体相邻

两次触发时间间隔存在最小正下界. 为提高算法收

敛速度, 文献 [28]利用非周期离散采样技术设计一

类预定义时间收敛分布式纳什均衡算法. 针对玩家

决策行为受局部约束情形, 文献 [29]将广义纳什均

衡求解转化为求解满足该问题的 KKT (Karush-
Kuhn-Tucker)条件, 并利用时间尺度分离方法证

实所设计算法可收敛至纳什均衡解的无限小邻域

内. 进一步地, 文献 [30]研究当所有玩家受到等式

约束耦合时的纳什均衡求解问题. 当玩家同时受到

局部和全局不等式约束时, 文献 [31]针对二阶智能

体系统设计一类分布式优化算法, 并将其应用于凸

轮发电机系统的电力市场交易问题中.
在上述博弈问题中, 每个玩家的成本函数仅与

部分玩家决策行为相关. 而在聚合博弈问题中, 每
个玩家的成本函数除与自身决策行为有关外, 也与

所有玩家决策行为的聚合项有关[32]. 针对局部约束

下的聚合博弈问题, 文献 [33]利用梯度跟踪策略设

计一种指数收敛的分布式优化算法, 文献 [34–36]
利用动态平均一致性策略设计一类渐近收敛的分布

式优化算法. 针对带耦合不等式约束和局部约束的

聚合博弈问题, 文献 [37]利用有限时间梯度跟踪技

术和映射算子法设计一种分布式连续时间优化算

法, 并借助本地数据和邻居玩家信息交互实现广义

纳什均衡. 针对带耦合等式约束时, 文献 [38]将其

转化为变分广义纳什均衡求解问题, 并利用动态平

均一致性技术和内模原理实现一阶积分型系统的扰

动抑制和变分广义纳什均衡. 文献 [39]将文献 [38]
中线性聚合项推广至非线性聚合项, 并以指数收

敛速度实现耦合等式下的广义纳什均衡求解. 文
献 [40–42]同时考虑耦合等式约束和局部约束下的

聚合博弈纳什均衡求解, 并分别利用微分映射算子

和映射算子设计分布式优化算法. 此外, 文献 [43–45]
分别针对一阶非线性扰动智能体、二阶线性扰动智

能体和二阶非线性智能体无约束聚合博弈纳什均衡

问题设计分布式优化算法. 文献 [46]和 [47]分别研

究欧拉−拉格朗日系统的无约束和等式耦合约束聚

合博弈广义纳什均衡.
通过上述讨论可以发现, 现有聚合博弈纳什均

衡求解算法主要采用动态平均一致性策略或梯度跟

踪策略实现聚合项分布式估计. 然而已有梯度跟踪

策略中控制参数为固定常数, 且其收敛范围多与聚

合项 Lipschitz常数相关, 导致所设计算法适用对

象需满足 Lipschitz连续, 此外, 现有算法仅关注一

阶或二阶积分型动力学特性智能体系统, 而对实际

应用中更广的一般线性异构多智能体系统关注较

少. 为此, 本文首先利用自适应梯度跟踪策略分布

式估计全局聚合项, 避免控制参数对聚合项 Lipschitz
系数依赖, 扩大算法适用范围. 其次利用估计值计

算局部成本函数梯度值. 最后结合拉格朗日乘子法

实现受耦合约束聚合博弈问题广义纳什均衡求解,
并将所设计算法推广至一般线性异构多智能体系

统. 本文主要创新点总结如下: 1)针对一阶积分型

智能体设计一种无初始约束分布式算法. 借助多智

能体系统平均一致性策略, 利用自适应梯度跟踪策

略对博弈问题全局聚合项进行估计, 无需手动选择

控制参数. 2)针对一般线性异构多智能体系统设计

一种分布式纳什均衡求解算法, 相比于文献 [48], 本
文将智能体全局等式约束考虑进来. 此外, 利用状

态观测器和输出反馈控制设计一种分布式纳什均衡

求解策略.
本文的结构安排如下: 第 1节主要介绍网络拓

扑和问题描述; 第 2节首先针对一阶智能体进行算

法设计和收敛性分析, 其次将算法推广至一般线性

异构多智能体系统, 最后提供两组数值仿真; 第 3
节对全文进行总结和展望.
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R 1n, 0n, In n

⊗ ln(·)
e diag{x1, x2, · · · , xn}

x1, x2, · · · , xn

col{x1, x2, · · · , xn} x1, x2, · · · , xn

∇f(x) f(x)

f(x, y) ∂f(x, y) sup(·)
min(·) ∥ · ∥

符号说明. 现将后续所需符号及定义说明如下.
 表示实数集.    分别表示   维全 1、全 0

向量和单位矩阵.   代表克罗内克积.   表示以

自然数  为底的对数函数.   表

示由  构成的对角矩阵或块对角矩阵.
 表示由   构成的聚

合向量.   表示函数  的微分. 对于多变量

函数 ,   表示其对应的偏微分.  
表示上界函数.   表示求最小值.   默认是 2
范数. 

1    基础知识
 

1.1    图论基础知识

G = (V, E , A)

V = {1, 2, · · · , n}
E

A = [aij ] ∈ Rn×n (i, j)

E i j aij > 0

aij = 0

aii = 0

G L = [Lij ] ∈ Rn×n Lii =∑n
j=1 aij , Lij = −aij , i ̸= j, ∀i, j ∈ V G

G
G L

0 = ρ1(L) < ρ2(L) ≤ · · · ≤
ρn(L)

令符号  表示一个静态无向网络,
其中网络节点集合定义为  , 网络

节点通信链路集合记为 , 通信链路对应的伴随矩

阵记为  . 若通信链路   属于集

合 , 则称节点  和  是邻居节点, 同时也有 ;
否则 . 虽然节点可以获取到自身信息, 为分

析方便, 本文默认节点不存在自环, 即 . 网络

 的拉普拉斯矩阵    定义为   
. 若网络   中

任一节点都存在邻居节点, 则称网络  为连通网络.
针对无向连通网络 , 其对应拉普拉斯矩阵  的特

征根从小到大排序记为  

.

G
假设 1. 在本文所研究的纳什均衡求解问题中,

智能体之间通信网络  为无向连通图.
Q =

[ 1√
n
1n, R] ∈ Rn×n

引理 1. 若假设 1 成立, 则存在正交矩阵 

, 满足[19]{
0n×n ≤ ρ2(L)Kn ≤ L

RΛ−1
1 RTL = LRΛ−1

1 RT = Kn

(1)

Kn, Λ1 Kn = In − 1
n1n1

T
n,

Λ1 = diag{ρ2(L), ρ3(L), · · · , ρn(L)}
其中, 矩阵    分别定义为  

. 

1.2    问题描述

n

Ji(xi, x−i) : Rnm → R xi ∈ Rm

i x−i = col(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · ,
xn)

假设所研究聚合博弈包含  个玩家, 每个玩家

拥有成本函数 , 其中  为

玩家  的决策变量,  
. 此外, 所有玩家受到如下耦合等式约束:

X =

{
x ∈ Rnm|

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

di

}
(2)

x = [xT
1 , x

T
2 , · · · , xT

n]
T ∈ Rnm, di ∈ Rm其中,    常数向量 

i

σ(x) = 1
n

∑n
i=1 φi(xi) φi(xi) : Rm →

R Ji(xi, x−i) = fi(xi, σ(x))

σ(x)

Ji(xi, x−i) i

为玩家  的局部资源需求量或供给量. 定义如下聚

合函数:  , 其中,  

. 此时成本函数可定义为 .
虽然成本函数中包含全局信息 , 但是成本函数

 仅自身可知. 综上所述, 每个玩家  都在

求解如下优化问题:

min
xi

Ji(xi, x−i)

s.t.
n∑

i=1

xi =

n∑
i=1

di (3)

i x∗ = (x∗
i , x

∗
−i) ∈ X定义 1. 对任意玩家 , 若  满

足如下不等式:

Ji(x
∗
i , x

∗
−i) ≤ Ji(xi, x

∗
−i), ∀xi, (xi, x

∗
−i) ∈ X (4)

x∗则  是聚合博弈 (3)的广义纳什均衡.
上述定义表明, 每个玩家的成本函数在纳什均

衡点处达到最小, 并且单独改变某个玩家的决策不

会使其成本函数降低. 纳什均衡称为所有玩家都接

受的解.
i Ji(xi, x−i)

F (x) µ- F (x)

假设 2. 对于所有智能体 , 成本函数 

连续可微. 映射   满足   强凸, 其中映射  

定义为

F (x) = col{∇x1
f1(x1, σ(x)), · · · ,

∇xnfn(xn, σ(x))} (5)

g(x, η) x κ1-

η κ2-

假设 3.   是关于变量  满足  Lipsch-
itz连续, 关于变量  满足  Lipschitz连续, 其中

g(x, η) = col{g1(x1, η1), · · · , gn(xn, ηn)} (6)

和

gi(xi, ηi) = (∇xi
fi(·, σ) +

1

n
∇σfi(xi, ·)T∇φi)σ=ηi

(7)

i φi(xi)

κ3-

假设 4. 对任意智能体 , 映射  可微且满

足  Lipschitz连续.
注 1. 虽然动态平均一致性策略也可以用于分

布式估计聚合博弈纳什均衡问题中聚合项, 但现有

文献所设计算法在理论上仅能证明渐近收敛. 而梯

度跟踪策略在上述假设条件下能够理论证明指数收

敛[49]. 此外, 梯度跟踪策略由于结构简单更易于与

基于符号函数的固定时间理论结合实现收敛速率提

升. 当采用相同控制参数时, 梯度跟踪策略所设计

算法要快于动态平均一致性策略. 这一点在后续案

例仿真中得以体现.
注 2. 上述假设是分布式纳什均衡求解算法的

基本条件, 在已有文献 [9, 32−33, 37−40]中得以利

用. 其中, 假设 1中连通网络拓扑确保各智能体可
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g(x, η) σ(x)

xi

通过通信网络将局部信息扩散至整个系统, 以确保

所设计算法收敛至全局最优解. 假设 2中强凸性确

保了问题 (3)解的唯一性. Lipschitz连续确保函数

 和  局部变化幅度有限. 假设 3和假设 4
主要体现在算法收敛性分析中, 用以确定控制参

数的收敛范围. 此外, 现有文献中基于梯度跟踪策

略所设计算法控制参数选取依赖于上述假设中

Lipschitz常数. 在分布式系统中, 各智能体仅知道

自身的 Lipschitz常数. 随着智能体系统规模大肆

扩张, 各局部智能体需要更多时间去分布式获取上

述全局性参数. 虽然本文亦采用上述假设条件, 但
与已有文献不同, 本文所设计算法在控制参数选取

时与上述假设条件 Lipschitz常数无关. 此外, 在后

续算法收敛性分析中证明了变量  的有界性, 这进

一步扩大了本文所设计算法的适用性, 这一点也在

仿真案例部分得到验证.
x∗ = col{x∗

1, x
∗
2, · · · ,

x∗
n}

λ0 ∈ Rm

引理 2. 若假设 2成立, 则 

 是聚合博弈 (3)的变分广义纳什均衡当且仅当

存在 , 使得下式成立[40]:
0m ∈ ∂Ji(x

∗
i , x

∗
−i) + λ0 (8a)

n∑
i=1

x∗
i =

n∑
i=1

di (8b)
 

2    主要结果

本节首先针对一阶积分型多智能体系统设计一

种分布式纳什均衡求解算法, 其次将其推广至一般

线性异构多智能体系统上, 其中分别考虑智能体状

态信息可测和不可测两种情形. 

2.1    一阶积分型系统

λ0

λi

i, ∀i ∈ V

问题 (3) 求解的关键在于全局等式约束的解

耦. 由引理 2可知, 可以通过全局对偶拉格朗日乘

子  实现全局等式的解耦. 为此, 本文给每个智能

体设置一局部拉格朗日乘子. 随后利用多智能体系

统一致性控制策略使得所有局部对偶变量  协同

收敛至最优拉格朗日乘子. 具体地, 智能体 

按如下规则对自身信息进行更新:
ẋi = −gi(xi, ηi)− λi (9a)

λ̇i = xi − di − β

n∑
j=1

aij(λi − λj)− θzi (9b)

żi = β

n∑
j=1

aij(λi − λj) (9c)

ṡi =

n∑
j=1

aijαij(ηj − ηi) (9d)

ηi = si + φi(xi) (9e)

α̇ij = γijaij∥ηi − ηj∥2 (9f)

β, θ, γij = γji, ∀i, j ∈ V其中, 控制参数  大于零. 算
法 (9)可分为以下 3个部分:

zi ∈ Rm λi∑n
j=1 aij(λi − λj) λi

zi λi xi − di

λi

λi λ0

1) 在式 (9b)和式 (9c)中, 通过增加辅助变量

 记录对偶变量    的历史差值信息, 并与

 一起实现对   的比例积分控制.
此外, 不同于传统梯度下降法中的时变递减参数,

 的存在也使得对偶变量  的梯度项  控制

系数为常数. 对偶变量  用于驱动智能体趋向于广

义纳什均衡, 且  最终收敛至引理 1中的最优解 .
fi(xi, σ(x))

σ(x)

ηi

si
1
n

∑n
i=1 ϕi(xi) ϕi(xi)

2) 在问题 (3)中, 局部智能体成本函数 

中聚合项  都与所有智能体信息相关. 然而在分

布式通信网络中, 无法保证网络的全联通. 因此在

算法 (9d) ~ (9f)中  利用多智能体系统平均一致

性算法实现聚合项的分布式预测, 辅助变量  用于

平衡全局平均聚合项  和局部函数 .
为方便理解, 将算法 (9d) ~ (9f)修改为

η̇i =

n∑
j=1

aijαij(ηj − ηi) +
d
dt

φi(xi) =

n∑
j=1

aijαij(ηj − ηi) + (∇φi(xi))
Tẋi (10)

ηi

ηi =
1
n

∑n
i=1 φi(xi) = σ(x)

式 (10)即为平均一致性跟踪策略. 当变量  一

致时, 即有 .
ηi

gi(xi, ηi) ∂Ji(xi, x−i)

3) 在式 (9a)中, 利用估计值  计算局部成本

函数梯度值   替代式 (8a) 中  ,
最后结合式 (8a)构建式 (9a).

t

此外, 为书写方便, 在算法 (9)以及后文中省略

时间变量 .

σ(x)

α α

α

注 3. 在算法 (9)中, 为实现智能体对全局聚合

项  的获取, 现有算法主要分为两大类: 平均一

致性方法[38, 40, 43−48] 和梯度跟踪方法[32−33, 37, 39, 41−42]. 与
已有文献类似, 本文同样采用多智能体系统梯度跟

踪方法实现全局聚合项预测. 此外, 已有文献多采

用固定控制参数 . 这就导致  的收敛范围过于苛

刻. 例如文献 [32]中  需要满足

α >
κ2κ3 +

(κ2+κ3κ1)
2

2µ

ρ2(L)
(11)

α文献 [33]中,   需要满足

α >
2κ2κ3

µρ2(L)
(12)

α文献 [37]中,   需要满足

α > (n− 1)max
i

sup
t→∞

∥φ̇i(t)∥ (13)
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以上述现有算法架构为基础, 算法 (9)采用自

适应通信权重, 从而避免在算法执行时参数选取困

难问题.

β > 1/2,

θ > 1/(2µ)

定理 1. 若假设 1 ~ 4成立, 则算法 (9)收敛至

问题 (3)最优解, 且控制参数收敛范围为 

.
λ = [λT

1 , λT
2 , · · · , λT

n]
T, z = [zT1 , zT2 ,

· · · , zTn ]
T, η = [η1, η2, · · · , ηn]T (x∗, λ∗, z∗, η∗)

x∗

证明. 令  

,   表示

系统 (9)的稳定点. 由引理 2和文献 [40]中引理 6
可知,   为问题 (3)最优解. 令李雅普诺夫函数为

V1 = ∥x− x∗∥2 + 1

2
∥λ− λ∗ + z − z∗∥2 +

1

2
∥λ− λ∗∥2 +

θ

β
(z − z∗)T((RΛ−1

1 RT)⊗ Im)(z − z∗) (14)

V1 t则函数  在系统 (9)上关于时间  的微分为

V̇1 = − 2(x− x∗)T(g(x, σ(x))− g(x∗, σ(x∗))) −

2(x− x∗)T(λ− λ∗)− θ∥z − z∗∥2 +

2(x− x∗)T(λ− λ∗)− 2θ(z − z∗)T(λ− λ∗) −

β(λ− λ∗)T(L⊗ Im)(λ− λ∗) +

(x− x∗)T(z − z∗)− 2θ(z − z∗)T(λ− λ∗) +

2θ(z − z∗)T(λ− λ∗) −

2(x− x∗)T(g(x, η)− g(x, σ(x))) ≤

− 2µ∥x− x∗∥2 + 2κ2∥x− x∗∥ · ∥e∥ −

β(λ− λ∗)T(L⊗ Im)(λ− λ∗) −

θ∥z − z∗∥2 + (x− x∗)T(z − z∗) (15)

e = η − 1n ⊗ σ(x)

F (x)

V2

其中,  . 在上述分析过程中用到假

设 2中映射  强凸性和假设 3中 Lipschitz连续

条件. 令  定义如下:

V2 =
1

2
∥e∥2 +

n∑
i=1

n∑
j=1

1

2γij
(αij − ϱ)2 (16)

ϱ其中, 常数  满足

ϱλ2(L) > κ2κ3 +
2κ2 + κ3(κ2κ3 + κ1) + µκ2

3

2µ
(17)

V2 t则函数  在系统 (9)上关于时间  的微分为

V̇2 = − eT(Lα)e+ eTζ(x, e) +

n∑
i=1

n∑
j=1

(αij − ϱ)aij∥ηi − ηj∥2 ≤

− ϱλ2(L)∥e∥2 + eTζ(x, e) (18)

ζ(x, e) = d
dt (φ(x)− 1n ⊗ σ(x))其中 ,   . 拉普拉斯矩

Lα Lα, ii =
∑n

j=1 aijαij , ∀i ∈ V Lα, ij =

−aijαij , ∀i ̸= j.

阵    定义为   和 

  此外有

∥ζ(x, e)∥ ≤ κ3∥g(x, η) + λ∥ =

κ3∥g(x, η)− g(x∗, η∗) + λ− λ∗∥ ≤
κ3∥λ− λ∗∥+ κ3∥g(x, η) −
g(x, η∗) + g(x, η∗)− g(x∗, η∗)∥ ≤
κ3∥λ− λ∗∥+ κ3κ1∥x− x∗∥ +

κ3κ2∥η − 1n ⊗ σ(x) +

1n ⊗ σ(x)− 1n ⊗ σ(x∗)∥ ≤
κ3∥λ− λ∗∥+ κ2κ3∥e∥ +

κ3(κ2κ3 + κ1)∥x− x∗∥ (19)

V = V1 + V2令 , 将式 (19)代入式 (18), 则有

V̇ ≤ − µ∥x− x∗∥2 −

(β − 1

2
)λ2(L)∥λ− λ∗∥2 −

(θ − 1

2µ
)∥z − z∗∥2 −

(ϱλ2(L)− κ2κ3 −

2κ2 + κ3(κ2κ3 + κ1) + µκ2
3

2µ
)∥e∥2 (20)

在上式分析过程中, 基于 Young不等式, 用到

以下不等式:

κ3e
T(λ− λ∗) ≤ ρ2(L)

2
∥λ− λ∗∥2 + κ2

3

2ρ2(L)
∥e∥2

(2κ2 + κ2κ
2
3 + κ1κ3)e

T(x− x∗) ≤

µ

2
∥x− x∗∥2 + (2κ2 + κ2κ

2
3 + κ1κ3)

2

2µ
∥e∥2

(x− x∗)T(z − z∗) ≤ µ

2
∥x− x∗∥2 + 1

2µ
∥z − z∗∥2

(21)

V col{x− x∗,

λ− λ∗, z − z∗, e} αij

αij

limt→∞ αij

limt→∞ x = x∗

不难发现, 李雅普诺夫函数  关于变量 

 和  径向无界. 从式 (20)可以看

出, 上述变量均有界. 注意到变量  单调非减, 所
以其极限  存在. 从而基于拉萨尔不变性

原理可知,  . □ 

2.2    一般线性系统

i在算法 (9)中, 我们将智能体  视作一阶积分型

系统. 而在实际应用中, 高阶系统较为普遍. 因此,
本文考虑如下一般线性异构多智能体系统:{

ẋi = Aixi +Biui

yi = Cixi

(22)

xi∈ Rni , ui∈ Rpi , yi∈ Rq i其中,   分别是智能体   的状
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Ai ∈ Rni×ni , Bi ∈ Rni×pi , Ci ∈
Rq×ni

ui

yi

态、输入和输出变量.  
 分别表示状态、输入和输出矩阵. 本文旨在利

用各智能体间信息交互设计控制器  使得输出变

量  收敛至资源分配问题 (3)的纳什均衡点. 同时

可以看出, 算法 (9)为智能体状态最优控制问题, 而
系统 (22)则为最优输出控制问题. 为此下面的假设

条件是必要的.
(Ai, Bi) Bi, Ci

rank(CiBi) = q, ∀i ∈ V
假设 5.   可控, 且矩阵  满足秩约

束 .
(K1i, K2i)引理 3. 若假设 5成立, 则下述方程解 

存在[49]:

CiBiK1i = CiAi, CiBiK2i = Iq (23)

ui基于引理 3, 系统 (22)中的控制器  设计如下:
ui = −K1ixi −K2i(gi(yi, ηi) + λi) (24a)

λ̇i = yi − di − β

n∑
j=1

aij(λi − λj)− θzi (24b)

żi = β

n∑
j=1

aij(λi − λj) (24c)

ṡi =

n∑
j=1

aijαij(ηj − ηi) (24d)

ηi = si + φi(yi) (24e)

α̇ij = γijaij∥ηi − ηj∥2 (24f)

λi, zi, si, ηi, αij

θ, β, γij = γji, ∀i ∈ V
ui gi(yi,

ηi) λi −K1ix

Aixi K2i

其中, 算法 (24)中变量  与算法 (9)
定义相同, 控制参数  大于零.
在算法 (24)中, 控制策略  除了包含梯度项 

 和对偶变量  之外, 还存在项 , 从后续分

析中可以看出该项主要目的是抵消系统状态式

(22)中项 . 而辅助反馈矩阵  更有助于后续

的算法收敛性分析.

ϵ [g(y, η), ϵ(η − φ(y))]T

ϵ

注 4. 文献 [48]利用多智能体系统平均一致性

对一般线性多智能体系统的无约束聚合博弈纳什均

衡问题设计分布式算法. 此外, 为保证算法收敛, 文
献 [48]中存在一正实数  使得 

满足强单调性和 Lipschitz连续性, 然而并未给出

参数  的选取范围. 与之相比, 本文将全局等式约

束考虑进来, 算法 (24)中参数收敛范围在定理 2中
给出.

β > 1/2,

θ > 1/(2µ)

定理 2. 若假设 1 ~ 5成立, 则算法 (24)收敛至

问题 (3)最优解, 且控制参数收敛范围为 

.
yi证明. 首先对输出变量  求微分, 并结合引理

3, 可知

ẏi = Ciẋi = Ci(Aixi +Biui) =

− gi(yi, ηi)− λi (25)

K1i, K2i

此时可发现, 当选择满足引理 3 的反馈矩阵

, 算法 (24)与算法 (9)本质一样. 因而从定

理 1可知算法 (24)与算法 (9)具有相同的收敛性

结果. 故后续证明可参考定理 1, 在此予以省略. □

Aixi

−K1ixi

xi

i

为抵消智能体状态方程中  对系统的影响,
在算法 (24)中引入状态反馈项 . 但在部分

系统中, 智能体状态信息  不可测. 此时上述反馈

项失效. 而为解决智能体状态信息不可测情形下问

题 (3)纳什均衡求解, 基于 Luenberge状态观测技

术, 本文设计一种基于输出反馈的分布式纳什均衡

算法. 对任意智能体 , 其状态更新规则修改如下:
ui = −K1ix̂i −K2i(gi(yi, ηi) + λi) (26a)

˙̂xi = Aix̂i +Biui + Fi(yi − Cix̂i) (26b)

λ̇i = yi − di − β

n∑
j=1

aij(λi − λj)− θzi (26c)

żi = β

n∑
j=1

aij(λi − λj) (26d)

ṡi =

n∑
j=1

aijαij(ηj − ηi) (26e)

ηi = si + φi(yi) (26f)

α̇ij = γijaij∥ηi − ηj∥2 (26g)

λi, zi, si, ηi, αij

x̂i

xi Fi Ai − FiCi

其中, 算法 (26)中变量  与算法 (9)
定义相同, 变量   用于估计智能体真实状态信息

. 同时反馈矩阵  使得  是 Hurwitz稳
定的. 而为确保智能体状态信息可重构, 系统 (22)
需满足如下假设.

(Ai, Bi) (Ai, Ci)

Bi, Ci rank(CiBi) = q, ∀i = 1, 2, · · · , n
假设 6.   可控,   可观测, 且矩阵

 满足秩约束 .
算法 (26)收敛性分析如定理 3所示.

β > 1/2, θ > 1/(2µ)

定理 3. 若假设 1 ~ 4 和假设 6 成立, 则算法

(26)收敛至问题 (3)最优解, 且控制参数收敛范围

为   .
ex, i = xi − x̂i证明. 令 , 结合算法 (26)可得

ėx, i = ẋi − ˙̂xi = (Ai − FiCi)ex, i (27)

Ai − FiCi

P (A− FC)TP + P (A− FC) =

−(1 + ∥CA∥2

2 + ∥CA∥2

2µ )IN , N =
∑n

i=1 n A, B, C

Ai, Bi, Ci

V3 = 2eTxPex V3

t

由于  是 Hurwitz 稳定的, 所以存在

正定矩阵  ,  使得    

,     分

别表示由所有智能体中  构成的块对角矩

阵. 令李雅普诺夫函数  , 则函数   对

时间  的微分为

6 期 时侠圣等: 自适应分布式聚合博弈广义纳什均衡算法 1215



V̇3 = −
(
1 +

∥CA∥2

2
+

∥CA∥2

2µ

)
∥ex∥2 (28)

yi与定理 2类似, 对输出变量  求微分, 并结合

引理 3, 可知

ẏi = CiAiex, i − gi(yi, ηi)− λi (29)

V2 λ, z, e

y∗, x∗, λ∗, z∗

y∗

V1

此时, 定理 1函数  不变. 令  与定理 1中定

义一致,    分别表示系统 (26) 的稳定

点. 由引理 2和文献 [40]中引理 6可知  为问题 (3)
最优解. 将定理 1中  修改为

V1 = ∥y − y∗∥2 + 1

2
∥λ− λ∗ + z − z∗∥2 +

1

2
∥λ− λ∗∥2 +

θ

β
(z − z∗)T((RΛ−1

1 RT)⊗ Im)(z − z∗) (30)

V1 + V2 t则函数  在系统 (26)上关于时间  的微分为

V̇1 + V̇2 ≤ − µ

2
∥y − y∗∥2 −

(β − 1

2
)λ2(L)∥λ− λ∗∥2 −

(θ − 1

2µ
)∥z − z∗∥2 −

(ϱλ2(L)− κ2κ3 −
∥CA∥2 + κ2

3

2
−

2κ2 + κ3(κ2κ3 + κ1)

2µ
)∥e∥2 (31)

其中, 利用了以下不等式结论:
(y − y∗)TCAex ≤ µ

2
∥y − y∗∥2 + ∥CA∥2

2µ
∥ex∥2

eTCAex ≤ 1

2
∥e∥2 + ∥CA∥2

2
∥ex∥2

(32)

V = V1 + V2 + V3

V t

令李雅普诺夫函数为 , 则函数

 在系统 (26)上关于时间  的微分为

V̇ ≤ − µ

2
∥y − y∗∥2 −

(β − 1

2
)λ2(L)∥λ− λ∗∥2 −

(θ − 1

2µ
)∥z − z∗∥2 − ∥ex∥2 −

(ϱλ2(L)− κ2κ3 −
∥CA∥2 + κ2

3

2
−

2κ2 + κ3(κ2κ3 + κ1)

2µ
)∥e∥2 (33)

从式 (33)可以看出, 算法 (26)中系统观测值可

精确跟踪系统实际值, 从而表明所设计观测器 (26b)

可以对不可测状态信息实现精确估计. 与定理 1类
似, 可证明算法 (26)能够实现系统 (22)对聚合博

弈问题 (3)的纳什均衡解分布式获取. □

注 5. 本文将第 2.1节所设计算法推广至一般

线性系统. 此外, 借助状态观测器, 可将第 2.1节所

设计算法推广至非线性系统. 例如针对如下二阶非

线性系统: {
ẋi = vi

vi = hi(xi, vi) + ui, ∀i ∈ V
(34)

xi, vi i hi(xi,

vi) i ui, ∀i ∈ V
其中,   分别表示智能体   位置量和速度量,  

 为智能体  的非线性项. 此时, 控制器 

设计如下:{
ui = −kvi − gi(xi, ηi)− λi + ξi

ξ̇i = −kvi − gi(xi, ηi)− λi

(35)

ξi i

hi(xi, vi)

其中,   为智能体  的观测变量, 用于抵消智能体动

力学特性中的非线性项 . 与本文线性系统

相比, 非线性系统收敛性分析较难, 可结合本文分

析方法及文献 [50−51]进行分析. 

2.3    一阶积分型系统案例仿真

Ji(xi, x−i) = (xi − xi0)
2 + p(σ)xi

xi xi0 p(σ) =

p0 + anσ σ = 1
n

∑n
i=1 xi

n = 5, a = 0.04, p0 = 5, x0 = [50, 55, 60,

65, 70]T d = [80, 90, 70,

85, 60]T x(0) = [50, 55, 60, 65, 70]T

β =

θ = γij = γji = 1, ∀i, j ∈ V

首先考虑一环形通信网络构成的五节点 (电力

消费者)资源需求管理问题[38]. 每个消费者采用如

下成本函数:  , 其中

 为电力消费量,   为电力消费的额定值,  
 是带有聚合项  的电力价格.

设定参数为 

. 此外局部期望生产电力为  

.  令初始值为  ,
其他变量初始值设定为零, 控制参数设定为  

, 则算法 (9)的运行轨迹

如图 1和图 2所示. 从图 1可以看出, 本文所设计
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xi图 1    本文算法的状态  轨迹

xiFig. 1    The state trajectories   in our algorithm
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x∗ = [67.20, 72.10,

77.00, 81.90, 86.80]T ∈ R6

αij

η

σ(x)

σ(x)

算法能够收敛至最优纳什均衡点 

. 从图 2可以看出, 自适应

权重  一直处于非减趋势, 当所有智能体聚合项

估计值  达到一致时权重停止更新. 由于算法 (9)
采用自适应平均一致性策略估计全局聚合函数

, 在提高算法收敛的同时避免控制参数收敛范

围对拉普拉斯矩阵第二小特征根的依赖. 此外, 从
图 2可以看出, 算法 (9)能够在较短时间内对全局

聚合项  实现精确估计.

eopt(t) = ln( 12
∑n

i=1(xi(t)−
x∗
i )

2)

作为对比, 文献 [40]利用多智能体系统动态平

均一致性方法实现聚合项获取, 文献 [42]使用基于

符号函数的梯度跟踪策略. 从相同初始条件和相同

控制参数出发, 三种算法的收敛误差轨迹展示如

图 3所示, 其中纵坐标为 

. 文献 [42]通过使用符号函数提高算法收敛速

β −
∑n

j=1 aij(λi − λj) β

z xi di

θ z∗ zi zi(0)

z∗i
γij αij γij

β, θ, γij

度, 但符号函数的存在也会导致算法收敛精度降低.
这一点在图 3中得到验证. 与文献 [40]固定控制参

数相比, 本文所设计算法拥有相对较快的收敛速度.
此外, 与文献 [40, 42]相比, 本文所设计算法控制参

数能够自适应调整, 无需手动设置. 为分析参数大

小对算法收敛速度的影响, 不同参数下算法的收敛

误差轨迹如图 4所示. 从算法 (24b)可以看出, 参
数  作为比例项  的控制系数,  

值越大, 算法 (9)收敛越快. 变量  用来平衡  与 

的差值,   值越小,   幅值越大. 算法 (9)中  从 

收敛至  所需时间越久, 算法 (9)收敛越慢. 参数

 作为变量  的控制系数,   值越大, 算法 (9)
收敛越快. 上述分析与图 4所示结果一致. 值得注

意的是, 过大参数  值对算法 (9)加速效果

甚微. 故为降低智能体存储负担, 在满足定理 1收
敛范围下默认设置为 1.
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图 4   不同控制参数值下本文算法的输出收敛误差轨迹

Fig. 4    The output convergence error trajectories of
our algorithm under different control parameters

  

2.4    一般线性多智能体系统案例仿真

V = {1, 2, 3, 4, 5} A1 = A2 = [0, 1; 0, 0], A3 =

A4 = [0, −1; 1, −2], A5 = [1, 0; 1, 0], B1 = B2 = [0, 1;

1, −2], B3 = B4 = [1, 0; 3, −1], B5 = [1, 0; 1, 1], Ci =

I2, ∀i ∈ V.

接下来对算法 (24)和算法 (26)进行有效性验证,
其中,  ,     

      
      

  此外, 每个智能体的成本函数定义如下:

f1(y1) = ∥y1 − [3, 3]T∥2 + ∥y1∥2 + σ(y)(y11 + y21)

f2(y2) = exp(∥y2∥2) + σ(y)(y12 + y22)

f3(y3) =∥y3 −[3, 3]T∥2+ ln(∥y3∥2) + σ(y)(y13 + y23)

f4(y4) = ∥y4∥2 + exp(2(y41 − y42)) + σ(y)(y14 + y24)

f5(y5) = exp(3y51 − 5y52) + σ(y)(y15 + y25)
(36)
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αij图 2    本文算法的自适应权重  轨迹

αijFig. 2    The trajectories of the adaptive weight    in
our algorithm
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文献 [42] 设计算法

文献 [40] 设计算法

−20

−15

−10

−5

0

5

输
出
收
敛
误
差

 e
op

t(
t
)

0 10 20 30 40 50
t /s 

图 3    不同算法的输出收敛误差轨迹

Fig. 3    The output convergence error trajectories of
different algorithms
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σ(y) = 1
n

∑n
i=1(y

3
i1 + y3i2)

di = [0.5, 2]T, ∀i ∈ V
K11 = K12 = [0, 2; 0, 1], K13 =

K14 =[0, −1;−1, −1],K15 =[1, 0; 0, 0], K21 = K22 =

[2, 1; 1, 0], K23 = K24 = [1, 0; 3, −1], K25 = [1, 0;−1,

1], F1 = F2 = [1, 1; 0, 1], F3 = F4 = [1, −1; 1, −1],

F5 = [2, 0; 1, 1] β = θ = γij = γji =

1, ∀i, j ∈ V

其中, 全局聚合项定义为 .

令局部期望资源量为 . 上述系

统的反馈矩阵设定为    
      

      
      

  . 控制参数设定为 

. 算法 (26)的运行轨迹如图 5和图 6所

y∗=[(1.03, 2.03), (0, 1.16), (1.24,

2.25), (0.02, 2.09), (0.20, 2.46)]T

φi(yi)

φi(yi) = y3i1 + y3i2
yi

αij η

σ(x)

示. 从图 5可以看出, 本文所设计算法能够精确收

敛至理论最优解     
   . 此外可以看到, 假

设 4要求聚合项中  满足 Lipschitz连续, 但仿

真案例中   并不满足此项限制. 在
算法 (26)中, 我们证明了变量  的有界性, 且所设

计算法并不需要知道真正的 Lipschtiz常数. 由于

算法控制参数  自适应增加以使变量  趋向于聚

合函数 , 并以此保证系统的稳定. 所以本文的

算法依然有效. 与已有算法相比, 本文所设计算法

有更广的应用范围. 当状态信息不可测时, 算法

(26)利用状态观测器对智能体状态进行预计, 并结

合智能体输出设计控制算法. 如图 6所示, 本文所

设计的观测器能精确跟踪智能体状态信息. 

3    结束语

本文针对多智能体系统的分布式聚合博弈纳什

均衡问题进行研究, 其中各智能体受到全局等式约

束, 且局部成本函数包含与全体智能体相关的聚合

项. 为此, 首先针对一阶积分型智能体, 设计一种自

适应分布式纳什均衡算法, 其中各智能体利用自适

应梯度跟踪技术实现全局聚合项的分布式获取. 其
次将所设计算法推广至状态信息可测和不可测下的

一般线性异构多智能体系统. 本文假设 1中要求智

能体间通信拓扑为无向连通网络. 然而在一些通信

环境较差情况下或者通信存在时延的情况下, 无向

连通网络难以满足. 此时智能体间通信拓扑变为有

向非平衡网络. 本文所设计方法随之失效. 此外, 本
文设计自适应策略以通信链路为对象, 而随着智能

体邻居数增加, 算法所需存储变量相应增加. 未来,
我们将研究如何设计有向非平衡网络下基于节点的

自适应分布式聚合博弈纳什均衡求解问题, 并尝试

将该成果推广至非线性系统.
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