
 

 

可回收火箭大气层内动力下降的多阶段鲁棒优化制导方法
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摘    要   针对大气层内可回收火箭的动力下降问题, 提出一种多阶段的鲁棒优化 (Robust optimization, RO)方法. 由于

大气层内存在未知风场, 如何在火箭下降段考虑这种不确定性具有十分重要的意义. 首先, 建立一个关于高度的不确定风场

模型, 在该风场下给出火箭动力下降的鲁棒最优控制问题. 为了求解该问题, 使用一种对不等式约束采取一阶近似并将一阶

项作为安全裕量加入约束的鲁棒优化方法, 得到一个可以求解的单阶段鲁棒优化算法. 其次, 定量给出安全裕量的上界, 基
于该上界提出一种多阶段鲁棒优化算法, 避免单阶段鲁棒优化算法中安全裕量可能过大导致无法求解的问题. 最后, 通过仿

真对比各个算法在多个实际风场下的性能, 结果表明所提出的多阶段鲁棒优化方法同时具有较高的落点精度和对于不同风

场的鲁棒性.
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Abstract   This paper proposes a multi-stage robust optimization (RO) method for the endoatmospheric powered
descent problem of reusable rockets. Due to the unknown wind field in the atmosphere, it is of great significance to
consider this uncertainty during the rocket descent phase. Firstly, a model of uncertain wind field with respect to
altitude is established, and a robust optimal control problem for rocket powered descent is formulated under this
wind field. To solve this problem, a tractable single-stage RO algorithm is developed by approximating the inequal-
ity constraints using a first-order expansion and incorporating the first-order term as a safety margin. Secondly, an
upper bound on the safety margin is quantitatively derived. Based on this upper bound, a multi-stage RO al-
gorithm is proposed, which avoids the infeasibility problem caused by the excessively large safety margin in the
single-stage RO algorithm. Finally, simulation results are presented to compare the performance of each algorithm
under various actual wind fields. The results demonstrate that the proposed multi-stage RO method achieves both
high landing accuracy and robustness against different wind fields.
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近些年来, 由于可以显著降低太空探索的成本,

关于可回收火箭的研究受到广泛的关注. 20 世纪

50 ~ 60年代, 美国在航天飞机上首次实现航天运

载器的部分重复使用, 随后进行大量的可重复使用

运载器的研究[1]. 21世纪以来, SpaceX、Blue Ori-
gin、Maste Space System等商业公司同样开展大

量关于可回收火箭的研究[2−3]. 动力下降作为可回收

火箭中的一个重要问题, 要求利用稠密大气的空气

阻力和火箭发动机的推力来实现火箭的定点软着

陆, 是火箭着陆的最后一环. 由于环境存在许多干
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扰, 在动力下降段中常常存在大量的不确定性, 尤
其是未知的风场, 这给动力下降段的制导控制带来

挑战.
目前针对火箭动力下降问题的制导方法主要可

以分为三类: 解析制导方法, 基于轨迹优化的制导

方法, 基于学习的制导方法. 解析制导方法是指制

导指令由火箭状态量解析表示的一系列方法, 包括

多项式制导[4]、重力转弯制导[5] 和近似最优解析制

导[6] (零控位置/速度误差制导)等. 这些制导方法

具有形式简单、易于实现等优点, 已经在阿波罗登

月、嫦娥登月等实际场景中得到应用. 但是为了获

得解析的制导指令, 往往使用较为简单的问题模型,
难以处理大气层内的动力下降问题. 基于学习的制

导方法[7−8] 则是近年来随着深度学习兴起而发展起

来的方法, 通过训练可以显著提高方法对初始状态

和模型不确定性的适应性. 但是基于学习的方法具

有难以设计奖励函数、可解释性差等缺点, 因此目

前还难以在实际场景中进行应用.
基于轨迹优化的制导方法[9−10] 将控制和状态作

为待优化变量, 在一定的性能指标下通过求解优化

问题来获得制导指令, 其主要分为间接法和直接法.
间接法是将动力下降问题建模为最优控制问题, 通
过极大值原理将最优控制问题转化为两点边值问题

进行求解[11−12]. 但是对于较为复杂的问题模型来说,
求解转化后的两点边值问题同样较为困难, 因此间

接法更多只能用在一些较为特殊的、化简后的模型.
直接法则是指通过对原始最优控制问题进行直接描

述和寻优的方法. 凸优化是一种在动力下降问题中

得到广泛应用的直接法, 基于凸优化的轨迹规划将

原始的非凸问题转化或近似转化为凸问题, 再通过

离散化将无穷维的连续系统转化为有限维的离散系

统, 最后通过成熟的凸优化求解算法进行快速求解.
文献 [13−14]首次在动力下降问题中提出无损凸化

的概念, 通过引入松弛变量将控制幅值约束转化为

凸约束并推广到更一般的情形, 从理论上严格证明

转化前后最优解的等价性. 文献 [15]则将上述结果

推广到同时具有控制和状态约束的情况, 同样证明

转化前后最优解的等价性. 但是上述无损凸化的方

法只对特定的约束形式成立, 难以推广到动力着陆

段的一般情形. 文献 [16]提出序列线性化的方法,
针对非凸的、一般的非线性不等式, 每次迭代使用

上一次迭代的轨迹并在其附近进行一阶近似展开,
求解近似的凸优化问题, 使用信赖域技术, 通过多

步迭代使近似最优解收敛. 随后同样有一系列工作

使用凸优化作为轨迹优化的工具[17−19]. 目前, 基于凸

优化的轨迹规划方法已经被广泛应用于可回收火箭

的动力着陆问题中. 但是上述方法针对的均是确定

性问题, 未考虑不确定性的影响.
对于轨迹规划中不确定性的研究则相对较少.

一种考虑不确定性的方法是基于敏感度矩阵 (系统

状态关于未知参数的雅可比矩阵)的方法[20−23]. 文
献 [20]将敏感度矩阵作为增广状态并在原始的最

优控制问题中增加关于增广状态的初始和终端约

束, 通过求解增广的最优控制问题来进行鲁棒轨迹

规划. 文献 [21]则设计一个基于敏感度矩阵和风场

观测器的临近最优制导律, 并且为处理真实风场的

不确定性, 加入扰动观测补偿器以提升鲁棒性. 文
献 [22]考虑存在参数不确定性的轨迹跟踪问题, 通
过最小化状态敏感度和输入敏感度进行鲁棒轨迹规

划. 文献 [23]将敏感度矩阵作为增广状态, 对不等

式约束进行一阶近似并使用敏感度矩阵计算一阶

项, 将原问题转化为一个易求解的优化问题. 此外,
基于多项式混沌展开 (Polynomial chaos expan-
sion, PCE)的方法[24] 则是轨迹规划中处理不确定

性的一种典型方法, 其主要思想为, 将存在不确定

性的随机过程展开为一系列正交的随机多项式基底

函数的加权和, 从而建立不确定输入与不确定输出

的映射关系. 文献 [25]则将 PCE与凸优化的方法

相结合, 在仅考虑初值不确定性的情况下, 通过序

列线性化的方法降低求解问题的计算代价. 文献 [26]
通过引入谱分解技术来自适应更新基函数, 以处理

长时间的优化场景可能导致 PCE方法发散的问题.
文献 [27]通过特征选择和序列采样提出序列增强

PCE方法, 相比于原始的 PCE方法具有更高的计

算效率和精度.
可以看出, 现有对存在不确定性的动力下降问

题或者轨迹规划的研究要么对不确定性 (或者风

场)的建模较为简单[23−24], 要么使用随机的 PCE方

法, 通过期望与方差等统计特性来衡量性能指标.
这种方法需要把原始的随机问题转化为更高维的确

定性问题, 大大增加求解的复杂度. 此外, PCE方

法的最优指标是在期望和方差等统计学意义下的平

均最优, 难以应对极端场景. 本文则使用一种确定

性的鲁棒优化 (Robust optimization, RO)方法[23],
该方法转化后的问题维度远低于 PCE方法, 并且

考虑在参数最差时的最优性, 可以处理更加极端的

情况. 本文的主要工作包括: 首先, 建立更加贴近实

际场景的风场模型并在确定性框架下给出动力下降

的 RO问题; 其次, 使用一种对不等式约束采取一

阶近似的 RO方法, 得到一个可以易于求解的单阶

段 RO算法; 然后, 通过理论分析单阶段 RO算法

在终端约束范围较小时可能无解的缺陷, 进一步提

出一种改进的多阶段 RO算法; 最后, 通过仿真说

明多阶段 RO算法对未知不确定风场同时具有较高
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的最终状态精度和较强的鲁棒性. 

1    火箭着陆段问题建模
 

1.1    火箭动力学模型

x y

z

(·)x (·)y (·)z x y

z

大气层内的可回收火箭的动力下降问题是指火

箭在发动机推力、重力和空气阻力的影响下从高空

状态被引导到指定的着陆点. 在本文中,   轴、  轴

和  轴分别指向东、北和天空. 为了简便, 文中的下

标  、  和  分别代表对应量在  轴、  轴和

 轴上的分量. 考虑如下大气层内火箭的动力学模型

ṙ = v

v̇ = g +
u

m
+

D(rz, v, vw)

m

ṁ = − 1

κ
∥u∥2

(1)

r = [rx, ry, rz]
T ∈ R3 v = [vx, vy, vz]

T ∈ R3

g

m ∈ R κ ∈ R
u = [ux, uy, uz]

T ∈ R3

其中,   ,   

分别是位置向量和速度向量,    代表重力加速度,
 是火箭质量,   代表火箭恒定的燃料消

耗系数,   是系统的控制输入,

代表火箭引擎提供的推力, 其满足如下幅值约束

|ui| ≤ Ūi, i = x, y, z

Ūi  代表各个方向对应的推力幅值. 此外, 式 (1)中

D(rz, v, vw) = −1

2
ρ∥v − vw∥2SrefCD (v − vw) (2)

D(rz, v, vw) vw(rz) ∈ R3

ρ(rz) ∈ R Sref ∈ R, CD ∈ R
其中,   代表空气阻力,   代表

风场向量,   是大气密度,  
分别代表火箭的参考面积和空气阻力系数.

t0 = 0设初始时刻为 , 该问题的初始条件为

r(t0) = r0, v(t0) = v0, m(t0) = m0

tf终端时刻  自由, 在终端时刻需要满足终端条件

r(tf ) = rf , v(tf ) = vf (3)

rf , vf  代表期望的终端位置和速度. 性能指标为终

端时刻和推力二次型积分之间的加权和

J = tf +

∫ tf

t0

γ uTu dt (4)

γ其中,   代表加权权重.
X = [rT, vT, m]T X0 = [rT0 , v

T
0 , m0]

T记  ,    ,  那
么动力学模型和初值可以写为如下紧凑形式

Ẋ = f(X, u, vw) (5)

X(t0) = X0 (6)

v̂w(rz)

v̂w(rz)

现假设有一个标称风场   已知, 那么在

 下的火箭动力下降问题为:

X0 Xf

u vw = v̂w(rz)

标称优化 (Nominal optimization, NO) 问题 1.
给定初始状态  以及目标终端状态 , 选择合适

的控制律 , 在  的情况下, 满足式 (3)、
式 (5)和式 (6)的同时最小化性能指标 (4).

NO问题使用标称风场信息进行计算, 因此可

以直接使用标准优化算法进行求解. 基于 NO问题

可以得出如下 NO算法.
X0 rf vfNO 算法. 输入 ,  ,  , 求解 NO问题, 输

出最优控制和相应的状态轨迹与终端时刻. 

1.2    不确定风场模型

第 1.1节中的 NO问题使用标称风场, 但在实

际场景中, 风场具有很强的不确定性. 为了在模型

中考虑不确定性的影响, 在风场模型中引入不确定

参数.
y

vwy = vwy (rz, s) s = [s1, · · · , sd]T ∈ Rd

d

假设风场在  轴方向存在不确定性, 不确定性

风场为  ,     是

未知参数,   代表未知参数的维度. 具体而言

vwy (rz, s) = s1r
∗d−1
z + s2r

∗d−2
z + · · ·+ sd

r∗z = (rz − µ)/σ µ, σ

r∗z

其中,   代表标准化后的高度,  
均为已知参数, 分别代表拟合数据中高度的均值和

方差. 可以证明, 对于从零开始、等间距采样的数据

点,   满足

|r∗z | ≤
√
3 (7)

s未知参数  的取值范围满足

s ∈ Sτ := {ŝ+ τAδ : ∥δ∥∞ ≤ 1} (8)

ŝ = [ŝ1, · · · , ŝd]T τ > 0

δ ∈ Rd

A

A Sτ

其中,    代表参数的标称值,   

代表参数变化的幅值,   代表参数集合变量,
 为根据参数变化特点选择的矩阵, 很多情况下,

可以将  选为正定对角矩阵, 此时,   是一个矩形

立方体集合. 上述模型可以通过事先测量的风场数

据得到.
z

z x

x

此外, 由于实际场景中  轴方向的风速可以忽

略不计, 因此假设  轴方向不存在风. 对于  轴方向

的风场, 为了简单起见, 本文假设  轴方向的风场

是确定已知的, 满足

vwx
(rz) = krz + b

k, b vw(rz, s)

s

其中,   均为已知参数. 最后, 记  代表

上述定义的、包含不确定参数  的风场. 

1.3    基于鲁棒优化的问题建模

vw(rz, s)在第 1.2节给出的不确定风场  下, 考
虑如下鲁棒优化问题:

鲁棒优化 (RO) 问题 2.
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min
u

J = tf +

∫ tf

t0

γ uTu dt

s.t.

Ẋ = f(X, u, vw)

X(t0) = X0{
|ri(tf )− rfi | ≤ Lri

|vi(tf )− vfi | ≤ Lvi

∀s ∈ Sτ , i = x, y, z (9)

Lri, Lvi其中,   代表事先确定的终端约束范围.
注 1. RO问题 2在满足对任意参数都不违背

约束条件的可行解中寻求最小化优化指标的解, 这
使得 RO问题 2的最优解即使在最差的参数条件下

也能拥有较好的效果.
注 2. 注意到 RO问题 2的终端约束和 NO问

题 1的终端约束不同, 这是因为在风场存在不确定

性的情况下, 使火箭严格满足给定的终端条件式

(3)是难以实现的, 而要求火箭尽可能落在给定终

端状态的一定范围之内更加具有可行性.
Lri Lvi

y

y

x z

注 3. 在式 (9)中选择不同的约束范围 ,  ,
是因为第 1.2节定义的风场不确定性出现在  轴方

向, 所以相比于  轴方向而言, 火箭由风场不确定

性导致的、在  轴和  轴方向的偏差较小, 自然也应

该取不同的约束范围.
一般而言, 直接获得 RO问题 2的最优解是十

分困难的, 特别是当系统的动态方程较为复杂时.
接下来将简要介绍一种对不等式约束采用一阶近似

的 RO方法, 该方法可以将 RO问题 2近似转化为

一个易求解的最优控制问题, 并且转化后的问题维

度低于 PCE方法. 该方法更详细的推导过程见文

献 [23]. 考虑如下一般形式的非线性优化问题

min
X,u

ϕ(X, u, s)

s.t.

F (X, u, s) = 0

G(X, u, s) ≤ 0, ∀s ∈ Sτ (10)

X

u s

在上述优化问题中, 通过等式约束确定一个 

与 ,   之间的隐式关系式, 不妨设为

X = X(u, s)

F (X, u, s) = 0 s

Xs(u, s)

将  两端同时关于  求微分, 可
得  满足

FX(X, u, s)Xs + Fs(X, u, s) = 0 (11)

其中, 变量下标代表关于该变量求偏导数.
X = X(u, s)另一方面, 在隐式关系  下, 令

Ĝ(u, s) = G(X (u, s), u, s) (12)

ĝi(u, s) Ĝ(u, s) i i = 1, · · · ,设  为  的第  个元素,  

m G(X, u, s) ≤ 0. 那么不等式约束  等价于

max
s∈Sτ

ĝi(u, s) ≤ 0, i = 1, · · · , m

Sτ ĝi(u, s)其中,   由式 (8)定义. 将  一阶泰勒展开可得

ĝi(u, s) ≈ ĝi(u, ŝ) + τ⟨∇sĝi(u, ŝ), Aδ⟩

∇s s ⟨·, ·⟩其中,   代表关于  的梯度算子,   代表内积.
因此

max
s∈Sτ

ĝi(u, s) ≈ ĝi(u, ŝ) +

τ max
∥δ∥∞≤1

⟨AT∇sĝi(u, ŝ), δ⟩ =

ĝi(u, ŝ) + τ∥AT∇sĝi(u, ŝ)∥1 (13)

∇sĝi(u, ŝ) s

其中, 等号成立是因为赫尔德不等式 (Holder in-
equality). 为了求取 , 将式 (12)关于  求

偏导可得

(∇sĝi(u, ŝ))
T
= eTi Ĝs(u, ŝ) =

eTi (GXXs +Gs)
∣∣
s=ŝ

(14)

ei ∈ Rm m i m G其中,    是   阶单位矩阵的第   列,    是  

的维数. 将式 (14)代入式 (13)中, 再结合式 (11)
和原始问题式 (10), 可以得到原始问题在一阶近似

意义下的鲁棒优化问题

min
X,Xs,u

ϕ(X, u, ŝ)

s.t.

F (X, u, ŝ) = 0

FXXs + Fs = 0

gi(X, u, ŝ) + τ∥eTi (GXXs +Gs)A∥1 ≤ 0

i = 1, · · · , m (15)

gi G i FX Fs GX Gs

ŝ Xs

F (X, u, s) = 0
X s

其中,   代表  的第  个元素,  ,  ,   和 

均使用参数标称值  计算,   是新的待优化变量,
代表通过等式约束  和式 (11) 所导

出的  关于  的偏导数.

gi

注 4. 式 (15)中不等式约束的第二项可以看作

是式 (10)的不等式约束对应于参数变化的“安全裕

量”, 它代表  对于参数改变的敏感度. 虽然在计算

中使用的是参数标称值, 但是通过在式 (15)中添加

安全裕量来尽可能保证实际的参数不会导致优化结

果违背不等式约束.

G(X(u, s), u, s) ≤ 0 ∀s ∈ Sτ

τ2

文献 [23]指出, 虽然上述鲁棒优化方法不能保

证不等式约束  对  都一

定成立, 但是在一定的连续性假设下, 它能保证超

出约束范围的值具有一个关于  的上界.
为了叙述简便, 令

∆v := v − vw =
[
∆vx , ∆vy , ∆vz

]T
∆v ∆vx , ∆vy , ∆vz  代表风和火箭的相对速度,   分别
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∆v x, y, z z

∆vz = vz

代表  在  轴上的分量. 由于风场在  轴方

向风速为零, 因此 . 另外, 令

α(rz) :=
1

2
ρ(rz)SrefCD (16)

那么式 (2)中的空气阻力可以表示为

D = −α(rz)∥∆v∥2∆v

P P (i : j, k : l)

P i j k l

P (i : j, : ) P i j

此外, 对于一个矩阵 , 引入符号 

代表由  的第  行到第  行、第  列到第  列组成的

子矩阵,   代表由  的第  行到第  行构成

的子矩阵. 将上述鲁棒优化方法应用到 RO 问题

2中, 可以得到:
RO问题 3.

min
u

J = tf +

∫ tf

t0

γ uTu dt

s.t.

Ẋ = f(X, u, vw(rz, ŝ))

Ẋs = fXXs + fs

X(t0) = X0, Xs(t0) = 0{
|ri(tf )− rfi |+ τ∥rsi

(tf )A∥1 ≤ Lri

|vi(tf )− vfi |+ τ∥vsi
(tf )A∥1 ≤ Lvi

i = x, y, z (17)

Xs =
[
rTs , v

T
s

]T ∈ R6×d d其中,    为新的状态变量,   

代表不确定参数的维度.
Xs

fX(4 : 6, : )

fs(4 : 6, : )
∂f4
∂rz

∂f5
∂rz

∂f6
∂rz

Xs

Xs =
[
rTs , v

T
s , m

T
s

]T
Xs

ms

ms ms

Xs ms

Xs = [rTs , v
T
s ]

T

RO 问题 3 中,   的等式约束具体表达式为

式 (18) ~ (19), 其中,   各行表达式为式

(20) ~ (22), 式 (23)给出  的表达式, 而

,   和  的表达式在式 (24) ~ (26)给出. 需要

注意的是, 虽然按照本节给出的方法,   的形式应

该为  , 但是容易得到在   的

等式约束中,   所对应的动态方程全都为零. 又因

为  的初值也为零, 因此  恒为零, 所以在考虑

 的等式约束时可以忽视  对应的行与列, 同时

对问题不产生影响. 因此在本问题中可以不失一般

性地令 

ṙs3×3
= vs3×3

(18)

v̇s3×3
= fX(4 : 6, : )3×6

[
rs

vs

]
6×3

+

fs(4 : 6, : )3×3 (19)

∂f4
∂X

= fX(4, : ) =[
0, 0,

∂f4
∂rz

, − α

m

(
∆2

vx

∥∆v∥2
+ ∥∆v∥2

)
,

− α

m

∆vx∆vy

∥∆v∥2
, − α

m

∆vxvz
∥∆v∥2

]
(20)

∂f5
∂X

= fX(5, : ) =[
0, 0,

∂f5
∂rz

, − α

m

∆vx∆vy

∥∆v∥2
,

− α

m

(
∆2

vy

∥∆v∥2
+ ∥∆v∥2

)
, − α

m

∆vyvz

∥∆v∥2

]
(21)

∂f6
∂X

= fX(6, : ) =[
0, 0,

∂f6
∂rz

, − α

m

∆vx∆vz

∥∆v∥2
,

− α

m

∆vy∆vz

∥∆v∥2
, − α

m

(
v2z

∥∆v∥2
+ ∥∆v∥2

)]
(22)

fs(4 : 6, : ) =
α

m
diag

{
∆vx

∆vy

∥∆v∥2
,

∆2
vy

∥∆v∥2
+

∥∆v∥2,
∆vyvz

∥∆v∥2

}r
∗2
z r∗z 1

r∗2z r∗z 1

r∗2z r∗z 1


(23)

∂f4
∂rz

=
∂

∂rz

(ux

m
− α

m
∥∆v∥2∆vx

)
=

− 1

m

(
∂α

∂rz
∥∆v∥2∆vx − α

∂∥∆v∥2
∂vw

∂vw

∂rz
∆vx

−

α∥∆v∥2
∂∆vx

∂rz

)
= − 1

m

(
∂α

∂rz
∥∆v∥2∆vx−

α
k∆vx +

2ŝ1r
∗
z+ŝ2
σ ∆vy

∥∆v∥2
∆vx − αk∥∆v∥2

)
(24)

∂f5
∂rz

= − 1

m

(
∂α

∂rz
∥∆v∥2∆vy−

α
k∆vx +

2ŝ1r
∗
z+ŝ2
σ ∆vy

∥∆v∥2
∆vy − α

2ŝ1r
∗
z + ŝ2
σ

∥∆v∥2

)
(25)

∂f6
∂rz

= − 1

m

(
∂α

∂rz
∥∆v∥2vz −

α
k∆vx +

2ŝ1r
∗
z+ŝ2
σ ∆vy

∥∆v∥2
vz

)
(26)

RO问题 3使用标称风场信息进行计算, 因此

可以直接使用传统优化算法求解. 基于 RO问题 3

可以得出如下单阶段 RO算法.
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X0 rf vf Lri Lvi

i = x, y, z

单阶段 RO 算法. 输入 ,  ,  ,  ,  ,
, 求解 RO问题 3, 输出最优控制、相应的

状态轨迹与终端时刻. 

2    多阶段鲁棒优化算法

∥rsi(tf )A∥1 ∥vsi(tf )A∥1

Lri Lvi

i = x, y, z

Lri Lvi

第 1.3节得到了参数的变化导致的终端约束函

数变化, 即注 4所说的安全裕量, 也即式 (17)中的

,  . 由式 (13)的推导可知, 这
种方法在每个时刻总会选取最差的参数 (尽管实际

场景中很难出现这种情况), 并且随着时间推移, 这
种最差的参数对约束函数带来的变化也会逐渐累

积, 最终会导致安全裕量比较大. 这就导致 RO问

题 3 出现矛盾: 一方面, 终端约束范围   和  ,
 越小越好, 因为这代表着能使火箭更加

精准地以给定速度落到给定地点; 另一方面, 如果

 和  比安全裕量还小, 那么式 (17)中的不等

式约束将无法满足, 导致优化问题无解, 因此获取

更多安全裕量的信息十分重要. 事实上, 本节将会

定量地给出安全裕量的一个上界. 为此, 首先给出

一个假设和一个引理.
d = 3

α(rz) α(rz)
dα
drz

∥∆v∥2

假设 1. 参数的维度 , 此外, 由式 (16)定

义的 ,   关于高度的导数 ,   和质

量均有界, 满足

|α(rz)| ≤ α0,

∣∣∣∣ dαdrz
∣∣∣∣ ≤ α′

0

∥∆v∥2 ≤ ∆̄v, m ≥ m∗

在假设 1下, 可以证明有如下引理成立.
Xs

fX(4 : 6, : ) fs(4 : 6, : )

引理 1. 若假设 1成立, 在 RO问题 3中,  
等式约束内的  和  满足

∥fX(4 : 6, 1 : 3)∥2 < M1

∥fX(4 : 6, 4 : 6)∥2 ≤ M2

∥fs(4 : 6, : )∥2 ≤ M3

其中

M1 =
∆̄v

m∗

(
α′
0∆̄v + α0

(
|k|+ 2

√
3 |ŝ1|+ |ŝ2|

σ

))

M2 = 2α0
∆̄v

m∗

M3 =
(
8 + 2

√
3
)
α0

∆̄v

m∗

k ŝ1 ŝ2 σ ,  ,  ,   均为第 1.2节定义的已知参数.
∥fX(4 : 6, 1 : 3)∥2

∥fX(4 : 6, 1 : 3)∥2 =
∣∣∣∂f6∂rz

∣∣∣
证明. 对于 , 由于该矩阵的 2

范数代表矩阵的特征值的绝对值的最大值, 因此

.

由式 (26)和假设 1, 有

∣∣∣∣∂f6∂rz

∣∣∣∣ < 1

m

(
α′
0∆̄

2
v +

α0

(
|k|+ 2 |ŝ1| |r∗z |+ |ŝ2|

σ

)
|vz|

)
≤

∆̄v

m∗

(
α′
0∆̄v + α0

(
|k|+ 2

√
3 |ŝ1|+ |ŝ2|

σ

))
= M1

其中, 第二个不等式是因为式 (7). 因此

∥fX(4 : 6, 1 : 3)∥2 < M1

fX(4 : 6, 4 : 6)对于 , 可以得到

fX(4 : 6, 4 : 6) = − α

m

(
∆v∆

T
v

∥∆v∥2
+ ∥∆v∥213×3

)
=

− α

m
∥∆v∥2

(
∆v∆

T
v

∥∆v∥22
+ 13×3

)
(27)

∆v =
[
∆vx , ∆vy , vz

]T
∆v∆

T
v/∥∆v∥22

∆T
v∆v/∥∆v∥22

其中,  . 注意到 

和   有相同的非零特征值, 而后者为

标量且值为 1. 因此式 (27)中最后一个等号右端括

号内矩阵的特征值为 2和 1, 进而可以得到

∥fX(4 : 6, 4 : 6)∥2 = 2
α

m
∥∆v∥2 ≤ M2

fs(4 : 6, : )对于 , 在式 (23)中, 如果记

R∗
z :=

r∗2z r∗z 1

r∗2z r∗z 1

r∗2z r∗z 1


那么可以得到

R∗
z =

[
1
1
1

]
[r∗2z , r∗z , 1]

R∗
z

[
r∗2z , r∗z , 1

]
× [1, 1, 1]

T

1 + r∗z +

r∗2z

注意到   和    具有相同

的非零特征值, 而该矩阵唯一的特征值为 

, 因此

∥R∗
z∥2 =

∣∣1 + r∗z + r∗2z
∣∣ ≤ 1 +

√
3 + 3 = 4 +

√
3

2∆̄v

易知式 (23)中的对角矩阵的 2范数小于等于

, 所以可以得到

∥fs(4 : 6, : )∥2 ≤ α0

m∗ 2∆̄v

(
4 +

√
3
)
= M3

□

fX fs

Ẋs = fXXs + fs rsi vsi i = x,

y, z

引理 1 说明式 (17) 中的  ,    都是有界的,
因此可以通过  求出 ,  ,  

 的上界, 进而求出式 (17)中安全裕量的界. 具
体而言, 给出如下定理.

Xs定理 1. 若  满足

Ẋs = fXXs + fs, Xs(t0) = 0
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∀tf ≥ 0 ∥rsi(tf )A∥1
∥vsi(tf )A∥1

那么对  ,  式 (17) 中的   和

 有界, 满足

∥rsiA∥1 < 3
√
3∥A∥1M3

√
tf
C

(
eCtf − 1

) 1
2 (28)

∥vsi
A∥1 < 3

√
3 tf∥A∥1M3e

1
2Ctf (29)

i = x, y, z C = 1 + (tf + 1)M1 + 2M2其中,  ,  .
rs vs

∥rs∥∞ ∥vs∥∞
∥rs∥∞ ∥vs∥∞

n A ∥A∥∞ ≤
√
n∥A∥2 ≤

√
n∥A∥F ∥rs∥∞ ∥vs∥∞

| · |
rsj =

rs( : , j), vsj = vs( : , j), j = 1, 2, 3 rs vs

rsi vsi i = x, y, z

rs vs

证明. 定理中的结果需要证明  和  所有行

向量的 1范数有界, 因此只需证明  和 

有界. 为了证明  和  有界, 首先证明它

们的 Frobenius 范数 (F 范数) 有界, 再通过矩阵

范数之间的关系 (对任意   阶方阵  , 有  

 )得到  和  的界. 为
了简便, 在本证明中, 令  代表向量或者矩阵的 2
范数 ,  对于标量则代表取绝对值 ,  并记  

 代表  和  的

各个列向量, 注意和 ,   区分,  . 它们

代表  和  的各个行向量. 将式 (19)拆为三个列

向量对应的微分方程可得
v̇sj = fX(4 : 6, 1 : 3)rsj + fX(4 : 6, 4 : 6)vsj +

fs(4 : 6, : )

两端同时取 2范数并由引理 1可得

|v̇sj | < M1 |rsj |+M2 |vsj |+M3

或者等价地

|r̈sj | < M1 |rsj |+M2 |ṙsj |+M3

|ṙsj |2对  关于时间求导可得

d
dt

|ṙsj |2 =
d
dt

⟨ṙsj , ṙsj ⟩ = 2⟨r̈sj , ṙsj ⟩

⟨·, ·⟩ [0, t]

ṙsj (0) = 0
  代表内积. 对上式两端在  上积分, 注意到

, 可得

|ṙsj |2 = 2

∫ t

0

⟨r̈sj , ṙsj ⟩dl ≤ 2

∫ t

0

|r̈sj | |ṙsj | dl <

2

∫ t

0

(M1 |rsj |+M2 |ṙsj |+M3) |ṙsj | dl ≤

M1

∫ t

0

(
|rsj |2 + |ṙsj |2

)
dl +

2M2

∫ t

0

|ṙsj |2 dl +M2
3 t+

∫ t

0

|ṙsj |2 dl =

M1

∫ t

0

|rsj |2 dl +

(1 +M1 + 2M2)

∫ t

0

|ṙsj |2 dl +M2
3 t (30)

|rsj |2对于上式中的 , 有

|rsj |2 =

∣∣∣∣∣
∫ l

0

ṙsj (ξ)dξ

∣∣∣∣∣
2

≤
∫ l

0

|ṙsj (ξ)|2 dξ

因此 ∫ t

0

|rsj (l)|2 dl ≤
∫ t

0

∫ l

0

|ṙsj (ξ)|2 dξdl ≤∫ t

0

∫ t

0

|ṙsj (ξ)|2 dξdl ≤

t

∫ t

0

|ṙsj (ξ)|2 dξ ≤

tf

∫ t

0

|ṙsj (ξ)|2 dξ

将上式代入式 (30)中, 得到

|ṙsj |2 < (1 + (tf + 1)M1 + 2M2)

∫ t

0

|ṙsj |2 dl +

M2
3 t ≤ C

∫ t

0

|ṙsj |2 dl +M2
3 tf

由 Gronwall不等式可得

|ṙsj (t)|2 < M2
3 tfe

Ct (31)

也就是

|vsj (t)| < M3

√
tfe

1
2Ct

vsj vs回顾  代表  的列向量, 由 F范数的定义可知

∥vs(t)∥F ≤
3∑

j=1

|vsj (t)| ≤ 3M3

√
tfe

1
2Ct (32)

又因为矩阵的 2范数总是小于矩阵的F范数, 所以

∥vs(t)∥∞ ≤
√
3∥vs(t)∥2 ≤

√
3∥vs(t)∥F ≤

3
√
3 tfM3e

1
2Ct (33)

rs

由式 (33)即可得知定理 1的式 (29)成立. 对
于 , 由式 (31)可得

|rsj (t)|2 ≤
∫ t

0

|ṙsj (l)|2 dl ≤
∫ t

0

M2
3 tfe

Cldl =

M2
3 tf
C

(
eCt − 1

)
|rsj (t)| ≤ M3

√
tf
C

(
eCt − 1

) 1
2

类似于式 (32)和式 (33)的推导, 有

∥rs(t)∥F ≤
3∑

j=1

|rsj (t)| ≤ 3M3

√
tf
C

(
eCt − 1

) 1
2

∥rs(t)∥∞ ≤
√
3∥rs(t)∥F ≤

3
√
3M3

√
tf
C

(
eCt − 1

) 1
2 (34)
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由式 (34)即证定理 1的式 (28)成立. □

从定理 1可以看出, 式 (28) ~ (29)中给出的界

是随时间指数增长的, 对于一些需要较长时间才能

完成的优化场景, 显然会导致必须选取较大的终端

约束范围优化问题才能有解, 但是大的终端约束范

围又会降低落点的精度. 对于优化时间较长的场景,
为了通过缩短优化时长使问题具有可行性, 本文提

出一种多阶段 RO算法. 其主要思想是通过将整个

优化进程拆分为多个串联的子阶段, 在每个子阶段

中分别求解 RO子问题, 缩短优化时长, 进而避免

优化时间较长致使 RO问题 3无解.
K

t1, t2, · · · ,
tK

1/K t1 rNO(t
1) vNO(t

1)

X0

u1
RO

具体而言, 在如图 1所示的  阶段 RO算法流

程图中, 选取每个阶段的预估终端时刻 

, 使得每个阶段的预估时长为标称轨迹时长的

. 将标称轨迹在  时刻的状态  、 

作为第一阶段的目标终值, 将初始状态  作为第

一阶段的初值, 使用单阶段 RO算法进行优化, 将
最优解  输入到火箭中, 得到火箭在第一阶段末

X1
RO(t

1
fRO

) X1
RO(t

1
fRO

)

rNO(t
2) vNO(t

2)

K

的位置 . 在第二阶段中, 则以  为

第二阶段的初值, 以 ,   作为第二阶段

的目标终值, 同样使用单阶段 RO算法求解, 如此

进行下去, 直到第  阶段结束. 需要注意的是, 最
后一个阶段的目标终值满足

rNO(t
K) = rf , vNO(t

K) = vf

u1
RO u2

RO, · · · , uK
RO

通过该多阶段 RO算法将会得到一组控制序列

,  . 这样, 通过将原始的优化问题

分为多个串联的子优化问题进行求解, 使每个阶段

的优化时长得以缩短, 进而使算法可以求解具有更

小终端约束的优化问题. 多阶段 RO算法的具体实

施流程如算法 1所示.

　  算法 1. 多阶段 RO 算法

X0 t0 = 0 rf

vf Lri Lvi i = x, y, z

K

输入. 初始状态 , 初始时刻 , 期望终端状态 ,

, 每个子阶段的终端约束范围,  ,  ,  , 阶段

总数 .

X0 rf vf

XNO

tfNO t1, t2, · · · , tK

tk+1 − tk = tfNO/K k = 1, 2, · · · , K − 1 k = 1

步骤 1. 将 ,  ,   输入 NO算法 (见第 1.1节)进

行求解, 得到一条标称风场下的标称轨迹   和其优化时

长 . 计算各个阶段的预估终端时刻 , 使得

,  . 令 .

X0 rNO(t
k) vNO(t

k) Lri Lvi

k

uk
RO tkfRO

步骤 2. 将 ,  ,  ,  ,    输入单阶

段 RO算法 (见第 1.3节)中进行求解, 得到第  阶段的控制

 和终端时刻 .

uk
RO k

Xk
RO(t

k
fRO

) X0 = Xk
RO(t

k
fRO

)

步骤 3. 将  输入至火箭中, 得到第  阶段末实际状

态 . 令 .

k = K? k = k + 1步骤 4. 判断:   否:  , 返回步骤 2; 是:

结束算法.

Lri

Lvi i = x, y, z

tf

Lri Lvi

注 5. 关于阶段数的选择, 在实际场景中应综合

考虑多方面因素. 一方面, 阶段数量越多, 每个阶段

的优化时长就越短, 根据本节的分析, 就可以求解

更小终端约束范围的优化问题, 进而使最终状态更

加精确. 另一方面, 阶段数量进一步增加也会带来

一些问题. 首先, 阶段数增多会使每个阶段的优化

时长缩短, 缩短优化时长是为了缩小约束范围 ,
,  . 但是从定理 1可以看出, 当优化时

长  减小并趋于零, 式 (17)中的安全裕量同样会减

小并趋于零, 若 ,   同样减小并趋于零, 此时

RO问题 3将近似等价于 NO问题, 这表明当优化

时间过短时, RO算法相比于 NO算法便不再具有

优势. 其次, 当阶段数增加时, 整个优化进程需要求

解的优化问题也会增加, 这对计算性能有着更大的

需求. 因此, 在实际场景中, 设计算法时应综合考虑

火箭初始状态、能够容许的终端约束范围大小、计

算能力等条件来选择阶段数. 本节算法将每个阶段

的预估优化时长取为相等, 正是考虑到每个阶段的

 

NO 算法

单阶段 RO 算法

单阶段 RO 算法

单阶段 RO 算法

单阶段 RO 算法

参考 (标称) 轨迹 XNO

X0

u 1
RO

u 2
RO

uK − 1

X 1
RO(t1

fRO
)

X 2
RO(t2

fRO
)

XRO   (t fRO     
)

rNO(t1), vNO(t1)

rNO(t2), vNO(t2)

rNO(t K − 1), vNO(t K − 1)

rNO(t K), vNO(t K)

rf, vf

初值

初值

初值

初值
…

初值

初值

实际飞行

实际飞行

实际飞行

目标终值

目标终值

目标终值

目标终值

第
一
阶
段

第
二
阶
段

第
K − 1 
阶
段

第
K 
阶
段

目标终值

RO

uK
RO

K − 1 K − 1

 

图 1    多阶段 RO算法流程图

Fig. 1    Flow chart of multi-stage RO algorithm
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优化时长不能过长、也不能过短的因素. 

3    仿真结果与分析

x

y

y

首先说明仿真所使用的风场模型. 本文通过实

际测量出的 6个时刻风场数据拟合出 6个风速与高

度之间的函数关系, 将这些拟合函数各个参数对应

的最大、最小值的平均值作为参数标称值.   轴方

向的风场参数选为拟合出的标称参数. 对于  轴方

向的不确定风场, 将各个拟合参数对应的最大、最

小值分别作为该参数取值范围的上、下界, 拟合出

的  轴风场与高度之间的函数关系如图 2所示. 如
果令风场序号 0代表标称风场, 风场序号 1到 6代
表实际风场, 那么各个实际风场的参数与标称参数

在无穷范数意义下的距离如图 3所示. 可以看出在

6个实际风场中, 风场 1、2、6与标称参数差距较大,
风场 4、5与标称参数差距较小. 因此可以认为, 相
比于标称风场而言, 风场 1、2、6是较差的风场, 风

场 4、5是较好的风场.

本节的仿真参数如表 1所示, 图 4则给出在表 1

的仿真参数条件下随机生成的一组风场, 可以看出

本节的参数条件较好地覆盖了 6个实际风场.

此外, 本节使用 Matlab软件包 GPOPS来求

解最优控制问题. GPOPS是一个基于伪谱法和序

列二次规划方法来求解最优控制问题的算法, 具有

求解速度快、精度高等特点.

注 6. 在表 1中, 单阶段 RO算法的终端约束范

围大于多阶段 RO算法, 这是因为当单阶段 RO算

法和多阶段 RO算法取相同的终端约束范围参数

时, 单阶段RO算法将由于约束范围太小而无法求解.
 

3.1    单阶段 RO 算法和多阶段 RO 算法的对比

在本节, 将通过对比单阶段 RO算法和多阶段

RO算法来显示多阶段 RO算法在最终落点状态精

 
表 1    仿真参数值

Table 1    Simulation parameter values

参数 取值

初始状态 r0 = [2 968 m, 263 m, 4 326 m]T v0 = [−295 m/s, 27 m/s, −296 m/s]T m0 = 48 185  ,   ,    kg

期望落点状态 rf = [0 m, 0 m, 0 m]T vf = [0 m/s, 0 m/s, 0 m/s]T  ,  

火箭燃料消耗常数 κ = 2 975 

火箭参考面积 Sref = 8.814 m2 

空气动力学阻力系数 CD = 4.5 

标称风场参数 ŝ = [−0.073, 4.460, 5.230]T , µ = 2 234, σ = 1 635 k = 2.16 × 10−3, b = 0.35  ,  

Sτ  中的参数 τ = 1, D = diag {0.83, 1.20, 2.66} 

终端约束范围
L = [Lrx, Lry, Lrz, Lvx, Lvy, Lvz ] = [7, 35, 7, 35, 35, 35]

L = [4, 20, 4, 4, 4, 4]

单阶段 RO算法 
多阶段 RO算法 

多阶段 RO算法的阶段数 2
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y图 2      轴的六个实际风场和一个标称风场

Fig. 2    Six actual wind fields and one nominal
wind field on the y-axis
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图 3    实际风场参数与标称风场参数的距离

Fig. 3    Distances between parameters of actual wind
fields and parameters of nominal wind field
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度上的优越性. 单阶段 RO算法和多阶段 RO算法

在不同风场下最终位置和期望位置的误差如图 5所
示, 最终速度和期望速度的误差如图 6所示, 它们

在各个实际风场下的轨迹如图 7所示, 控制–时间

关系则如图 8、图 9所示. 从图 5和图 6可以看出,
多阶段 RO算法无论是位置还是速度, 最终状态的

精度均高于单阶段 RO算法. 并且随着风场的变化,
多阶段 RO算法的最终位置误差波动也明显小于单

价段 RO算法. 这显示多阶段 RO算法相比于单阶

段 RO算法在最终落点状态精度上的优越性.
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终
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图 5   单阶段 RO算法和多阶段 RO算法在

不同风场下的最终位置误差

Fig. 5    The terminal position errors of single-stage RO
algorithm and multi-stage RO algorithm

under different wind fields
 

此外, 单阶段 RO算法和多阶段 RO算法的运

行时间如表 2所示. 从表 2可以看出, 由于多阶段

RO算法需要求解更多优化问题, 所以具有更高的
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图 4    在表 1的仿真参数条件下随机生成的一组风场

Fig. 4    A set of wind fields randomly generated under
the simulation parameter conditions of Table 1
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图 6    单阶段 RO算法和多阶段 RO算法在

不同风场下的最终速度误差

Fig. 6    The terminal velocity errors of single-stage RO
algorithm and multi-stage RO algorithm

under different wind fields
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图 7    单阶段 RO算法和多阶段 RO算法在

各个实际风场下的轨迹

Fig. 7    The trajectories of single-stage RO algorithm and
multi-stage RO algorithm under each actual wind field
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图 8    单阶段 RO算法的控制–时间图

Fig. 8    Control-time diagram of single-stage
RO algorithm
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计算代价, 这也表明在设计算法时阶段数不宜过多. 

3.2    RO 算法的约束满足情况以及与 NO 算法的

对比

在本节, 将通过单阶段 RO算法与多阶段 RO
算法在不同风场下的终端约束满足情况以及单阶

段 RO算法与 NO算法的对比, 来显示 RO算法的

有效性. 单阶段 RO算法在各个风场下最终位置、

最终速度和相应的约束范围如图 10、图 11所示, 其
中, 虚线代表该方向对应的约束范围, 圆圈代表对

应的位置或速度. 多阶段 RO算法在各个风场下最

终位置、最终速度和相应的约束范围如图 12、图 13
所示, 其中, 虚线代表该方向对应的约束范围, 叉号

代表对应的位置或速度. 从图 10 ~ 图 13可以看出,
无论是单阶段 RO算法还是多阶段 RO算法, 它们

在不同的风场下均未违背对应的终端状态约束.
图 14则对比在不同风场下单阶段 RO算法与

NO算法的最终位置误差. 从图 14可以看出, 除了

标称风场 (风场 0), 单阶段 RO算法在其他风场下

的最终位置精度都高于 NO算法, 并且在较差的风

场条件 (风场 1、2、6)下, 两算法精度差距较大. 这
表明 NO算法在面对未知的风场时, 受风场变化的

影响较大, 而 RO算法则对变化的风场具有更好的

 
表 2    单阶段 RO算法和多阶段 RO算法的运行时间

Table 2    Running time of single-stage RO algorithm and
multi-stage RO algorithm

算法 运行时间 (s)

单阶段 RO算法 6.61

多阶段 RO算法 13.14

 

0 5 10 15 20 25
时间 /s

−5

0

5

u x
 /

N

×106

0 5 10 15 20 25
时间 /s

−5

0

5

u y
 /

N

×105

0 5 10 15 20 25
时间 /s

−5

0

5

u z
 /

N

×106

 

图 9    多阶段 RO算法的控制–时间图

Fig. 9    Control-time diagram of multi-stage
RO algorithm
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图 10    单阶段 RO算法在不同风场下的

最终位置与约束范围

Fig. 10    The terminal position and its constraint range of
single-stage RO algorithm under different wind fields
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图 11    单阶段 RO算法在不同风场下的

最终速度与约束范围

Fig. 11    The terminal velocity and its constraint range of
single-stage RO algorithm under different wind fields
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图 12    多阶段 RO算法在不同风场下的

最终位置与约束范围

Fig. 12    The terminal position and its constraint range of
multi-stage RO algorithm under different wind fields
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鲁棒性. 上述讨论说明了 RO算法的有效性.
 

4    总结

本文考虑处于不确定风场中可回收火箭动力下

降的鲁棒制导问题, 主要工作包括:
1)建立一个包含不确定性的风场模型用来刻

画未知风场, 在该模型的基础上给出火箭动力下降

的鲁棒优化问题. 进一步, 使用一种对不等式约束

采取一阶近似并将一阶项作为安全裕量加入约束中

的鲁棒优化方法, 得到一个易于求解的单阶段鲁棒

优化算法.
2)从理论上定量地给出安全裕量的上界, 借助

该上界提出一种多阶段鲁棒优化方法, 该方法相比

于单阶段鲁棒优化算法, 可以求解具有更小的终端

约束范围的优化问题.
3)通过仿真对比分析单阶段、多阶段鲁棒优化

算法和标称风场下的优化算法, 结果表明提出的多

阶段鲁棒优化方法在落点精度较高的同时, 对不同

的风场具有较强的鲁棒性.
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图 13    多阶段 RO算法在不同风场下的

最终速度与约束范围

Fig. 13    The terminal velocity and its constraint range of
multi-stage RO algorithm under different wind fields
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