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摘    要   在统计流形空间中, 从信息几何角度考虑非线性状态后验分布近似的实质是后验分布与相应参数化变分分布之

间的 Kullback-Leibler散度最小化问题, 同时也可以转化为变分置信下界的最大化问题. 为了提升非线性系统状态估计的

精度, 在高斯系统假设条件下结合变分贝叶斯推断和 Fisher信息矩阵推导出置信下界的自然梯度, 并通过分析其信息几何

意义, 阐述在统计流形空间中置信下界沿其方向不断迭代增大, 实现变分分布与后验分布的 “紧密” 近似; 在此基础上, 以
状态估计及其误差协方差作为变分超参数, 结合最优估计理论给出一种基于自然梯度的非线性变分贝叶斯滤波算法; 最后,
通过天基光学传感器量测条件下近地轨道卫星跟踪定轨和纯角度被动传感器量测条件下运动目标跟踪仿真实验验证: 与对

比算法相比, 所提算法具有更高的精度.
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Abstract   In statistical manifold space, the essence of nonlinear state posterior distribution approximation from the
perspective of information geometry is minimizing Kullback-Leibler divergence between posterior distribution and
the corresponding approximated distribution; Meanwhile, it is equivalent to maximizing evidence low bound. Aim-
ing at the problem of improving the estimation accuracy of nonlinear system state, the natural gradient of evidence
lower bound is derived under Gaussian system assumption by combining with Fisher information matrix and vari-
ational Bayesian inference, which produces a faster movement direction to the posterior distribution, and realizing a
close approximation between variational distribution and the posterior. On this basis, a variational Bayesian Kal-
man filtering algorithm using natural gradient is proposed for updating the variational hyperparameters of state es-
timation and the associated error covariance. Simulations in low earth orbit target tracking system with space-based
optical sensors and bearing-only target tracking system are presented verifying that the proposed algorithm has
higher accuracy than the comparison algorithms.
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在实际的目标跟踪系统中常常面临非线性甚至 是强非线性的估计问题[1], 在高斯系统的假设条件

下, 文献 [2]基于贝叶斯滤波理论推导出非线性高

斯系统滤波框架, 但是非线性系统状态后验分布的

积分通常难以获得解析解. 因此, 将后验分布积分

难以解析的问题转化为非线性目标函数优化问题或

者近似分布的优化问题成为必然. 因此, 基于优化

方法的非线性系统状态一直是一个热门研究课题,

尤其是在目标跟踪[3−5]、 智能运输[6−7]、环境监测[8]、

航天器导航[9−10] 等领域.

近年来, 随着非线性估计精度要求不断提高,

基于拟牛顿、高斯−牛顿和梯度上升等确定性优化

方法和基于采样的随机优化方法的非线性滤波器相

继被提出. 文献 [11]通过不断迭代使扩展卡尔曼滤

波器 (Extended Kalman filter, EKF)中与非线性
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α

量测相关雅克比矩阵得到逐步修正以提高量测预测

的精度. 文献 [12]以最小二乘为目标函数, 采用牛

顿法推导给出一种迭代的卡尔曼滤波算法. 在文

献 [13]中, 作者采用梯度法和牛顿法提出一种无噪

声条件下的滚动时域估计器, 并证明其渐近收敛性

和稳定性. 文献 [14]针对非线性状态空间的状态估

计及其估计误差协方差的迭代更新, 利用正则化的

非线性最小二乘提出一种随机增量近端梯度方法.
文献 [15]在多种散度最小化条件下迭代获得与后

验分布更接近的近似分布, 并给出  散度和 KL散

度 (Kullback-Leibler divergence, KLD)的实现形

式. 非线性状态估计优化的实质是多维后验概率分

布的不断近似, 并且其近似程度不能简单地采用欧

氏距离进行度量. 因此, 选取合理的度量准则将有

利于提高后验概率分布的近似程度, KL散度作为

分布之间 “距离” 的度量在后验分布近似性衡量中

具有天然的优势. 同时, 从信息几何角度出发, 概率

分布是统计流形上的点, 在一定条件下两概率分布

之间的 KL散度与作为统计流形度规的 Fisher信
息矩阵满足一定的数学关系.

与确定性优化不同, 变分贝叶斯 (Variational
Bayes, VB)框架下的随机优化一般将难以线性化

的部分 (例如具有非共轭特性的似然函数期望)看
作 “黑盒”, 并通过随机采样的方法近似. 文献 [16]
提出利用随机优化方法进行变分推理, 允许使用更

复杂的贝叶斯模型对数据进行快速学习. 文献 [17]
通过引入辅助变量搭建了马尔科夫链蒙特卡罗 (Mar-
kov chain Monte Carlo, MCMC)与 VB方法相结

合的媒介, 从而有效综合二者优势, 较好地兼顾算

法实时性和估计精度指标, 并且算法对非线性非共

轭系统具有较好的适应性. 在随机优化的基础上,
研究以少量采样粒子权重构建和搜索梯度方向, 从
而在保证估计精度的同时提高实时性. 文献 [18]提
出变分贝叶斯蒙特卡罗方法 (Variational Bayesian
Monte Carlo, VBMC)通过基于高斯过程的主动采

样并求其期望, 以实现难以积分的似然函数的有效

地逼近, 从而获得后验分布的非参数近似和相应的

置信下界. 文献 [19]和文献 [20]分别针对含有噪声

的似然函数模型和隐马尔科夫模型提出相应的改进

算法, 为 VBMC算法在非线性状态估计中的应用

提供了良好的借鉴.
上述方法均在欧氏空间中考虑非线性状态估计

的优化, 然而非线性状态估计优化的实质是后验分

布的近似, 由于欧氏空间的局限性, 难以表征后验

分布的近似程度. 在统计流形中, 概率分布被视为

流形中的点. 因此, 在统计流形空间中结合信息几

何理论从概率分布属性意义上考虑非线性状态估计

问题具有可行性. 文献 [21]提出自然梯度的优化方

法以实现统计流形空间中目标函数的最速梯度下

降 (或上升), 并证明采用自然梯度的在线学习是

Fisher有效的. 在文献 [21−23]中, 作者给出状态空

间模型下置信下界的自然梯度, 通过 Fisher信息矩

阵在统计流形上计算的最速下降方向, 是一种在黎

曼空间中考虑后验分布近似的方法. 文献 [24]基于

自然梯度提出一种非线性卡尔曼滤波优化方法, 通
过批处理的方式对状态与参数进行联合估计. 在文

献 [25]中, 自然梯度被应用与传感器网络目标跟踪

系统. 在文献 [26]中作者证明了针对非线性估计问

题的自然梯度在克拉美罗下界意义下是渐近最优

的. 结合统计流形空间和信息几何理论, 自然梯度

被进一步应用于机器学习和参数辨识等领域[27−28].
上述优化方法一般需要结合特定的优化框架实

现对目标状态进行迭代更新, 因此具有迭代渐近收

敛特性的优化框架设计与选择受到国内外相关领域

学者的广泛关注. 文献 [29]在期望最大化 (Expect-
ation maximization, EM)框架中引入一种近端点

优化算法, 并对其收敛性做了研究. 在此基础上, 文
献 [30]采用 KL散度作为近端点优化算法的约束

项, 从几何近似角度接近真实后验分布, 并将其应

用于基于数据驱动的机器学习中的数据分类. EM
优化框架通过 E步和M步交替迭代实现目标状态

和未知参数的联合优化, 是变分贝叶斯推断的一种

特殊形式. 在变分贝叶斯推断中, 目标状态或未知

参数均被视为满足一定超参数分布的随机隐变量,
通过坐标上升方法迭代优化超参数以实现目标状态

或未知参数的联合高精度估计. 文献 [31−32]给出

VB框架下非线性状态估计的实现. 在文献 [33]中,
借助变分贝叶斯方法能够将难以获得解析解的非线

性后验分布转化为迭代优化问题的优势, 结合正则

化方法以 KL散度为惩罚项, 构建以目标状态估计

及其估计误差协方差为超参数的优化函数, 继而通

过线性化的方式获得目标状态估计及其估计误差协

方差的迭代优化形式.

q(xk|ψk)
p(xk|zk) DKL[q(xk|ψk)||p(xk|zk)]

非线性状态后验分布的近似过程可以看作近似

分布 (如变分分布)在统计流型空间中沿着选定的

迭代搜索方向向后验分布移动的过程, 如图 1所示,
变分分布   沿橙色曲线搜索方向向状态后

验分布    移动, 其中 

表示变分分布与后验分布之间的 KL散度. 变分贝

叶斯推断利用参数化变分分布迭代逼近未知分布的

思想, 使其在处理后验分布难以获得解析解的问题

上有显著的优势[33−34], 特别是针对非线性后验概率

密度近似问题具有较好的近似精度[3, 11, 35]. 因此, 在
变分贝叶斯框架下, 结合信息几何中 Fisher信息矩
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阵在变量邻域内与 KL散度的二阶微分近似关系,
推导置信下界 (Evidence lower bound, ELBO)最
大化条件下的自然梯度; 进而, 提出一种基于自然

梯度的非线性迭代变分贝叶斯估计算法 (VBKF-
NG). 该方法将非线性状态后验分布难以积分的问

题转化为置信下界的最大化问题, 具有以下特点和

优势:
1)在统计流形空间中, 结合信息几何理论从概

率分布属性意义上考虑非线性状态估计问题;
2)借助于 Fisher信息矩阵推导置信下界的自

然梯度, 实现在统计流形空间中参数化变分分布对

后验分布的 “紧密” 近似;
3)结合最优估计理论, 推导状态估计及其误差

协方差的自然梯度, 并以此为切入点获得状态估计

及其误差协方差的迭代更新解析解.
为便于查找文中符号含义, 表 1 给出相应符号

说明. 

1    预备知识
 

1.1    非线性系统状态估计

考虑一般非线性动态系统方程及其量测方程

xk = fk|k−1 (xk−1) + ωk−1 (1)

zk = hk (xk) + υk (2)

xk ∈ Rdx k

zk ∈ Rdz k

dx dz xk zk

fk|k−1 (·) hk (·)
ωk υk

Qk Rk

其中,   表示  时刻系统的真实状态 (比如

位置、速度等其他相关量),   表示  时刻系

统状态的量测 (例如径向距、角度和多普勒频移

等),   和  分别表示系统状态  和量测  的维数.
 和  分别表示状态转移函数和量测函

数, 系统噪声  和量测噪声  为满足相互独立的

零均值高斯白噪声, 其方差分别表示为   和  .
图 2给出非线性动态系统时序状态转移和量测的示

意图.
在经典贝叶斯估计框架下, 状态估计过程是在

最小均方误差 (Minimum mean square error,

xk|k Pk|k

MMSE)意义下从给定的含有随机误差的量测信息

中推断出当前时刻被估计系统的状态信息. 系统状

态估计  及其误差协方差  分别表示为

xk|k :=

∫
xkp (xk|zk) dxk = Ep[xk] (3)

Pk|k :=

∫ (
xk − xk|k

)
(·)T p (xk|zk) dxk =

Ep[(xk − xk|k)(·)T] (4)

Ep[·] Ep[·] := Ep(xk|zk)[·] (xk−
xk|k)(·)T = (xk − xk|k)(xk − xk|k)T

p(xk|zk)

其中, 缩写   定义为   ,   

 , 后文类似缩写

不在赘述.   为状态的后验分布, 并表示为

 

q(xk|yk)

KL[q(xk|yk)||p(xk|zk)]
p(xk|zk)

 

图 1    变量分布近似过程中的 KL散度示意图

Fig. 1    The KL divergence of the distribution
approximation of a variable

 

 

x1

z1

x2

z2

x3

z3

xk

zk

…

…
 

图 2    非线性动态系统状态转移和量测的示意图

Fig. 2    The state transition and measurement in
a nonlinear dynamic system

 

 
表 1    文中变量和符号含义

Table 1    The meaning of variables and symbols

xk k  时刻目标状态真实值

xk|k k  时刻目标状态估计值

Pk|k k  时刻目标状态估计误差协方差

zk k传感器在  时刻的量测值

ωk k  时刻的系统噪声

υk k  时刻的量测噪声

Qk k  时刻系统噪声方差

Rk k  时刻量测噪声方差

dx 目标状态向量的维数

dz 量测向量的维数

Fk|k−1 k − 1 k  时刻到  时刻的状态转移矩阵

Hk k  时刻量测矩阵

ψk 变分分布参数

p (xk|zk) k  时刻目标状态后验分布

q (xk|ψk) ψk以  为参数的变分分布

L (ψk) ψk以  为变分分布参数的置信下界

D (q (xk|ψk) ||p (xk|zk))
 q (xk|ψk)

p (xk|zk)
变分分布  与状态后验分布

 的 KL散度

Jψk
 ψk以  为参数的 Fisher 信息矩阵

M 流型空间

S 流型空间中的概率分布集合

F 流型空间中的平滑映射函数

−→v OP O P流型空间中的  点处指向  点的切向量

|−→v OP | −→v OP切向量  的模
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p (xk|zk) =
p (zk|xk) p (xk|zk−1)∫

p (xk, zk) dxk
(5)

xk

p (xk|zk−1)

在  服从高斯分布的条件下, 通过利用查普曼−
科莫高洛夫 (Chapman-Kolmogorov)方程, 式 (5)
中的状态预测的概率密度函数  表示为

p (xk|zk−1) ∼ N
(
xk|xk|k−1, Pk|k−1

)
(6)

xk|k−1 Pk|k−1 k其中,   和  分别表示  时刻的状态预测

和预测协方差. 量测似然函数为

p (zk|xk) ∼ N (zk|hk(xk), Rk) (7)

若式 (1)和式 (2)中的被估计系统满足高斯线

性假设, 则可直接采用卡尔曼滤波器进行状态估计,
包括状态预测和量测更新步骤.

状态预测:
xk|k−1 = Fk|k−1xk−1|k−1 (8)

Pk|k−1 = Fk|k−1Pk−1|k−1F
T
k|k−1 +Qk (9)

量测更新:

Kk = Pk|k−1H
T
k

(
HkPk|k−1H

T
k +Rk

)−1
(10)

xk|k = xk|k−1 +Kk(zk −Hkxk|k−1) (11)

Pk|k = (I −KkHk)Pk|k−1 (12)

Fk|k−1 Hk其中,   和  分别表示线性系统中的状态转

移函数和量测函数.

∫
p (xk, zk) dxk

在非线性系统中, 式 (5)分子中的联合概率密

度函数的边缘分布   一般难以求解,
导致无法获得后验分布的解析解而只能通过优化方

法求其近似解. 因此, 采用何种方法, 如何度量后验

分布的近似程度有待进行深入研究, 以提高非线性

状态后验分布的近似程度.

q1 ∼ N (−2, 0.752)

q2 ∼ N (2, 0.752) q3 ∼ N (−2, 22)

q4 ∼ N (2, 22) d12 =

d34

DKL[q1∥q2] = 10.667 DKL[q3∥q4] = 2

q5 ∼ N

([
2

2

]
,

[
0.22 0

0 12

])
q6 ∼ N

([
0

2

]
,[

0.52 0

0 0.22

])
q7 ∼ N

([
0

2

]
,

[
0.52 0

0 12

])
q5

q6 q5 q7 2

DKL[q5∥q6]=8.496 DKL[q5∥q7] =

欧氏距离不能完全表征随机变量的分布近似

性, 特别是多维变量分布近似的情况, 如图 3示, 在
欧氏空间中, 单变量高斯分布  和

 之间的欧氏距离与 

和   之间的欧氏距离相同 ,  即   

 . 但是由于具有不同的方差, 计算其 KL散度分

别为   和  ; 图 4表
示多变量高斯分布的 KL散度差异, 其中, 分布分

别表示为 ,  

  和   , 分布   和

 之间的欧氏距离与  和  的之间欧氏距离均为 ,
但其KL散度分别为 ,  

9.625 7  . 由此可见, 欧氏距离未考虑到总体差异 (如
方差)对概率分布之间近似性度量的影响, 而 KL
散度作为流形空间中概率分布相似性的度量更具有

一般性.

xk|k

xk ψk|k

q(xk|ψk)
p(xk|zk)
q(xk|ψk)
p(xk|zk)

从概率论角度, 非线性状态估计一般认为是后

验分布近似的过程, 即在给定量测的条件下通过递

推使变量估计值逐渐接近其真实值的过程. 在信息

几何理论中概率分布被视为统计流形空间中的点,
自然地, 可将变量空间中后验分布的近似转化为统

计流形空间中点的近似. 在已知量测序列条件下,
图 5表示在不同空间中通过各类优化方法对非线性

状态进行迭代估计的含义. 图 5(a)表示变量在欧氏

空间中通过迭代优化促使估计值  逐渐逼近未

知变量真实值 ; 图 5(b)表示在分布空间中以 

为参数的变分分布   通过迭代优化不断逼

近未知变量的后验分布 ; 图 5(c)表示在统

计流形空间中变分分布   作为该空间中的

一点向表示真实后验分布  的另一点移动. 
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(a) 高斯分布 q1 和 q2

(a) Gaussian distributions q1 and q2

(b) 高斯分布 q3 和 q4

(b) Gaussian distributions q3 and q4
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图 3    单变量高斯分布的欧氏距离示意图

Fig. 3    The Euclidean distance for univariate
Gaussian distributions
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1.2    自然梯度

w L(w)

L(w)

w L(w)

设以   为变量的目标函数表示为  , 梯度

下降方法是选取使  减小的方向作为搜索方向

对变量  进行迭代寻优, 进而使  达到最小值.
微分向量的平方长度表示为

|dw|2 =

n∑
i=1

(dwi)2 (13)

dwi dw n w其中,   表示  的元素,   表示变量  的维数.
上述过程的合理性须满足一个基本的事实: 即目标

函数和变量及其变化量均在同一欧氏空间的正交坐

标系中被衡量.

|dw|2
在流形空间中, 作为分布的点向另一点移动的

距离  表示为

|dw|2 =
∑
i, j

gi, j (w) dwidwj (14)

gi, j (w) = δij =

{
1, i = j

0, i ̸= j
G = (gi, j (w))

G

其中,  , 令  ,

即黎曼张量. 在欧氏空间中,   退化为相应维数的

单位阵.
dw = εa ε

L(w) w

令 ,   表示一个较小常数, 则目标函数

 在  处的泰勒展开表示为

L(w + dw) ≈ L(w) + ε∆L(w)Ta (15)

|a|2 =
∑

gi, jaiaj = 1假设向量长度约束  , 采用

拉格朗日法对线性化后的目标函数求极值, 可得

∂

∂ai

(
∆L(w)Ta− λaTGa

)
(16)

λ w其中,   为拉格朗日乘数. 进而可得目标函数在 

的偏导为

∆L(w) = 2λGa (17)

a =
1

2λ
G−1∆L(w) (18)

λ由于  为常数, 自然梯度[21] 即表示为

∇̃w = G−1∆L(w) (19)
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图 4    多变量高斯分布的欧氏距离示意图

Fig. 4    The Euclidean distance for multivariate
Gaussian distributions

 

 

xk

xk|k

(a) 变量空间
(a) Variable space

(b) 分布空间
(b) Distribution space

(c) 流形空间
(c) Manifold space

q(xk|yk) p(xk|zk)



q(xk|yk)

p(xk|zk)

 

图 5    非线性状态估计在不同空间中的含义示意图

Fig. 5    The meaning of nonlinear state estimation
in different spaces
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2    基于自然梯度的迭代变分贝叶斯滤波

p (zk|xk)

p (xk|zk)

变分贝叶斯方法是一种采用简单分布近似未知

变量真实后验分布的推断方法[36], 通常假设未知变

量之间相互独立. 变分贝叶斯推断主要有两个目的[1]:
一是逼近边缘似然函数   以实现模型的选

择, 即变分超参数的优化; 二是逼近包含所有未知

变量的后验分布  以实现未知变量的估计.
假设未知变量的全贝叶斯模型中所有参数的先验分

布已知, 变分贝叶斯推断的目的是寻找后验分布的

一个变分分布使其与真实后验分布之间的 KL散度

最小. 因此, 变分贝叶斯作为一种优化方法能够通

过构建变分分布和闭环迭代实现非线性系统状态后

验分布的 “紧密” 近似, 进而获得相应的高精度状

态估计值.

xk zk

p(xk, zk) p(zk)

给定系统状态  的量测 , 其联合概率密度

函数和边缘概率密度函数分别为  和 ,

根据概率论知识可知

log p (zk) = log
∫

q (xk|ψk) p (xk, zk)/q (xk|ψk)dxk
(20)

q (xk|ψk) ψk

q (xk|ψk)
其中,   表示以  为参数的变分分布. 在变

分贝叶斯框架下, 以变分分布  作为桥梁上

式可转化为

log p (zk) = L (ψk) +DKL [q(xk|ψk)∥p(xk|zk)] (21)

L (ψk)

DKL [p(xk|zk)∥q(xk|ψk)] q (xk|ψk)
p(xk|zk)

  表示具有单调递增特性的变分置信下

界,    表示变分分布  
与后验分布  之间的 KL散度, 其表达式分

别为

L (ψk) =

∫
q (xk|ψk) log

p (xk, zk)

q (xk|ψk)
dxk (22)

DKL [q(xk|ψk)∥p(xk|zk)] =

−
∫

q (xk|ψk) log
p (xk|zk)
q (xk|ψk)

dxk (23)

0

q(xk|ψk) p(xk|zk)
q(xk|ψk) p(xk|zk)

q(xk|ψk) q(xk|xk|k, Pk|k))
p(xk|zk)

在变分优化的过程中, 以 KL散度作为变分分

布与后验分布的近似程度的度量, 当变分分布越接

近真实后验分布, KL散度的值越小; 反之, KL散

度的值越大. 当 KL散度为  时, 此时的变分分布

 等于真实后验分布 . 图 1为变分分

布  在向后验分布  移动 (即近似)的
过程中   (即估计的变分分布 

和  之间的 KL散度的示意图.

p(xk|zk)
在理论上, KL散度最小化是实现高斯系统非

线性状态后验分布  近似的最佳选择. 然而,
在实际应用过程中由于上述 KL 散度需计算对数

log p(zk)边缘分布 , 结合式 (23), KL散度进一步转

化为

DKL [q(xk|ψk)∥p(xk|zk)] = E [log q(xk)]−
E [log q(xk, zk)] + E [log q(zk)] (24)

q(xk|ψk)
log p(zk)

log p(zk)

log p (zk)

其中, 上式中所有期望均是在变分分布  下

的期望. 从上式可以看出 KL散度依赖于 .
由式 (5)可知, 非线性系统中的  难以计算.
因此, 以上述 KL散度为目标函数通常难以实现优

化目的. 由于在给定量测条件下   为常数,
结合式 (21), KL散度的最小化等价于变分 ELBO
的最大化问题, 即

log p (zk) ≥ L (ψk) (25)

q (xk|ψk)对于任意变分分布 , 上述不等式均成

立, 并且可以看出 ELBO是边缘分布的保守估计下

界, 它包含未知变量所有的量测信息. 相应的未知

变量的优化可表示为

ψk = argmax
ψk

L (ψk) (26)

通过最大化 ELBO能够将非线性状态后验难

以积分问题转化为优化问题, 同时 ELBO单调递增

的特点有利于通过迭代的方式逼近最优解, 以获取

非线性状态真实后验分布的最优近似分布 (即变分

分布), 从而实现状态的高精度估计. 

2.1    置信下界的自然梯度

ψk

ψk

式 (25)建立了以 ELBO最大为条件的目标函

数, 结合适当的优化方法能够获得 ELBO取最大值

时变分分布参数  的最优解. 自然梯度通过信息

几何的方法寻找目标函数在统计流形空间中的最速

上升/下降方向[21, 37]. 结合式 (22)中 ELBO的定义,
下面从理论上推导给出 ELBO关于变分参数  的

自然梯度.
根据式 (22), 变分 ELBO可以进一步分解为

L (ψk) = Eq [log p (zk|xk)]−

DKL [q (xk|ψk) ∥p (xk)] (27)

Eq [log p (zk|xk)] DKL [q (xk|ψk) ∥p (xk)]

ψk

p(xk) ψk

其中,    和   分

别表示对数似然期望和变分分布与先验信息之间

的 KL散度. 前者通过量测信息作用于变分分布参

数 , 其原理类似于最大似然估计, 后者考虑以 KL
散度为度量先验分布  对变分参数  的影响,
ELBO从贝叶斯角度平衡量测似然和先验信息, 以
实现变分分布对后验分布的近似.

i i+ 1假设第  次迭代的估计结果是第  次迭代的
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p (xk) p (xk) ≈
q(xk|ψik) DKL[q(xk|ψk)∥q(xk|ψik)].

ψk

先验, 即上式中的先验信息  可以近似为 

 , 相应的KL散度为 

那么变分参数  的最优估计值可以表示为

ψ∗
k = argmax

ψk

{
Eq [log p (zk|xk)]−

DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]}
(28)

ψk 0

ψ∗
k

对式 (28)等号右边进行线性化并计算其关于

 的偏导数, 通过令其偏导数为 , 可获取 ELBO

的自然梯度和相应的最优 .

ψk ∆ψk = ψk −ψik → 0 KL

DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
ψk

引理 1. 假设系统状态演化满足高斯分布特性,

定义变分参数  的差分 , 若 

散度  在  点具有二阶偏

导, 则有以下近似关系成立,

Jψk
≈ ∇2

ψk
DKL

[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
(29)

Jψk
ψk其中,   为置信下界关于参数  的 Fisher信息

矩阵.

KL KL

证明. 根据系统中噪声服从高斯分布条件下

 散度的定义, 在变分迭代过程中  散度表示为

DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
=∫

q (xk|ψk) log q (xk|ψk)dxk −∫
q (xk|ψk) log q

(
xk|ψik

)
dxk (30)

log q (xk|ψk)
ψk = ψik

首先, 根据泰勒展开将上式中的  

在点  处线性化, 其表达式为

log q (xk|ψk) = log q
(
xk|ψik

)
+

∇ψk
[log q (xk|ψk)]Tψk=ψi

k
∆ψk +

1

2
∆ψT

k∇2
ψk

[log q (xk|ψk)]ψk=ψi
k
∆ψk +

O(∆ψk
3) (31)

∇ψk
[log p (xk|ψk)] log p (xk|ψk) ψk =

ψik O(∆ψk
3) ∆ψk

3

KL

其中,    表示    在  

 处的梯度,   表示   的高阶无穷小.

进而, 式 (30)中的  散度表示为

DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
=∫

q (xk|ψk)
{
∇ψk

[log q (xk|ψk)]Tψk=ψi
k
∆ψk +

1

2
∆ψT

k∇2
ψk

[log q (xk|ψk)]∆ψk
}
ψk=ψi

k

dxk +

O(∆ψk
3) (32)

q (xk|ψk) xk ψk由于变分分布  关于  的积分与  无

关, 式 (32)中的第一项可进一步表示为

T1 =

∫
q (xk|ψk)

∇ψk
[q (xk|ψk)]ψk=ψi

k

q (xk|ψk)
∆ψkdxk =

∇ψk

∫
q (xk|ψk) dxk∆ψk = 0 (33)

式 (32)中的第二项转化为

T2 =
1

2
∆ψT

k

∫
∇2
ψk

[q (xk|ψk)]ψk=ψi
k
dxk∆ψk +

1

2
∆ψT

k

∫
q (xk|ψk) (∇ψk

[q (xk|ψk)] ·

∇ψk
[q (xk|ψk)]T)ψk=ψi

k
dxk∆ψk (34)

由于

1

2
∆ψT

k

∫
∇2
ψk

[q (xk|ψk)]ψk=ψi
k
dxk∆ψk = 0 (35)

并且根据信息矩阵 Fisher的定义式

Jψk
=

∫
q (xk|ψk)

(
∇ψk

[q (xk|ψk)]∇ψk
[·]T
)
ψk=ψi

k
dxk

(36)

式 (34)可进一步表示为

T2 =
1

2
∆ψT

kJψk
∆ψk (37)

DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
因此, KL散度  的线

性化表达式为

DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
=

1

2
∆ψT

kJψk
∆ψk +O(∆ψk

3) (38)

KL DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
∆ψk ψk

计算    散度    关于

 的二阶偏导, 可得到关于  的 Fisher信息矩

阵的近似表达式

Jψk
≈ ∇2

ψk
DKL

[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
(39)

注 1. Fisher信息矩阵具有半正定性, 在统计流

形空间中也被称为黎曼度量. 引理 1建立了变分置

信下界与统计流形空间中黎曼度量之间的数学关

系. 同时, 在物理意义上 Fisher信息矩阵可视为对

数似然的曲率.
1)当 Fisher信息矩阵较小时, 作为目标函数

的 ELBO变化较缓, 在最大值附近存在较多与其相

接近的次优值, 导致使 ELBO达到最大时的参数不

容易被 “发现”; 反之, 当 Fisher信息矩阵较大时,
其目标函数曲率较大, 即具有相对窄而高的特点,
最优参数容易被 “发现”.

∆ψk → 0

Jψi
k

∇ψk
Eq[log p(zk|xik|k)]
q(xk|ψk)
Jψk

2)在引理 1的推导过程中, 在无限小的邻域内

(即  )给出置信下界的 Fisher信息矩阵与KL
散度之间的近似关系, 并且   和 

的计算依赖于参数化的变分分布  , 因此,
随着变分迭代的进行, Fihser信息矩阵  不断变化.
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Jψk

3)被估计系统模型满足线性高斯的假设条件

下, 变分分布和后验分布之间的 KL散度具有解析

解, 结合引理 1能够解析计算变分贝叶斯迭代过程

中的 Fisher信息矩阵 .

Eq [log p (zk|xk)] ψk = ψik
i L (ψk) ψk

定理 1. 在满足引理 1的前提下, 对数似然期望

 在  的邻域内一阶可导, 则第

 次迭代过程中式 (28)变分 ELBO   关于 

的自然梯度为

∇̃i
ψk

= J−1
ψi

k

∇ψk
Eq
[
log p

(
zk|xik|k

)]
(40)

Jψi
k

i

L (ψk) ψk ∇ψk
Eq×

[log p (zk|xk)]ψk=ψi
k

i

Eq [log p (zk|xk)] ψik

其中,   表示在 ELBO最大化条件下第  次迭代

后  关于参数  的 Fisher信息矩阵,  
 表示在第  次迭代过程中对数似

然期望    在    处的梯度.
ψk

ψk

∆ψk := ψk −ψik → 0

证明. 根据变分参数  的最优估计表达式 (28),
通过对其求关于  的偏导数可获得 ELBO最大化

条件下的极值点. 令 , 根据泰

勒展开式 (28)中第一项线性化后可表示为

Eq [log p (zk|xk)] = Eq [log p (zk|xk)]ψk=ψi
k
+

∇ψk
Eq[log p (zk|xk)]ψk=ψi

k
∆ψk+O(∆ψk

2)

(41)

O(∆ψk
2) ∆ψk

2其中,   表示  的高阶无穷小. 结合引

理 1, 式 (28)进一步转化为

ψ∗
k = argmax

∆ψk→0

{
∇ψk

Eq [log p (zk|xk)]∆ψk −

1

2
∆ψT

kJψk
∆ψk

}
(42)

ψk

i ψk ∇̃i
ψk

计算上式关于  的偏导, 并令其为零, 可获得在

第  次变分迭代中 ELBO关于  的自然梯度 

∇̃i
ψk

= J−1
ψi

k

∇ψk
Eq
[
log p

(
zk|xik|k

)]
(43)

注 2. ELBO的最大化即是在统计流型空间沿

基于 Fisher信息矩阵的自然梯度向 ELBO增大的

方向移动, 从而获得状态后验分布的最优近似. 基
于 ELBO最大化的自然梯度具有以下性质:

1)自然梯度的方向是目标函数在统计流形空

间中的最速下降/上升方向, 在本文自然梯度的方

向具体表示为使 ELBO上升的的方向.
∆ψk → 0 KL

∆ψk
2

2)当  时, 式 (28)中的第二项  散度

近似表示为式 (42)中的第二项, 因此, 从局部意义

上讲, 变分迭代过程中变分分布与后验分布的近似

误差是正定二次型, 即是  的高阶无穷小.

∆ψk → 0

Fψi
k

∇ψk
Eq[log p(zk|xik|k)]
q(xk|ψk)

3)在自然梯度的推导过程中, 在无限小的邻域

内 (即  )给出 Fisher信息矩阵与 KL散度

之间的近似关系, 并且  和 

的计算依赖于参数化的变分分布  , 因此,

随着变分迭代的进行, Fihser信息不断变化.

ψk

结合式 (43)中的自然梯度表达式, 变分分布参

数  的更新表示为

ψi+1
k = ψik + J

−1
ψi

k

∇ψk
Eq
[
log p

(
zk|xik

)]
(44)

ψk

由于自然梯度是 Fisher有效的[37−38], 在 ELBO
最大化条件下基于自然梯度的迭代估计是 Fish-
er有效的估计器. 特别地, 式 (44)中变分参数 

的迭代估计同时是无偏估计器. 

2.2    置信下界自然梯度的信息几何意义

M
S = {pψ = p(zk;ψk)} ψk ∈ Rm

F : S 7−→ R ψk

pψ ψk ≡ F(pψ)

M −→v O
TO −→v O ∈ TO

在统计流形空间  上, 假设概率分布的集合

表示为  ,  状态向量  .
定义平滑映射 , 满足参数空间中的 

与统计流形空间的  一一对应, 即 . 设
统计流形空间  中一点 O, 其单位切向量为  ,
切空间表示为 , 且   表示为

−→v O =
m∑
i=1

ai
∂F(ψk)

∂ψk, i

∣∣∣∣
ψk=ψO

k

= aT∇F(ψOk ) (45)

{∂F(ψk)
∂ψk, i

}i=1, 2, ···,m M
m ∇F(ψOk ) =(

∂F(ψk)
∂ψk, 1

, · · · , ∂F(ψk)
∂ψk,m

)T ∣∣∣∣
ψk=ψO

k

a = {a1, a2, · · · , am}T

F
E[log p(zk|ψk)]

ψk

其中 ,     表示统计流形空间   

中   维坐标系统的一组向量基 ,    

  表示统计流形空

间的梯度, 向量 , 且满足式

(46) .  当平滑映射   表示为对数似然函数期望

 时, 式 (46)中相应的期望则表示为

式 (47)中关于  的 Fisher信息矩阵.

||−→v O||2 = aT·

E



∂F(ψk)

∂ψk, 1

∂F(ψk)

∂ψk, 1
· · · ∂F(ψk)

∂ψk, 1

∂F(ψk)

∂ψk,m
...

. . .
...

∂F(ψk)

∂ψk,m

∂F(ψk)

∂ψk, 1
· · · ∂F(ψk)

∂ψk,m

∂F(ψk)

∂ψk,m

a = 1

(46)

E [·] = E



∂log p(zk|ψk)
∂ψk, 1

∂log p(zk|ψk)
∂ψk, 1

· · ·
...

. . .

∂log p(zk|ψk)
∂ψk,m

∂log p(zk|ψk)
∂ψk, 1

· · ·

∂log p(zk|ψk)
∂ψk, 1

∂log p(zk|ψk)
∂ψk,m

...

∂log p(zk|ψk)
∂ψk,m

∂log p(zk|ψk)
∂ψk,m

 = Jψk
(47)
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−→v OP ∈ TO
统计流形空间中 O 点处指向其邻域一点 P 的

切向量为 , 采用单位切向量将其表示为
−→v OP = ε−→v O (48)

ε其中,   表示一个无限小量, 统计流形空间中点 O
点沿切向量方向向其邻域中点 P 移动的示意图如

图 6示. 统计流形空间点 O 和点 P 之间的相邻函

数关系通过一阶泰勒展开表示为

F(ψPk ) ≈ F(ψOk ) + (∆ψOk )
T∇F(ψOk ) (49)

  

P

tO

vO
→

O



 

图 6   点 O 沿切向量方向向点 P 处移动的示意图

Fig. 6    Point O moves in the tangential
direction towards P

 

ψOk ψPk同时, 其对应的参数空间变量   和   之间

满足

ψPk = ψOk +∆ψOk (50)

ψk结合式 (45) ~ 式 (50), 参数空间中  变化量

的表达式为

∆ψk = (∆ψOk )
T∇F(ψOk ) = εa (51)

a

文献 [22]在式 (46)的约束下结合拉格朗日方

法给出向量  的表达式,

a =
1√

∇F(ψk)TJ
−1
ψk

∇F(ψk)
J−1
ψk

∇F(ψOk ) (52)

ψOk ψPk因此, 参数空间中状态向量从点  到  的移动表

示为

ψPk = ψOk +
ε√

∇F(ψk)TJ
−1
ψk

∇F(ψk)
J−1
ψk

∇F(ψOk )

(53)

E[log p(zk|ψk)] ∇F(ψOk ) =

∇E[log p(zk|ψk)] ε =
√
∇F(ψk)TJ

−1
ψk

∇F(ψk)

其中, 当平滑映射为  时,  

 , 令  ,

式 (53)可转化为

ψPk = ψOk + J−1
ψk

∇E[log p(zk|ψk)] (54)

F
F(ψk) ψk

F(ψk)

ψk

ψk

在平滑映射  的条件下, 由于统计流形空间中

的点 (概率分布)   与参数空间中的变量  一

一对应[22]. 在变分 ELBO最大化条件下,   通

过沿自然梯度方向移动获得  的难以积分的后验

分布的近似分布, 从而实现  的有效估计. 统计流

F(ψk) ψk形空间中点  和参数空间中点  的移动示意

图如图 7示.
  



(y1
k)
(y2

k)

(y3
k)

(yi
k)

y1
k

y2
k

y3
k

yi
k

 

图 7   变分迭代过程中置信下界自然梯度的示意图

Fig. 7    The natural gradient of ELBO in variation1al
Bayesian iteration 

2.3    基于自然梯度的迭代变分贝叶斯滤波实现

p(xk|zk) =
N (xk|xk|k, Pk|k) xk|k

Pk|k ψik :=

(xik|k, P
i
k|k)

i

xik|k
P i
k|k

针对预备知识部分阐述的非线性状态估计的优

化问题, 结合上述 ELBO最大化条件下自然梯度的

推导, 提出一种非线性状态迭代估计方法, 以寻找

一个最优变分分布实现对后验概率密度函数的 “紧
密” 近似. 在高斯假设条件下由于后验分布 

 由状态估计值     及其估计误

差协方差  决定, 因此将变分参数定义为  
 . 在引理 1和定理 1的前提下, 结合式

(44)中变分分布参数的更新表达式, 第  次变分迭

代估计的非线性系统状态估计值  及其误差协

方差  可表示为

xi+1
k|k = xik|k + J

−1
xi

k|k
∇xk|kEq

[
log p

(
zk|xik|k

)]
(55)

P i+1
k|k = P i

k|k + J
−1
P i

k|k
∇Pk|kEq

[
log p

(
zk|xik|k

)]
(56)

Jxi
k|k

JP i
k|k

i

Jψk
xk|k Pk|k

∇xk|kEq[log p(zk|xik|k)] ∇Pk|kEq
[log p(zk|xik|k)] i

Eq[log p(zk|xik|k)]
xk|k Pk|k

J−1
ψk

∇ψk
Eq [log p (zk|xk)] xk|k Pk|k

其中,    和   分别表示在第   次迭代更新过

程中式 (44)中  关于变分超参数  和  的

Fisher信息矩阵,    和 

 分别表示在第   次迭代更新过程中

公式 (44) 中对数似然期望   关于

 和   的一阶偏导. 为实现变分迭代过程中

状态估计及其误差协方差的更新, 下面给出  和

 关于  和  的相应具体表

达式以及证明过程.
Jxi

k|k
JP i

k|k
1) Fisher 信息矩阵  和  的理论推导

q1 ∼ N (ξ1; µ1, C1) q2 ∼ N (ξ2;

µ2, C2) d

DKL[q1∥q2] = 1
2{ln(|C2||C1|−1) + tr(C−1

2 ×
C1) + (µ2 − µ1)

T ·C−1
2 (µ2 − µ1)− d}

若高斯分布    和  
 具有相同维数 , 则两分布之间的 KL散度

可表示为  

, 其中 , 数学
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tr(·) |·|
ELBO xk|k

xk|k

符号  和   分别表示矩阵的迹和矩阵的行列式.
结合引理 1,   关于  的 Fisher信息矩阵可

表示为 KL散度关于  的二阶偏导

Jxk|k = ∇2
xk|k

DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
=(

P i
k|k

)−1

(57)

Pk|k

Pk|k

相应地, 关于   的 Fisher 信息矩阵表示为

KL散度关于  的二阶偏导

JPk|k = ∇2
Pk|k

DKL
[
q (xk|ψk) ∥q

(
xk|ψik

)]
=

−
∂P−1

k|k

∂Pk|k
+

∂P−1
k|k

2∂Pk|k
◦ I (58)

◦其中, 哈达玛积  表示取矩阵的对角线元素构成单

位阵. 由于在估计过程中估计误差协方差的非对角

线元素可以忽略不计, 因此, 上式可以近似简化为

JPk|k ≈ −
∂P−1

k|k

2∂Pk|k
(59)

X X →
X−1

根据矩阵的偏导计算知识   的逆函数  

 的导数表示为

∂
(
X−1

)
pl

∂Xmn
= −

(
X−1

)
pm

(
X−1

)
nl

(60)

m p X n l其中,   和  分别表示矩阵  的不同行,   和   分

别表示其不同列, 则式 (59)中的偏导可表示为

∂P−1
k|k

∂Pk|k
= −(P i

k|k)
−1 ⊗ (P i

k|k)
−1 (61)

⊗ (BT ⊗A)X =

AXB

其中, 数学符号  表示克罗内克积, 并且 

 . 因此, 在迭代优化过程中式 (59)关于估计

误差协方差的 Fisher信息矩阵转化为

JPk|k =
1

2
(P i

k|k)
−1 ⊗ (P i

k|k)
−1 (62)

∇xk|kEq[log p(zk|xik|k)]
∇Pk|kEq[log p(zk|xik|k)]

2) 式 (55) 中偏导   和式

(56)中  的理论推导

Eq [log p (zk|xk)] xk|k

根据博纳定理[39] 和高斯假设条件下的量测似

然表达式, 对数似然期望  关于 

的一阶偏导表示为

∇xk|kEq[log p (zk|xk)] = Eq[∇xk
log p(zk|xk)] (63)

结合高斯假设条件下似然函数表达式和局部线

性化方法, 式 (63)可转化为

∇xk|kEq [·] ≈
(
Hi
k

)T
R−1
k

(
zk − h(xik|k)

)
(64)

Hi
k i

Hi
k = ∂h(xk)

∂xk

∣∣
xk=xi

k|k

其中,   表示在第  次迭代过程中非线性量测矩阵

的雅克比矩阵, 并且 .

∇Pk|kEq[log p×结合普莱斯定理 [39], 一阶偏导  

(zk|xk)] 表示为

∇Pk|kEq [·] =
1

2
Eq
[
∇2
xk,xk

log p (zk|xk)
]

(65)

∇2
xk,xk

log p (zk|xk)在高斯假设条件下   表示为

∇2
xk,xk

log p (zk|xk) = ∇2
xk
hT
k (xk)R

−1
k (zk−

hk(xk))−∇xk
hT
k (xk)R

−1
k ∇xk

hk(xk) (66)

Eq [zk − hk (xk)] = 0由于  , 局部线性化后式 (65)

可表示为

∇Pk|kEq [·] ≈ −1

2

(
Hi
k

)T
R−1
k H

i
k (67)

i

xk|k Pk|k

综合上述过程, 在第  次迭代中变分 ELBO关

于  和  的自然梯度分别表示为

∇̃i
xk

= P i
k|k

((
Hi
k

)T
R−1
k

(
zk − h

(
xik|k

)))
(68)

∇̃i
Pk

= P i
k|k

(
I −

(
Hi
k

)T
R−1
k H

i
kP

i
k|k

)
(69)

xk|k Pk|k

i+ 1 xi+1
k|k

P i+1
k|k

因此, 结合变分迭代更新式 (55)和 (56)、关于

 、  的具体 Fisher信息矩阵式 (57)和 (61)
以及具体一阶偏导式 (64)和 (67), 变分优化过程中

第  次迭代的状态估计  及其估计误差协方

差  表示为

xi+1
k|k = xik|k + P

i
k|k
(
Hi
k

)T
R−1
k

(
zk − hk

(
xik|k

))
(70)

P i+1
k|k = P i

k|k

(
I −

(
Hi
k

)T
R−1
k H

i
kP

i
k|k

)
(71)

er

综合式 (70)和 (71)的构建过程, 提出一种基

于自然梯度的变分贝叶斯滤波器 VBKF-NG, 并以

伪代码形式在算法 1中给出具体实现步骤. 为了实

现算法迭代过程的自适应, 采用以下相对估计误差

 作为判断迭代是否终止的条件.

er =

∣∣∣∣∣x
i+1
k|k − xik|k
xik|k

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ (72)

ϵ其中,   表示一个较小的正实数, 其数值的大小可以

根据实际应用场景的精度需求合理设定. 由式 (70)
和 (71)中的状态估计以及估计误差协方差的更新

过程可知, 所提算法具有以下特点和优势:
xik|k P i

k|k

xik|k

P i
k|k

xik|k

P i
k|k xik|k

1)状态估计  的更新以  为先决条件, 使

得  沿自然梯度方向自适应向真实状态移动. 在

滤波初始阶段,   较大, 增大移动步长以提高新

息在迭代更新中的比重,   向真实位置移动的速

度较快, 从而能够较快地到达真实值附近, 即估计

器能够较快地收敛; 反之, 当滤波迭代达到收敛时,
 较小, 减小移动步长使   的移动速度减缓,
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以更精细地寻找后验分布的在统计流型中的位置,
从而使估计器能够更好地接近真实值; (

Hi
k

)T×
R−1
k H

i
k P i

k|k

P i+1
k|k ≤ P i

k|k

(Hi
k)

TR−1
k H

i
k

P i
k|k

2)根据卡尔曼滤波原理, 式 (71)中的 

 和  均正定矩阵对称矩阵. 因此, 可以判

断  , 即在每次迭代过程中估计误差协

方差呈减小趋势, 并且由于  是海塞阵

的期望形式, 表明估计误差协方差  具有二阶收

敛性.

算法 1. 基于自然梯度的非线性变分贝叶斯滤

波器 (VBKF-NG)
x1|1 P1|1

Iter θ1

1)   初始化状态估计  、估计误差协方差  、最大

迭代次数  和初始航向角 ;

2)   计算状态预测和相应的预测误差协方差;

xk|k−1 = fk

(
xk−1|k−1

)
Pk|k−1 = FkPk−1|k−1F

T
k +Qk−1

Fk =
∂fk(x)
∂xk

∣∣
x=xk−1|k−1

其中,  ;

Iter x1
k|k = xk|k−1

P 1
k|k = Pk|k−1

3)   初始化迭代次数 , 状态估计  及其

估计误差协方差 ;

i = 1 : Iter e ≤ ϵ4)   FOR   且 

xi
k|k P i

k|k5)   　根据式 (57) 和 (62) 分别计算关于  和 

的 Fisher信息矩阵;

xi+1
k|k P i+1

k|k

6)   　根据式 (63)和 (67)分别计算对数似然期望关于

 和  的一阶偏导;

xi+1
k|k

P i+1
k|k

7)   　根据式 (70)和 (71)分别迭代更新状态估计 

及其误差协方差 ;

er8)   　根据式 (72)计算相对误差 ;

9)   ENDFOR

xk|k = xi+1
k|k

Pk|k = P i+1
k|k

10) 输出状态估计值  及其估计误差协方差

协方差矩阵 .
 

3    仿真算例
 

3.1    天基光学传感器量测条件下近地轨道卫星定

轨跟踪

2000.0

为验证所提算法的性能, 采用天基光学传感器

量测条件下近地轨道卫星定轨跟踪仿真场景对算法

进行性能分析. 在 J  地心惯性坐标系下, 采用

三个天基光学传感器对目标进行被动测角, 进而采

用算法实现定轨与跟踪. 

3.1.1    目标运动模型

500 ∼ 2 000

aG(t) aD(t)

近地轨道 (Low earth orbit, LEO)卫星轨道高

度范围一般在   km之间, 不考虑变轨时

推力的作用 ,  其在轨运动主要受地球非球摄动

 和大气阻力摄动  两方面因素影响, 具有

t典型的强非线性特点. 在  时刻 LEO卫星的连续时

间动态模型[40] 表示为

ẋ(t) = Ax(t) +B (a(t) + ω(t)) (73)

a(t) = aG(t) + aD(t) (74)

x(t) = [x(t) y(t) z(t) ẋ(t) ẏ(t) ż(t)]T

t xp(t) =

[x(t) y(t) z(t)]T ẋv(t) = [ẋ(t) ẏ(t) ż(t)]T

t

A =

[
03×3 I3×3

03×3 03×3

]
B =[

03×3

I3×3

]
I3×3 3× 3 03×3

3× 3 ω(t)

aG(t)

其中 ,     表示

在  时刻轨道目标在坐标系中的状态向量,  
  和   分别表

示  时刻轨道目标状态的位置分量和速度分量, 状

态转移矩阵  , 噪声驱动矩阵  

 , 其中,   表示  的单位阵,   表示

 的零矩阵,   表示服从零均值高斯分布系统

噪声, 地球非球摄动  表示为

aG(t) = − µ

(r(t))3
×

(
1 +

Ce
(r(t))2

(
1− 5

(
z(t)

r(t)

)2
))

x(t)

(
1 +

Ce
(r(t))2

(
1− 5

(
z(t)

r(t)

)2
))

y(t)

(
1 +

Ce
(r(t))2

(
3− 5

(
z(t)

r(t)

)2
))

z(t)


(75)

r(t) =
√

x(t)2 + y(t)2 + z(t)2

µ = 3.986 005× 1014

Ce = (3/2)J2R
2
e Re = 6 378.137

J2 = 1.082 63× 10−1

aD(t)

其中 ,    表示轨道目标

到地心的距离,    km3/s2 表示地

球引力系数,  ,    km表

示地球赤道半径,   表示修正模

型的地球二阶扁率系数. 大气阻力摄动  的表

达式为

aD(t) = −1

2
CD

S

m
ρ0||ẋv(t)||2

(
ẋv(t)

||ẋv(t)||

)
(76)

||ẋv(t)|| =
√
(ẋ(t))2 + (ẏ(t))2 + (ż(t))2

ρ0 = 1.29× 10−10

S
m = 0.02

CD = 2.2

T k

其中,   表示目

标速度的大小,   km/m3 表示轨道

目标所在轨道高度的大气密度,    m2/kg表

示有效面质比,   表示大气阻力系数. 由式

(73)、(75)和 (76)可以看出轨道目标的连续动态模

型与时间相关并具有强非线性特点, 设采样周期为

, 相应  时刻离散化的动态模型为

xk+1 = xk + g(xk)T + l (xk) g(xk)
T 2

2︸ ︷︷ ︸
fk(xk)

+ Γωk (77)

fk(xk) = xk + g(xk)T + l (xk) g(xk)
T 2

2其中 ,    表示

目标离散状态转移阵, 并且
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g(xk) =
∂x(t)

∂t

∣∣∣
t=k

(78)

l(xk) =
∂g(xk)

∂xk
=

[
03×3 I3×3

C3×3(xk) D3×3(xk)

]
(79)



C11
k = −µ(r6k − 3r4kx

2
k + Ce(r

4
k + 35x2

kz
2
k −

5r2k(x
2
k + z2k)))/r

9
k

C12
k = µ(xkyk(3r

4
k − 35Cez

2
k + 5Cer

2
k))/r

9
k

C13
k = µ(xkzk(3r

4
k − 35Cez

2
k + 15Cer

2
k))/r

9
k

C21
k = C12

k

C22
k = −µ(r6k − 3r4ky

2
k + Ce(r

4
k + 35y2kz

2
k −

5r2k(y
2
k + z2k)))/r

9
k

C23
k = µ(ykzk(3r

4
k − 35Cez

2
k + 15Cer

2
k))/r

9
k

C31
k = C13

k

C32
k = C23

k

C33
k = −µ(r6k − 3r4kz

2
k + Ce(3r

4
k +

35z4k − 30r2kz
2
k))/r

9
k

(80)

D3×3(xk) = −1

2
CD

S

m
ρ0||ẋvk||−1× ||ẋvk||2 + ẋ2

k ẋkẏk ẋkżk

ẋkẏk ||ẋvk||2 + ẏ2k ẏkżk

ẋkżk ẏkżk ||ẋvk||2 + ż2k


(81)

C3×3(xk)

rk =
√

x2
k + y2k + z2k k

D3×3(xk)

||ẋvk|| =
√
ẋ2
k + ẏ2k + ż2k k

其中, 矩阵  中的元素分别在式 (80)中给

出, 其中,   表示在离散时刻  轨

道目标距地心的距离, 矩阵  表示为式 (81),
其中,   表示在离散时刻  目

标速度的大小. 噪声驱动矩阵表示为

Γ =

[
T 2/2

T

]
⊗ I3×3 (82)

x1|1 = [6.744 8 m 1.047 3 m − 0.636 4 m − 0.001 4 m/s

0.007 6m/s 0.002 0m/s]T×106 P1|1=diag{780 0m2

12 000 m2 9 500 m2 50 m2/s2 80 m2/s2 80 m2/s2}
Qk = diag{2 m2 2 m2 2 m2 0.3 m2/s2

0.3 m2/s2 0.3 m2/s2}

目标的初始状态估计及其误差协方差分别设为

 和 

   , 过
程噪声方差   

. 

3.1.2    量测模型

3

k zk =

[(z1k)
T (z2k)

T (z3k)
T]T

假设位于 900 km高度的  个低轨卫星 (星载传

感器), 在跟踪时间段内其各传感器均能观测到

目标. 三组天基光学传感器对目标进行量测获得其

相对方位角和俯仰角信息, 在  时刻的量测为 

 , 式 (2)中的量测矩阵表示为

hik(xk, x
oi
k )=


arctan

(
yk − yoik
xk − xoik

)
arcsin

(
zk − zoik√

(xk − xoik )
2+(yk − yoik )2

)


(83)

i = 1, 2, 3 xopik = [xoik yoik zoik ]T i

S1 = (6.929 3× 106, −2.228 0×
106, 0) m S2 = (6.869 3× 106, 2.406 5× 106, 0) m

S3 = (4.224 2× 106, 5.927 5× 106, 0) m

T =

R1
k=R

2
k=R

3
k=diag{0.64×10−8 0.64×10−8} rad2/s2

其中 ,   ,    表示第   个

天基光学传感器在坐标系中的位置分量. 三个传感

器的初始位置分别为 

 ,  
和 , 采样周

期为  1 s. 三个传感器的量测噪声方差相同为

.
 

3.1.3    仿真结果与分析

O(0, 0, 0) M1 T

M1T

OT 1 = OM1 +M1T

OT 2 = OM2 +M2T OT 3 = OM3+

M3T

1 000

图 8给出天基量测条件下低轨卫星跟踪定轨的

仿真场景, 其中黑色曲线表示轨道目标轨迹, 黑色

箭头表示其运动方向, 蓝、绿、红三条曲线分别表示

天基传感器的运动轨迹, 其量测起始点分别为蓝、

绿、红三个三角符号所在位置. 图中地心位置为

,   和   分别表示传感器 1和目标的示

意位置, 向量  表示传感器 1的量测向量, 假设

传感器 1自身位置是已知量, 目标在地心惯性坐标

系下的位置向量表示为 . 同理,
在传感器 2和传感器 3量测条件下目标的位置向量

分别表示为  和 

 . 在跟踪时间段内, 各传感器均能观测到目标.
仿真中采用 EKF, UKF, IEKF作为对比算法, 蒙
特卡罗实验次数为 . 表 2给出目标的轨道根数.

  

O

M
1

T

目标轨迹

传感器 1 位置

传感器 2 位置

传感器 3 位置

地心位置

2

1

0

−1

−2

×106

×107

×107

z
 轴

位
置

y 轴位置
x 轴位置

1.0

0.5

−0.5

0

−1.0 −1.0
−0.5

0
0.5

1.0

 

图 8   天基量测条件下 LEO跟踪定轨仿真场景

Fig. 8    Scenario of LEO orbit determination and
tracking with space-based measurement

 

图 9 ~ 11 分别给出所提 VBKF-NG 算法与

EKF, UKF和 IEKF算法在坐标系中在 x 轴、y 轴

和 z 轴位置估计 RMSE的对比. 根据动态系统连续

模型 (式 (73))和其离散化模型 (式 (77)), 轨道目标

的状态转移具有强非线性特点, IEKF和 VBKF-
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NG因其迭代功能不但能够获得更高精度的量测函

数雅克比矩阵, 而且其转移函数的雅克比矩阵也得

到有效提升. 从图中可以看出 IEKF和 VBKF-NG
与 EKF和 UKF相比, 在 x 轴, y 轴和 z 轴均具有

较小的位置估计 RMSE. 同时, 由于利用基于自然

梯度优化寻找 ELBO最大的优势, VBKF-NG能够

进一步提升非线性估计的精度, 从图中也可以验证

VBKF-NG的位置估计 RMSE曲线最低, 具有明显

的精度优势.
图 12 ~ 14分别给出所提算法与 EKF, UKF

和 IEKF算法在坐标系中在 x 轴、y 轴和 z 轴速度

估计 RMSE的对比. 与位置估计 RMSE的结果相

似, 即在目标速度估计精度方面, VBKF-NG算法

与现有典型算法相比能够有效提升状态估计精度.
  

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0
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时间 /s
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速
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估
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 R
M

SE
 /

(m
/s

)

 

图 12   x 轴速度估计 RMSE的对比

Fig. 12    RMSE of velocity estimation in x axis
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图 13   y 轴速度估计 RMSE的对比

Fig. 13    RMSE of velocity estimation in y axis
 

图 15至图 20分别给出所提算法与对比算法在

坐标轴上的位置和速度估计误差. 为便于查看分别

对结果曲线进行局部放大. 从图中可以看出, 所提

VBKF-NG算法的估计误差最小. 为进一步定量对

比分析估计误差, 表 3给出 1 000次蒙特卡罗次数

 
表 2    目标的轨道根数

Table 2    The orbital elements of target

半长轴 (km) 离心率 倾角 (deg) 近地点角 (deg) 升交点赤经 (deg)

7 500 0.1 15 30 12
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图 9    x 轴位置估计 RMSE的对比

Fig. 9    RMSE of position estimation in x axis
 

 

EKF
UKF
IEKF
VBKF-NG

0 50 100 150
时间 /s

200 250 300

y 
轴
位
置

 R
M

SE
 /

m

30

35

40

45

50

 

图 10    y 轴位置估计 RMSE的对比

Fig. 10    RMSE of position estimation in y axis
 

 

45

50

55

60

65
EKF
UKF
IEKF
VBKF-NG

z 
轴
位
置

 R
M

SE
 /

m

0 50 100 150
时间 /s

200 250 300

 

图 11    z 轴位置估计 RMSE的对比

Fig. 11    RMSE of position estimation in z axis
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的估计误差均值. 从表中也可以看出所提 VBKF-

NG算法的估计误差均值最小.

Tmean

为进一步分析算法性能, 以平均单次运行时间

 作为指标对比算法实时性, 表 4给出所提算法

与对比算法的平均运行时间. 由于在每次变分贝叶

斯迭代过程中需计算量测矩阵的雅克比矩阵和新息

方差的逆矩阵, 导致在提升估计精度的同时增加了

计算量, 表 4中数据表明所提 VBKF-NG算法与
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图 14    z 轴速度估计 RMSE的对比

Fig. 14    RMSE of velocity estimation in z axis
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图 15    x 轴位置估计误差

Fig. 15    The position estimation errors in x axis
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图 16    x 轴速度估计误差

Fig. 16    The velocity estimation errors in x axis
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图 17    y 轴位置估计误差

Fig. 17    The position estimation errors in y axis
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图 18    y 轴速度估计误差

Fig. 18    The velocity estimation errors in y axis
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图 19    z 轴位置估计误差

Fig. 19    The position estimation errors in z axis
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IEKF相比计算耗时略大. 

3.2    机载被动传感器纯角度目标跟踪场景

为进一步验证所提算法性能, 采用机载红外被

动传感器纯角度跟踪仿真场景对算法进行对比和分

析. 同时, 采用经典非线性滤波算法 EKF、UKF 和
文献 [33]中的 VBKF-COD 算法作为对比算法. 

3.2.1    目标运动模型

5.1

220◦ y 0◦

0.1235

目标相对于传感器的初始位置为   km, 初始

航向角为顺时针方向   (以  轴正方向为  ), 并
且以   km/min 的速度做匀速直线运动, 状态

转移矩阵为

F tk =


1 0 T 0
0 1 0 T
0 0 1 0
0 0 0 1

 (84)

5.1 km

P0|0

在距传感器     附近处通过采样方式获得

目标初始估计值, 采样方差为初始目标状态估计误

差协方差  表示为

P0|0 = ABAT (85)

其中, 
cosϕ0 sinϕ0 0 0
− sinϕ0 cosϕ0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (86)

B =


r20σ

2
0 0 0 0

0 ∆r20 0 o

0 0 ∆v20 0

0 0 0 ∆v20

 (87)

其运动轨迹如图 21示.
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图 21   纯角度被动跟踪仿真场景

Fig. 21    Pure Angle Passive Tracking Simulation Scenes
  

3.2.2    传感器运动模型

140◦

0.1543

0 < k < 15, 19 ≤ k < 34, 38 ≤
k ≤ 50

15 ≤ k < 19, 34 ≤ k < 38

传感器平台的初始航向角为顺时针 , 以速

度大小为   km/min 的固定速度运动, 运动模

型分别为 CV 模型 ( 
 ) 和匀速转弯 (Constant Turn, CT) 模型

(  ).

F ok =




1 0 T 0
0 1 0 T
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0
sin(ωT )

ω

cos(ωT )− 1

ω

0 1 −cos(ωT )− 1

ω

sin(ωT )
ω

0 0 cos(ωT ) − sin(ωT)

0 0 sin(ωT ) cos(ωT )


(88)

 
(×10−4 s)表 4    算法平均运行时间  的对比

(×10−4 s)

Table 4    The comparison of the average run
time    of algorithms

算法 EKF UKF IEKF VBKF-NG

时间 0.258 0 0.954 2 1.098 9 1.120 5

 
表 3    算法平均估计误差均值的对比

Table 3    Comparison of the mean estimation
error of the algorithm

算法 EKF UKF IEKF VBKF-NG

x 轴位置 6.873 1 6.849 3 6.829 0 6.602 5

x 轴速度 −0.038 2 0.041 8 −0.036 8 −0.024 1

y 轴位置 2.879 3 2.877 0 2.868 8 2.756 3

y 轴速度 −0.025 7 −0.024 3 −0.022 2 −0.010 3

z 轴位置 4.766 5 4.675 9 4.554 6 4.328 6

z 轴速度 0.127 2 0.109 7 0.107 6 0.106 2
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图 20    z 轴速度估计误差

Fig. 20    The velocity estimation errors in z axis
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15 −18 19

33 34 37

38 50

ω = 30◦/min

T = 1

平台在  至  时刻发生机动, 然后在  至

 时刻继续进行匀速直线运动, 随后在  至  时

刻再次发生机动, 继而, 在  至  时刻进行匀速直

线运动. 其中,   表示转弯速率, 时间周

期为   min. 传感器量测模型表示为

H = arctan
(
ytk − yok
xtk − xok

)
(89)

xtk ytk
xok yok

ϕ0 = 81◦ σ0 =
√
R0 = 1◦

∆r0 = 2 ∆v0 =

61.7 m/min 100

其中,   和  分别表示目标在坐标轴的位置,

 和  分别表示传感器在坐标轴的位置. 量测初始

方位角  , 量测噪声标准差  ,
径向距标准差     km,  速度标准差  

 . 仿真实验的蒙特卡罗次数为 . 

3.2.3    仿真结果与分析

k ∈ [1, 14]

图 22给出在不同滤波算法下的 RMSE对比和

PCRLB 曲线. 从图中可以看出: 在传感器发生机动

前 (  时刻), 系统由于受不可观性的限制

使量测累积量不能为滤波器提供足够的信息, 从而

导致滤波器 EKF、UKF、VBKF-COD和 VBKF-
NG均不能得到收敛的估计结果. 当传感器发生机

k ∈ [15, 19]

k ∈ [15, 19]

动时 (  ), 量测在不同角度上累积, 从而系

统可观, 并且使滤波具备收敛的前提条件. 从图 22(a)
和图 22(b)上可以看出 EKF、UKF、VBKF-COD
和 VBKF-NG径向距估计和径向速度估计的 RMSE
均在  时刻快速下降. 随着更多测量值的

累积滤波器均能通过更新过程提取更多的信息, 从
而达到滤波的收敛. 从图 22(a)和图 22(b)中可以

看出算法 VBKF-NG的径向距估计和径向速度估

计的 RMSE 曲线均低于 EKF、UKF 和 VBKF-
COD算法.

在收敛速度方面, 从图 22可以看出 VBKF-NG

算法的 RMSE具有较快的收敛速度. 进一步地, 在

滤波达到收敛后, VBKF-NG 具有最低的 RMSE

曲线, 并且最接近于该仿真场景下非线性估计的

PCRLB曲线.

k ∈ [25, 50]

为了定量对比算法的估计精度, 表 5给出算法

达到收敛后 (选取  时刻) 的径向距估计

和径向速度估计 RMSE平均值的比较. 从表中可以

看出: VBKF-NG算法的平均 RMSE值最小.

  
表 5    算法平均 RMSE的对比

Table 5    Comparison of average RMSE
between algorithms

算法 径向距 (km) 径向速度 (k/min)

EKF 1.505 2 0.081 3

UKF 1.183 3 0.067 0

VBKF-COD 0.918 1 0.043 2

VBKF-NG 0.299 0 0.016 1

 

图 23给出算法 VBKF-NG 的归一化 KL 散度

在所有时刻随迭代次数的变化, 图中每条曲线代表

一个时刻内变分分布与状态后验分布之间的 KL

散度随迭代次数的变化. 从图中可以看出所有 KL

散度曲线均随着迭代次数的增加呈下降趋势, 即在

变分贝叶斯框架下通过变分迭代使变分分布逐渐逼

近状态后验分布, 从而在滤波过程中达到提升目标

状态估计精度的目的. 此外, 随着迭代次数的增加,

KL 散度曲线下降的趋势变缓.

图 24给出算法 VBKF-NG 的归一化 ELBO

散度在所有时刻随迭代次数的变化, 图中每条曲线

代表一个时刻内 ELBO 随迭代次数的变化. 从图

中可以看出所有 ELBO 曲线均随着迭代次数的增

加呈递增趋势, 即在每次迭代过程中 ELBO 不断

地被最大化, 并且在随着迭代次数的增加 ELBO

增加的趋势变缓. 
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图 22    算法的 RMSE对比

Fig. 22    Comparison of RMSE for Algorithms
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4    结束语

针对非线性动态系统状态估计问题, 引入在非

线性后验分布近似方面具有天然优势的变分贝叶斯

方法, 通过构建参数化变分分布将难以获得解析解

的非线性状态后验分布的积分问题转化为 ELBO
最大化的优化问题; 继而, 在 ELBO 最大化的条件

下推导出其自然梯度的一般形式, 并在流型空间中

分析其信息几何意义; 在此基础上, 分别推导出

ELBO 关于状态估计及其误差协方差的自然梯度

的具体表达式, 并提出 VBKF-NG 算法以实现非线

性系统状态的高精度估计; 最后, 以天基光学传感

器量测近地轨道卫星跟踪定轨场景和红外被动传感

器量测条件下运动目标跟踪场景进行仿真实验, 实
验结果和分析表明: 所提 VBKF-NG 算法与现有典

型非线性状态估计算法相比, 具有更高的状态估计

精度.

然梯度与变分贝叶斯理论结合受到了越来越多

的国内外学者关注, 随着计算技术和信息处理技术

的飞速发展, 其将在目标跟踪、导航与制导和自然

语言处理等具有典型复杂系统特征的领域得到充分

发展. 以上系统中一般呈现出非线性、参数时变、多

模态、高维数及深耦合等特征, 后续将考虑引入变

分贝叶斯方法实现系统参数的自学习和状态的高精

度估计.
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图 23    所有时刻的归一化 KL散度的变化
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divergence at all times

 

 

1 2 3 4 5 6
迭代次数

7 8 9 10
−4.0

−3.5

−3.0

−2.5

−2.0

−1.5

−1.0

−3.5

−3.0

−2.5

−2.0

−1.5

−1.0

V
B

A
K

F
-K

L
D

 的
归
一
化

 E
L
B

O

 

图 24    所有时刻的归一化 ELBO的变化

Fig. 24    The change in normalized ELBO at all times
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