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摘    要   针对含有输入时滞和低阶非线性项的非线性系统, 提出一种基于采样机制的无记忆输出反馈控制方法. 该方法移

除了传统预测控制方法预测映射难以确定的限制, 同时避免了时滞依赖方法对过去时刻状态信息的依赖性, 在实际中更易

实现. 首先, 根据系统输出在采样时刻的信息, 利用加幂积分技术和齐次占优思想设计了无记忆输出反馈采样控制器. 然后,
利用齐次系统理论提出了闭环系统的稳定性条件. 最后, 仿真结果验证了所提方法的有效性和优越性.
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近年来, 非线性系统的控制问题引起了国内外

学者的广泛关注, 涌现出大量优秀的研究成果[1−3].
在对系统设计控制器时, 系统的非线性项需要满足

一定的限制条件以避免产生有限时间逃逸现象. 例
如, 在线性增长条件下, 文献 [4−6]利用反馈占优方

法, 实现了非线性系统的全局镇定. 为了放松上述

线性增长条件, 文献 [7−13]利用加幂积分技术解决

了高阶非线性系统的控制问题. 然而, 在一些实际

应用中, 低阶非线性项广泛存在于控制系统中, 使
得上述方法不再适用. 因此, 如何解决含有低阶非

线性项的非线性系统的控制问题具有重要意义.
众所周知, 输入时滞广泛存在于实际系统中,

常常造成系统性能下降, 甚至导致系统不稳定 [14].

因此, 如何消除输入时滞带来的负面影响成为了控

制领域的研究热点. 针对含有输入时滞的非线性系

统, 文献 [15−16]提出基于预测的控制策略, 通过预

测系统的状态信息来补偿输入时滞的影响. 然而,
预测控制依赖于系统的具体形式, 当系统含有不确

定性时, 难以找到准确的预测映射. 文献 [17−18]提
出时滞依赖的控制方法, 但是得到的控制器与系统

过去时刻的状态信息有关. 文献 [19−20]提出无记

忆反馈控制方法, 该方法仅利用系统当前时刻的状

态信息设计控制器, 更易于实现. 然而, 文献 [19−20]
只考虑了满足线性增长条件的非线性系统. 对于含有

输入时滞和低阶非线性项的非线性系统, 如何提出

有效的无记忆反馈控制方案仍然是亟待解决的问题.
另一方面, 上述方法设计的控制器需要进行连

续的信息更新, 从而导致大量的资源消耗[21]. 因此,
如何提出有效的采样控制策略是解决这一问题的关

键[22]. 目前, 采样控制的研究方法主要分为以下两

种: 一种方法是通过离散化得到连续系统的离散化

模型, 然后基于此模型设计采样控制器. 对于线性

系统而言, 其精确的离散化模型很容易得到. 但对

于非线性系统, 离散化误差无法避免, 导致难以得
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到全局稳定的结果[23]. 另一种方法是直接针对连续

系统设计连续时间控制器, 然后将控制器离散化得

到采样控制器, 该方法通过选择合适的采样周期可

保证闭环系统是全局稳定的. 利用后一种方法, 文
献 [24−26]针对一类满足线性增长条件的非线性系

统, 研究了输出反馈采样控制问题. 然而, 文献 [24−26]
中的结果并未考虑输入时滞的影响.

根据以上讨论, 本文将基于无记忆反馈控制的

思想, 针对含有输入时滞和低阶非线性项的非线性

系统, 提出一种基于采样机制的输出反馈控制方案.
本文的主要贡献如下: 1) 控制方案充分考虑了低阶

不确定非线性项的影响, 移除了预测映射难以确定

的限制; 2) 利用齐次系统理论并结合 Gronwall-
Bellman不等式, 解决了最大允许采样周期和最大

允许输入时滞难以确定的难题; 3) 控制方案只与系

统输出在采样时刻的信息有关, 节约了通信资源.
⌈x⌉p = sign(x)|x|p

sign(·)
本文用到如下符号: 定义 , 其

中,   为符号函数. 

1    预备知识及系统描述

考虑如下含有输入时滞的非线性系统
ẋi(t) = xi+1(t) + ψi(t, x(t)), i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn(t) = u(t− θ) + ψn(t, x(t))

y(t) = x1(t)
(1)

x(t) = [x1(t), · · ·, xn(t)]T∈Rn u(t)∈R y(t) ∈
R
ψi(t, x(t)), i = 1, 2, · · · , n

ψi(t, 0) = 0 θ ≥ 0

x(κ) = ϕ(κ), ∀ κ ∈ [−θ, 0]

其中,  ,  ,  
 分别表示系统的状态, 系统的输入和系统的输出.

 为未知连续非线性函数

且满足 .   为输入时滞. 系统初始状

态满足 .
(x1, · · · , xn) ιi > 0,

i = 1, · · · , n
定义 1[27]. 给定坐标  和实数 

 , 引入以下定义:
ε > 0 △ε(x) = (ει1x1,

· · · , ειnxn), ιi xi △ = (ι1,

· · · , ιn)

1) 对于任意的 , 定义扩张 

  其中,    为  的权重. 本文用 

  表示扩张.
V : Rn → R ω ∈ R

ε > 0 V (△ε(x)) = εωV (x1, · · · , xn), ∀x ∈
Rn\{0} V ω

2) 对于函数  和实数 , 如果存

在  使得     
, 则称函数   的齐次度为  .

f : Rn → Rn ω ∈ R
ε > 0 fi(△ε(x)) = εω+ιifi(x1, · · · , xn), ∀x ∈

Rn\{0} f ω

3) 对于向量  和实数 , 如果存

在 , 使得    
 , 则称向量  的齐次度为 .

p ≥ 1 ∥x∥△, p =(∑n
i=1 |xi|

p
ιi

) 1
p ∥x∥△ ∥x∥△, 2

4) 对于常数 , 定义齐次 p-范数为 

 . 本文用  表示 .

i = 1, · · · , n c ≥ 0假设 1. 对于 , 存在已知常数 ,
满足

|ψi(·)| ≤ c

i∑
j=1

|xj(t)|
ri+1
rj (2)

r1 = 1, ri = ri−1 + ω, i = 2, · · · , n+ 1 ω ∈
(−1/n, 0)

其中 ,     且  

 .

ω < 0

注 1. 文献 [19−20]和文献 [24−26]中的方法只

适用于满足线性增长条件的非线性系统, 当 

时, 系统中含有低阶非线性项, 上述文献中的方法

不再适用.
ℵ1 ∈ R, ℵ2 ∈ R

m > 0, n > 0 γ > 0

引理 1[10]. 对于任意的  以及实数

, 存在 , 使得

|ℵ1|m|ℵ2|n ≤ m

m+ n
γ|ℵ1|m+n +

n

m+ n
γ−

m
n |ℵ2|m+n (3)

ℵ1 ∈ R, ℵ2 ∈ R p ≥
1 λ > 0

引理 2 [7]. 对于任意的  以及 

 , 存在 , 使得
∣∣∣⌈ℵ1⌉p − ⌈ℵ2⌉p

∣∣∣ ≤ λ|ℵ1 − ℵ2|
(
|ℵ1|p−1 + |ℵ2|p−1

)
∣∣∣⌈ℵ1⌉

1
p − ⌈ℵ2⌉

1
p

∣∣∣ ≤ 21−
1
p |ℵ1 − ℵ2|

1
p

(4)

C2 h(ϵ) = ⌈ϵ⌉α,
ϵ ∈ R, α > 2, h′(ϵ) = α|ϵ|α−1 h′′(ϵ) = α×
(α − 1)⌈ϵ⌉α−2

引理 3[7]. 对于任意给定的  函数 

  满足   以及  

 .
σi ∈ R, i = 1, · · · , n

p ≥ 0

引理 4[28]. 对于任意的  以及

, 如下不等式成立

(|σ1|+ · · ·+ |σn|)p ≤

max{np−1, 1}(|σ1|p + · · ·+ |σn|p) (5)

ν ∈ (0, 1) ℓ ∈ (0, 1)

π ∈ R
引理 5[8]. 对于任意的 ,   以及

, 如下不等式成立

⌈π⌉ν + ⌈1− π⌉ν + ℓ2⌈π⌉1+ν ≥ (2ν − 1)ℓ1−ν (6)

∆ = (ι1, · · · , ιn)
V : Rn → R ∆ ω

引理 6[29]. 给定扩张   , 假设函数

 关于扩张  的齐次度为 , 则
∂V
∂xi

ω − ιi ιi xi1)   的齐次度为 , 其中,   为  的权重;

V (x) κ κ

κ∥x∥ω△ ≤ V (x) ≤ κ∥x∥ω△

2) 若   正定, 则存在正常数   和  , 使得

.

ζ(·) ℏ(·) [a, b]

p̃ q̃ p̃ > 1

1/p̃+ 1/q̃ = 1

引理 7 [28]. 假设   和   是定义在区间  

上的连续函数. 如果存在实数  和  满足  以及

, 则有∣∣∣∣∣
∫ b

a

ζ(x)ℏ(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤(∫ b

a

|ζ(x)|p̃dx

) 1
p̃
(∫ b

a

|ℏ(x)|q̃dx

) 1
q̃

(7)
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2    主要结果

L

本节分为四个部分: 首先, 通过坐标变换引入

可调增益 . 然后, 针对标称系统设计输出反馈控

制器, 并利用齐次占优思想确定可调增益的取值.
最后, 对闭环系统进行分析, 得到最大允许采样周

期和最大允许输入时滞. 

2.1    坐标变换

定义如下坐标变换

zi =
xi
Li−1

, ψi(·) =
ψi(·)
Li−1

, i = 1, · · · , n, v =
u

Ln
(8)

L ≥ 1其中,   为可调增益. 根据式 (1)和式 (8), 可得
żi(t) = Lzi+1(t) + ψi(t, z(t)), i = 1, · · · , n− 1

żn(t) = Lv(t) + ψn(t, z(t)) + L(v(t− θ)− v(t))

y(t) = z1(t)
(9)

进一步, 由假设 1计算得到∣∣ψi(·)
∣∣ ≤ cL

1− 1
ri

i∑
j=1

|zj(t)|
ri+1
rj , i = 1, · · · , n (10)

 

2.2    标称系统控制器设计

考虑如下标称系统{
ż1(t) = Lz2(t), · · · , żn−1(t) = Lzn(t)

żn(t) = Lv(t)
(11)

下面对标称系统 (11)设计状态反馈控制器.
V1 = 1

2z
2
1步骤 1. 考虑 Lyapunov函数 , 对其求

导可得

V̇1 = Lz1z
∗
2 + Lz1(z2 − z∗2) (12)

ξ1 = z1 z∗2 = −α1⌈ξ1⌉r2 α1 ≥ n+ 1
4定义  并选择 ,  , 计

算可得

V̇1 ≤ −
(
n+

1

4

)
L|ξ1|2+ω + Lz1(z2 − z∗2) (13)

步骤 2. 考虑如下 Lyapunov函数

V2 = V1 +

∫ z2

z∗
2

⌈
⌈s⌉

1
r2 − ⌈z∗2⌉

1
r2

⌉2−r2
ds (14)

ξ2 = ⌈z2⌉
1
r2 − ⌈z∗2⌉

1
r2定义 , 根据引理 3可得

V̇2 = −
(
n+

1

4

)
L|ξ1|2+ω + Lξ1(z2 − z∗2) +

L⌈ξ2⌉2−r2z3 + (2− r2)
d(−⌈z∗2⌉

1
r2 )

dt
×∫ z2

z∗
2

∣∣∣⌈s⌉ 1
r2 − ⌈z∗2⌉

1
r2

∣∣∣1−r2
ds (15)

|z2| ≤ |ξ2|
r2

+ α1|ξ1|r2

|z2 − z∗2 | ≤ 21−r2 |ξ2|r2 c1, 1

进一步, 由引理 2和引理 4可知,  ,
. 因此, 存在正常数  使得∫ z2

z∗
2

(2− r2)
∣∣∣⌈s⌉ 1

r2 − ⌈z∗2⌉
1
r2

∣∣∣1−r2 d(−⌈z∗2⌉
1
r2 )

dt
ds ≤

L

2
|ξ1|2+ω + c1, 1L|ξ2|2+ω (16)

此外, 根据引理 1和引理 2, 如下不等式成立

Lξ1(z2 − z∗2) ≤
L

2
|ξ1|2+ω + c1, 2L|ξ2|2+ω (17)

c1, 2其中,   为正常数.

z∗3 = −α2⌈ξ2⌉r3 α2 ≥ (n− 3
4 ) + c1, 1 + c1, 2

将式 (16)和式 (17)代入式 (15)并设计虚拟控制

器 ,  , 可得

V̇2 ≤ −
(
n− 3

4

)
L

2∑
i=1

|ξi|2+ω + L⌈ξ2⌉2−r2(z3 − z∗3)

(18)

z∗i ,

i = 1, · · · , n
类似于步骤 1 和步骤 2, 存在如下虚拟控制器  

 , 即

z∗1 = 0, ξ1 = ⌈z1⌉
1
r1 − ⌈z1∗⌉

1
r1

z∗i = −αi−1⌈ξi−1⌉ri , ξi = ⌈zi⌉
1
ri − ⌈zi∗⌉

1
ri ,

i = 2, · · · , n
(19)

和 Lyapunov函数

Vn =
1

2
z21 +

n∑
i=2

∫ zi

z∗
i

⌈
⌈s⌉

1
ri − ⌈z∗i ⌉

1
ri

⌉2−ri
ds

使得

V̇n ≤ −5

4
L

n∑
i=1

|ξi|2+ω + L⌈ξn⌉2−rn(v − z∗n+1) (20)

z∗n+1=−αn⌈ξn⌉rn+1 αi, i=1, · · ·, n其中,  ,   为正常数.
注 2. 齐次占优思想分为两个步骤: 首先, 在不

考虑系统非线性函数的条件下, 针对标称系统设计

含有可调增益的控制器; 然后, 根据非线性函数的

增长率, 调整增益值来抵消非线性项对系统的影响. 

2.3    无记忆输出反馈采样控制器的设计

为了估计不可量测状态, 设计如下齐次降维观

测器

˙̂η2(t) = −Ll2⌈η̂2(t) + l2z1(tk)⌉
r2
r1

ẑ2(tk) = ⌈η̂2(tk) + l2z1(tk)⌉
r2
r1

˙̂ηi(t) = −Lli⌈η̂i(t) + liẑi−1(tk)⌉
ri

ri−1

ẑi(tk) = ⌈η̂i(tk) + liẑi−1(tk)⌉
ri

ri−1 , i = 3, · · · , n
(21)

t ∈ [tk, tk+1), tk = kT, k = 0, 1, · · · T其中,   ,    为采
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li > 0, i = 2, · · · , n样周期,   为设计参数.
基于观测器 (21), 设计如下采样控制器

v(t) = v(tk) = −αn⌈ξ̂n(tk)⌉rn+ω, ∀t ∈ [tk, tk+1)
(22)

ξ̂n(tk) = ⌈ẑn(tk)⌉
1
rn + α

1
rn
n−1(⌈ẑn−1(tk)⌉

1
rn−1 +

· · ·+ α
1
r3
2 (⌈ẑ2(tk)⌉

1
r2 + α

1
r2
1 z1(tk)))

其中,   

.

n− 1

z1(tk)

η̂2(tk) ẑ2(tk) ẑ2(tk)

η̂3(tk) ẑ3(tk)

ẑ2(tk), · · · , ẑn(tk)

注 3. 根据式 (21), 齐次降维观测器只用到了系

统输出在采样时刻的信息. 此外, 与文献 [24−26]中
的观测器相比, 本文设计的观测器充分考虑了低阶

非线性项的影响, 解决了不可量测状态带来的困难.
另一方面, 降维观测器 (21)由  个“子观测器”
构成. 对于第 1个“子观测器”, 通过  的信息得

到   和  . 进一步, 根据  , 由第 2 个

“子观测器”得到  和 . 类似地, 前一个观

测器的输出作为后一个观测器的输入, 可以得到估

计状态 .
li, i = 2, · · · , n

i = 2, · · · , n ηi = ⌈zi⌉
ri−1
ri − lizi−1

εi = ηi − η̂i

下面确定   的取值. 首先, 对于

, 定义  和观测误差

, 计算可得

εi = ⌈zi⌉
ri−1
ri − lizi−1 − η̂i (23)

根据式 (21)和式 (23)可知

ε̇i =
ri−1

ri
L|zi|−

ω
ri zi+1 + liL

(
⌈η̂i + liẑi−1(tk)⌉

ri
ri−1 −

⌈η̂i + liẑi−1⌉
ri

ri−1

)
− liL(zi − ẑi) (24)

ẑ1 = z1 zn+1 = v其中,  ,  .

U = Vn +
∑n

i=2
ri−1

2 |εi|
2

ri−1

U

选择 Lyapunov函数 .

根据式 (20)和式 (24),   的导数满足

U̇ ≤ − 5

4
L

n∑
i=1

|ξi|2+ω −
n∑

i=2

liL⌈εi⌉
2

ri−1
−1

(zi − ẑi) +

n∑
i=2

liL⌈εi⌉
2

ri−1
−1
(
⌈η̂i + liẑi−1(tk)⌉

ri
ri−1 −

⌈η̂i + liẑi−1⌉
ri

ri−1

)
+ L⌈ξn⌉2−rn(v − z∗n+1) +

n∑
i=2

ri−1

ri
L⌈εi⌉

2
ri−1

−1|zi|−
ω
ri zi+1 (25)

下面对式 (25)中的各项进行估计. 首先, 根据

式 (19)、引理 1和引理 4, 可得
n−1∑
i=2

ri−1

ri
L⌈εi⌉

2
ri−1

−1|zi|−
ω
ri zi+1 ≤

L

16

n∑
i=1

|ξi|2+ω + L

n−1∑
i=2

c2, i|εi|
2+ω
ri−1 (26)

c2, i, i = 2, · · · , n− 1其中,   为正常数.

i = 2, · · · , n
zi ẑi

对于 , 根据式 (21)和数学归纳法,

系统状态  与其估计值  之间的误差为

|zi − ẑi| ≤ c2, i|εi|
ri

ri−1 +

i−1∑
j=2

g1, j(lj+1, · · · , li)|εj |
ri

rj−1 (27)

c2, i g1, j(lj+1, · · · , li), j = 2, · · · ,
i− 1 lj+1, · · · , li

其中 ,     为正常数 ,    

 是与  有关的函数.

另一方面, 由式 (27)、引理 1和引理 4可得

|ẑi|
1
ri =

∣∣ηi + lizi−1 + η̂i − ηi +

li(ẑi−1 − zi−1)
∣∣ 1
ri−1 ≤

c̃2, i

(
|ξi|+ |ξi−1|+ |εi|

1
ri−1

)
+

i−1∑
j=2

g1, j(lj+1, · · · , li)|εj |
1

rj−1 (28)

c̃2, i g1, j(lj+1, · · · , li), j = 2, · · · ,
i− 1 lj+1, · · · , li

其中 ,    为正常数 ,   

 是与  有关的函数.

结合式 (19), (22), (27), (28)以及引理 1和引

理 4, 如下不等式成立

rn−1

rn
L⌈εn⌉

2
rn−1

−1|zn|−
ω
rn v ≤

L

16

n∑
i=1

|ξi|2+ω + ĉ2L

(
n∑

i=2

|ẑi − ẑi(tk)|
2+ω
ri +

|z1 − z1(tk)|2+ω

)
+ Lĉ2, n|εn|

2+ω
rn−1 +

L

n−1∑
i=2

(
ĉ2, i + ĝ1, i(li+1, · · · , ln)

)
|εi|

2+ω
ri−1

(29)

ĉ2 ĝ1, i(li+1, · · · , ln), i = 2, · · · , n −
1 li+1, · · · , ln

其中,   为正常数,  

 是与   有关的函数.

因此, 由式 (26)和式 (29), 可得
n∑

i=2

ri−1

ri
L⌈εi⌉

2
ri−1

−1|zi|−
ω
ri zi+1 ≤

L

8

n∑
i=1

|ξi|2+ω + ĉ2L

(
n∑

i=2

|ẑi − ẑi(tk)|
2+ω
ri +

|z1 − z1(tk)|2+ω

)
+ Lĉ2, n|εn|

2+ω
rn−1 +

L

n−1∑
i=2

(
c̆2, i + ĝ1, i(li+1, · · · , ln)

)
|εi|

2+ω
ri−1

(30)
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c̆2, i = c2, i + ĉ2, i, i = 2, · · · , n− 1其中,  .

εi ̸= 0, i = 2, · · · , n当  时, 利用式 (19)和式 (21)

得到

−
n∑

i=2

liL⌈εi⌉
2

ri−1
−1

(zi − ẑi) =

L

n∑
i=2

li⌈εi⌉
2

ri−1
−1
(
zi − ⌈η̂i + lizi−1⌉

ri
ri−1

)
+

L

n∑
i=3

li⌈εi⌉
2

ri−1
−1
(
⌈η̂i + liẑi−1⌉

ri
ri−1 −

⌈η̂i + lizi−1⌉
ri

ri−1

)
≤

− L

n∑
i=2

li|εi|
2+ω
ri−1

(⌈
1− ⌈zi⌉

ri−1
ri

εi

⌉ ri
ri−1

+

⌈
⌈zi⌉

ri−1
ri

εi

⌉ ri
ri−1

+ l

−2ri−1
ri+ri−1

i

⌈
⌈zi⌉

ri−1
ri

εi

⌉1+ ri
ri−1

)
+

L

n∑
i=2

l
ω

ri+ri−1

i |εi|
2

ri−1
−2⌈zi⌉

ri−1+ri
ri +

L

n∑
i=3

2
1− ri

ri−1 li|εi|
2

ri−1
−1|li(zi−1 − ẑi−1)|

ri
ri−1

(31)

下面对式 (31)中的各项进行估计. 首先, 根据

引理 5, 可得

− L

n∑
i=2

li|εi|
2+ω
ri−1

(
l

−2ri−1
ri+ri−1

i

⌈
⌈zi⌉

ri−1
ri

εi

⌉1+ ri
ri−1

+

⌈
1− ⌈zi⌉

ri−1
ri

εi

⌉ ri
ri−1

+

⌈
⌈zi⌉

ri−1
ri

εi

⌉ ri
ri−1

)
≤

− L

n∑
i=2

hi(li)|εi|
2+ω
ri−1

(32)

hi(li) = (2
ri

ri−1 − 1)l
2ri

ri−1+ri

i其中,  .

进一步, 利用式 (19)、引理 1和引理 4, 如下不

等式成立

L

n∑
i=2

l
ω

ri+ri−1

i |εi|
2

ri−1
−2⌈zi⌉

ri−1+ri
ri ≤

L

16

n∑
i=1

|ξi|2+ω + L

n∑
i=2

g2, i(li)|εi|
2+ω
ri−1 (33)

g2, i(li), i = 2, · · · , n li其中,   是与  有关的函数.

对于式 (31)中的最后一项, 根据式 (27)和引

理 1, 可得

L

n∑
i=3

2
1− ri

ri−1 li|εi|
2

ri−1
−1|li(zi−1 − ẑi−1)|

ri
ri−1 ≤

Lc3|εn|
2+ω
rn−1 + L

n−1∑
i=2

g2, i(li+1, · · · , ln)|εi|
2+ω
ri−1

(34)
c3 g2, i(li+1, · · · , ln), i = 2, · · · , n −

1 li+1, · · · , ln
其中,   为正常数,  

 是与  有关的函数.
将式 (32) ~ (34)代入式 (31), 得到

−
n∑

i=2

liL⌈εi⌉
2

ri−1
−1

(zi − ẑi) ≤

L

16

n∑
i=1

|ξi|2+ω − L
(
hn(ln)− c3 −

g2, n(ln)
)
|εn|

2+ω
rn−1 − L

n−1∑
i=2

(hi(li)− g2, i(li) −

g2, i(li+1, · · · , ln))|εi|
2+ω
ri−1 (35)

εi = 0, i = 2, · · · , n此外, 当  时, 式 (35)显然成立.
进一步, 利用引理 1和引理 2, 可得
n∑

i=2

liL⌈εi⌉
2

ri−1
−1
(
⌈η̂i + liẑi−1(tk)⌉

ri
ri−1 −

⌈η̂i + liẑi−1⌉
ri

ri−1

)
≤ L

8

n∑
i=2

|εi|
2+ω
ri−1 +

Lg3, 2(l2)|z1 − z1(tk)|2+ω +

L

n∑
i=3

g3, i(li)|ẑi−1 − ẑi−1(tk)|
2+ω
ri−1 (36)

g3, i(li), i = 2, · · · , n li其中,   是与  有关的函数.
结合式 (20)和式 (22), 以及引理 1和引理 4,

计算得到

L⌈ξn⌉2−rn(v − z∗n+1) ≤
L

32
|ξn|2+ω +

c4L
(
|ξn − ξ̂n|2+ω + |ξ̂n − ξ̂n(tk)|2+ω

)
(37)

c4其中,   为正常数.
因此, 根据式 (19), (22), (27)以及引理 1和引

理 2, 如下不等式成立

c4L|ξn − ξ̂n|2+ω ≤

Lc4, 1

( n∑
i=2

∣∣∣⌈zi⌉ 1
ri − ⌈ẑi⌉

1
ri

∣∣∣)2+ω

≤

L

32

n∑
i=1

|ξi|2+ω + Lc4, 2

n∑
i=2

|zi − ẑi|
2+ω
ri ≤

L

32

n∑
i=1

|ξi|2+ω + c4, nL|εn|
2+ω
rn−1 +
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L

n−1∑
i=2

(g3, i(li+1, · · · , ln) + c4, i)|εi|
2+ω
ri−1 (38)

c4, 1 c4, 2 c4, i, i=2, · · · , n g3, i(li+1,

· · · , ln), i = 2, · · ·, n−1 li+1, · · ·, ln
其中,  ,  ,    为正常数,  

 是与  有关的函数.
将式 (30)和式 (35) ~ (38)代入式 (25), 可得

U̇ ≤ −L
n∑

i=1

|ξi|2+ω − L(g4, n(ln)− c̃4, n)|εn|
2+ω
rn−1 −

L

n−1∑
i=2

(g4, i(li)− g4, i(li+1, · · · , ln)− c̃4, i)|εi|
2+ω
ri−1 +

c4L|ξ̂n − ξ̂n(tk)|2+ω + Lĉ2|ẑn − ẑn(tk)|
2+ω
rn +

L

n−1∑
i=2

(ĉ2 + g3, i+1(li+1))|ẑi − ẑi(tk)|
2+ω
ri +

L(ĉ2 + g3, 2(l2))|z1 − z1(tk)|2+ω (39)

g4, i(li)=hi(li)− g2, i(li), i=2, · · · , n g4, i(·)=
ĝ1, i (·) + g2, i (·) + g3, i (·), i = 2, · · · , n− 1; c̃4, n =

ĉ2, n − c3 − c4, n − 1/8; c̃4, i = c̆2, i − c4, i − 1/8, i = 2,

· · · , n−1.

其中,  ;  

   

   
  

l2, · · · , ln c4 > 0根据以上分析, 存在  和 , 使得

U̇ ≤ − L

(
n∑

i=1

|ξi|2+ω +

n∑
i=2

|εi|
2+ω
ri−1

)
+ c4L ×

(
n∑

i=2

|ẑi − ẑi(tk)|
2+ω
ri + |z1 − z1(tk)|2+ω

)
+

c4L|ξ̂n − ξ̂n(tk)|2+ω (40)

[z1, · · · , zn, η̂2, · · · , η̂n]T ∆̃ = [r1, · · · ,
rn, r1, · · · , rn−1]

T U

下面对式 (40)中的各项进行处理. 首先, 定义

向量  及其扩张 

 , 由定义 1得  的齐次度为 2. 因此,
根据引理 6, 如下不等式成立

ρ̃U
2+ω
2 ≤

n∑
i=1

|ξi|2+ω +

n∑
i=2

|εi|
2+ω
ri−1 ≤ ρU

2+ω
2 (41)

ρ̃ ρ其中,   和  均为正常数.
进一步, 利用式 (19), (22), (28), (41), 以及引

理 1和引理 2, 可以得到

c4L|ξ̂n − ξ̂n(tk)|2+ω ≤ Lc̃4, 1

(
|z1 − z1(tk)| +

n∑
i=2

∣∣∣⌈ẑi⌉ 1
ri − ⌈ẑi(tk)⌉

1
ri

∣∣∣)2+ω

≤

1

16
ρ̃LU

2+ω
2 + c̃4L

( n∑
i=2

|ẑi − ẑi(tk)|
2+ω
ri +

|z1 − z1(tk)|2+ω
)

(42)

c̃4, 1 c̃4其中,   和  均为正常数.

U将式 (42)代入式 (40), 可得如下  关于系统

(9)的导数

U̇ |(9) ≤ − 15

16
ρ̃LU

2+ω
2 + ĉ4L

( n∑
i=2

|ẑi − ẑi(tk)|
2+ω
ri +

|z1 − z1(tk)|2+ω
)
+

n∑
i=1

∂U

∂zi
ψi(·) +

L
∂U

∂zn
(v(t− θ)− v(t)) (43)

ĉ4 = c4 + c̃4其中,  .

注 4. 如何根据式 (43)确定最大允许采样周期

和最大允许输入时滞是本文的主要难点之一. 对于

满足如下线性增长条件的非线性系统

|ψi(·)| ≤ c(x1(t) + · · ·+ xi(t)), i = 1, · · · , n (44)

文献 [19−20]提供了最大允许输入时滞的确定方法,

文献 [24−26]提供了最大允许采样周期的确定方法.

然而, 对于满足假设 1的非线性系统, 系统中的低

阶非线性项导致上述文献中的方法不再适用. 为此,

本文将利用齐次系统理论和 Gronwall-Bellman不

等式, 给出最大允许采样周期和最大允许输入时滞

的确定方法.
∂U
∂zi

ψi(·) 2− ri ri+1由于  和  的齐次度分别为  和 ,

根据式 (10)和引理 6, 得

n∑
i=1

∂U

∂zi
ψi(·) ≤

n∑
i=1

c5, iL
1− 1

ri U
2+ω
2 (45)

c5, i, i = 1, · · · , n其中,   为正常数.

L
∑n

i=1 c5, iL
− 1

ri ≤ 1
8 ρ̃∑n

i=1
∂U
∂zi
ψi(·) ≤ L

8 ρ̃ U
2+ω
2 . |η̂i − η̂i(tk)| ≤∫ t

tk
| ˙̂ηi(s)|ds, i = 2, · · · , n

选择  满足 , 由式 (45)可

得    由于    

, 利用定义 1、引理 4、引理

6和式 (21), 可以得到

|η̂i − η̂i(tk)| ≤ c6, i

∫ t

tk

( n∑
j=2

|η̂j(s)|
2

rj−1 +

n∑
j=2

|η̂j(tk)|
2

rj−1 + |z1(tk)|
2
r1

) ri
2

ds ≤

∫ t

tk

(
c6, i

n∑
j=2

|η̂j(s)− η̂j(tk)|
ri

rj−1 + πi

)
ds (46)

c6, i c6, i = 2
ri

rn−1
− ri

2 c6, i πi =

c6, i(
∑n

j=2(2
2−rj−1
rj−1 + 1)

ri
2 |η̂j(tk)|

ri
rj−1 + |z1(tk)|

ri
r1 ).

其中 ,     为正常数 ,    ,    

结合式 (46)和引理 7, 如下不等式成立
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|η̂i − η̂i(tk)| ≤ T
2−ri

2

(
n

2−ri
ri ×

∫ t

tk

(
c

2
ri
6, i

n∑
j=2

|η̂j(s)− η̂j(tk)|
2

rj−1 + π
2
ri
i

)
ds

) ri
2

(47)

ri
ri−1

∈ (0, 1)由于 , 根据式 (47), 可得
n∑

i=2

|η̂i − η̂i(tk)|
2

ri−1 ≤ σ(T ) ×

∫ t

tk

( n∑
i=2

|η̂i(s)− η̂i(tk)|
2

ri−1

)
ds+Π (48)

Π =
∑n

i=2 T
2−ri
ri−1 n

2−ri
ri−1 (Tπ

2
ri
i + 1) σ(T ) =∑n

i=2 T
2−ri
ri−1 n

2−ri
ri−1 c

2
ri
6, i

其 中 ,    ,    

.

根据式 (48), 由 Gronwall-Bellman不等式计

算可得
n∑

i=2

|η̂i − η̂i(tk)|
2

ri−1 ≤ ΠeTσ(T ) (49)

πi进一步, 由  的定义可知

π
2
ri
i ≤ c

2
ri
6, in

2−ri
ri

(
|z1(tk)|

2
r1 +

n∑
j=2

(2
2−rj−1
rj−1 + 1) ×

|η̂j(tk)|
2

rj−1

)
≤ c̃6, iU(tk) (50)

c̃6, i其中,   为正常数.
因此, 结合式 (48)和式 (50), 可以得到

Π ≤ σ1(T )U(tk) + Π1(T ) (51)

其中,

σ1(T ) =

n∑
i=2

T
2−ω
ri−1 n

2−ri
ri−1 c̃6, i

Π1(T ) =

n∑
i=2

T
2−ri
ri−1 n

2−ri
ri−1

将式 (51)代入式 (49), 可得
n∑

i=2

|η̂i − η̂i(tk)|
2

ri−1 ≤

σ1(T )eTσ(T )U(tk) + Π1(T )eTσ(T ) (52)

根据以上分析, 如下不等式成立
n∑

i=2

|η̂i − η̂i(tk)|
2+ω
ri−1 ≤ σ2(T )U

2+ω
2 (tk) + Π2(T ) (53)

其中

σ2(T ) = n−
ω
2 σ

2+ω
2

1 (T )e
(2+ω)Tσ(T )

2

Π2(T ) = n−
ω
2 Π

2+ω
2

1 (T )e
(2+ω)Tσ(T )

2

Umax(t) = max∀τ∈[tk, t) U(τ)

c6

定义 , 根据式 (9), 存在

正常数 , 使得

|z1 − z1(tk)|2+ω =
∣∣∣ ∫ t

tk

ż1(s)ds
∣∣∣2+ω

≤

c6T
2+ωU

(1+ω)(2+ω)
2

max (t) (54)

c6由引理 2和式 (21), (53), (54), 存在正常数  , 使得

n∑
i=2

|ẑi − ẑi(tk)|
2+ω
ri + |z1 − z1(tk)|2+ω ≤

c6

( n∑
i=2

|η̂i − η̂i(tk)|
2+ω
ri−1 + |z1 − z1(tk)|2+ω

)
≤

σ2(T )U
2+ω
2 (tk) + Π2(T ) + c̃6T

2+ωU
(1+ω)(2+ω)

2
max (t)

(55)

c̃6 = c6c6, σ2(T )= c6σ2(T ), Π2(T )= c6Π2(T ).其中,        

因此, 式 (43)可以写为

U̇ |(9) ≤ − 13

16
ρ̃LU

2+ω
2 + Lσ̃2(T )U

2+ω
2 (tk) +

Lĉ6T
2+ωU

(1+ω)(2+ω)
2

max (t) + LΠ̃2(T ) +

L
∂U

∂zn
(v(t− θ)− v(t)) (56)

ĉ6 = ĉ4c̃6, σ̃2(T ) = ĉ4σ2(T ), Π̃2(T )= ĉ4Π2(T ).其中,        

下面估计式 (56)中的最后一项. 首先, 根据引理 1、

引理 2、引理 6, 以及式 (21), (22), (42), 可得

L
∂U

∂zn
(v(t− θ)− v(t)) ≤ 1

16
ρ̃L
(
U

2+ω
2 +

U
2+ω
2 (tk)

)
+ c7L

(
|z1(tk)− z1(tk − θ)|2+ω +

n∑
i=2

|η̂i(tk)− η̂i(tk − θ)|
2+ω
ri−1

)
(57)

c7 i = 2, · · · , n t1 ∈
[tk − θ, tk)

其中,   为正常数. 此外, 对于  以及 

 , 如下不等式成立

|η̂i(t1)− η̂i(tk − θ)| ≤ c7, i

∫ t1

tk−θ

( n∑
j=2

|η̂j(s)|
2

rj−1 +

n∑
j=2

|η̂j(tk)|
2

rj−1 + |z1(tk)|
2
r1

) ri
2

ds ≤

∫ t1

tk

(
c7, i

n∑
j=2

|η̂j(s)− η̂j(tk − θ)|
ri

rj−1 + πi

)
ds

(58)

c7, i其中,   为正常数且
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c7, i = 2
ri

rn−1
− ri

2 c7, i

πi = c7, i

(
n∑

j=2

2
ri(2−rj−1)

2rj−1 |η̂j(tk − θ)|
ri

rj−1 +

|z1(tk)|
ri
r1 +

n∑
j=2

|η̂j(tk)|
ri

rj−1

)

类似于式 (47)中的分析方法, 可以得到

|η̂i(t1)− η̂i(tk − θ)| ≤ θ
2−ri

2

(
n

2−ri
ri

∫ t1

tk−θ

(
π

2
ri
i +

c
2
ri
7, i

n∑
j=2

|η̂j(s)− η̂j(tk − θ)|
2

rj−1

)
ds
) ri

2

(59)

进一步, 利用式 (59), 计算可得
n∑

i=2

|η̂i(t1)− η̂i(tk − θ)|
2

ri−1 ≤ σ(θ) ×

∫ t1

tk−θ

( n∑
i=2

|η̂i(s)− η̂i(tk − θ)|
2

ri−1

)
ds+Π (60)

其中,

Π =

n∑
i=2

θ
2−ri
ri−1 n

2−ri
ri−1 (θπ

2
ri
i + 1)

σ(θ) =

n∑
i=2

θ
2−ri
ri−1 n

2−ri
ri−1 c

2
ri
7, i

根据式 (60)和 Gronwall-Bellman不等式, 可得
n∑

i=2

|η̂i(t1)− η̂i(tk − θ)|
2

ri−1 ≤ Πeθσ(θ) (61)

c̃7, i由引理 2, 存在正常数 , 使得

π
2
ri
i ≤ c̃7, i

(
n∑

j=2

|η̂j(t1)|
2

rj−1 +

n∑
j=2

|η̂j(tk)|
2

rj−1 +

n∑
j=2

|η̂j(t1)− η̂j(tk − θ)|
2

rj−1 + |z1(tk)|
2
r1

)
(62)

因此, 结合式 (61)和式 (62), 可得
n∑

i=2

|η̂i(t1)− η̂i(tk − θ)|
2

ri−1 ≤

eθσ(θ)
(

n∑
i=2

θ
2−ω
ri−1 n

2−ri
ri−1 π

2
ri
i +

n∑
i=2

θ
2−ri
ri−1 n

2−ri
ri−1

)
≤

σ3(θ)

(
n∑

i=2

|η̂i(t1)− η̂i(tk − θ)|
2

ri−1 + |z1(tk)|
2
r1 +

n∑
i=2

|η̂i(tk)|
2

ri−1 +

n∑
i=2

|η̂i(t1)|
2

ri−1

)
+Π3(θ)

(63)

其中

Π3(θ) = eθσ(θ)
n∑

i=2

θ
2−ri
ri−1 n

2−ri
ri−1

σ3(θ) = eθσ(θ)
n∑

i=2

θ
2−ω
ri−1 n

2−ri
ri−1 c̃7, i

1− σ3(θ) > 0根据式 (63), 当输入时滞满足  时, 如
下不等式成立

n∑
i=2

|η̂i(t1)− η̂i(tk − θ)|
2

ri−1 ≤

σ3(θ)

1− σ3(θ)

(
|z1(tk)|

2
r1 +

n∑
i=2

|η̂i(t1)|
2

ri−1 +

n∑
i=2

|η̂i(tk)|
2

ri−1

)
+

Π3(θ)

1− σ3(θ)
(64)

进一步, 由引理 6可得
n∑

i=2

|η̂i(tk)|
2

ri−1 + |z1(tk)|
2
r1 ≤ c̃7U(tk) (65)

c̃7其中,   为正常数.
η̂i(tk)注意到  的连续性, 由式 (64)可知
n∑

i=2

|η̂i(tk)− η̂i(tk − θ)|
2

ri−1 ≤

σ3(θ)U(tk) + Π3(θ) (66)

σ3(θ) =
2c̃7σ3(θ)
1−σ3(θ)

Π3(θ) =
Π3(θ)

1−σ3(θ)
其中,  ,  .

根据以上分析, 可以得到

c7L

n∑
i=2

|η̂i(tk)− η̂i(tk − θ)|
2+ω
ri−1 ≤

Lσ̃3(θ)U
2+ω
2 (tk) + LΠ̃3(θ) (67)

σ̃3(θ)=c7n
−ω

2 σ
2+ω
2

3 (θ), Π̃3(θ)=c7n
−ω

2 Π
2+ω
2

3 (θ)其中,  .

进一步, 利用引理 2, 可得

|z1(tk)− z1(tk − θ)|2+ω ≤ 21+ω(|z1 − z1(tk)|2+ω +

|z1 − z1(tk − θ)|2+ω) (68)

¯̄c7根据引理 7, 存在正常数 , 使得

|z1 − z1(tk − θ)|2+ω ≤ ¯̄c7(T + θ)1+ω ×∫ t

t−T−θ

(|z2(s)|+ |z1(s)|r2)2+ωds (69)

因此, 结合式 (54), (68), (69), 可得

c7L|z1(tk)− z1(tk − θ)|2+ω ≤

ĉ7L
(
T 2+ωU

(1+ω)(2+ω)
2

max (t) + (T + θ)1+ω ×∫ t

t−T−θ

(|z2(s)|+ |z1(s)|r2)2+ωds
)

(70)

9 期 马倩等: 含有输入时滞的非线性系统的输出反馈采样控制 1779



ĉ7 = max{21+ωc6c7, 2
1+ωc7¯̄c7}其中,  .

根据式 (57), (67), (70), 可以将式 (56)写为

U̇ |(9) ≤ − 3

4
ρ̃LU

2+ω
2 + LΛ1(T, θ)U

2+ω
2 (tk) +

c̆7LT
2+ωU

(1+ω)(2+ω)
2

max (t) + LΛ2(T, θ) +

ĉ7L(T + θ)1+ω ×∫ t

t−T−θ

(|z2(s)|+ |z1(s)|r2)2+ωds (71)

c̆7 = ĉ6 + ĉ7 Λ1(T, θ) = σ̃2(T ) + σ̃3(θ) +
1
16 ρ̃

Λ2(T, θ) = Π̃2(T ) + Π̃3(θ).

其中,  ,  ,

V = U + U1 U1 = 2ĉ7L(T + θ)1+ω×∫ t

t−T−θ

∫ t

s
(|z2(τ)|+ |z1(τ)|r2)2+ωdτds

选择 , 其中,  

 . 根据式 (71),

如下不等式成立

V̇ |(9) ≤ − 3

4
ρ̃LU

2+ω
2 + LΛ1(T, θ)V

2+ω
2 (tk) +

LΛ3(T, θ)V
(1+ω)(2+ω)

2
max (t) + LΛ2(T, θ) −

ĉ7L(T + θ)1+ω ×∫ t

t−T−θ

(|z2(s)|+ |z1(s)|r2)2+ωds

(72)

Λ3(T, θ) = c̆7T
2+ω + c8(T + θ)2+ω c8其中 ,    ,     为正

常数.

U
2+ω
2 V

2+ω
2 (tk) V

(1+ω)(2+ω)
2

max (t)

注 5. 对于满足线性增长条件的非线性系统, 文

献 [24−26]给出了闭环系统稳定性的分析方法. 然

而, 根据式 (72)可知,  ,  ,  

和积分项的存在使得上述文献中的方法不再适用.

为此, 第 2.4节将基于式 (72), 完成闭环系统的稳定

性分析.
 

2.4    稳定性分析

Tm θm

T ∈ (0, Tm] θ ∈ [0, θm]

Tm θm 1− σ3(θm) > 0

Λ1(Tm, θm) ≤ 3
16 ρ̃ x(t)

定理 1. 对于满足假设 1的非线性系统 (1), 存在

最大允许采样周期  和最大允许输入时滞 , 当

 和  时, 控制器 (22)能够保证闭

环系统的所有信号一致最终有界. 最大允许采样周

期  和最大允许输入时滞  满足 ,

. 闭环系统状态  的终端界为

lim
t→∞

∥x(t)∥ ≤ max
{
γ̄2Λ̄2(T, θ), γ̄3Λ̄3(T, θ)

}
(73)

γ̄2 γ̄3其中,   和  为正常数且

Λ̄2(·) = γ2Λ
2

2+ω

2 (·) + γ1(T + θ)−
2
ω

Λ̄3(·) = γ3Λ
− 2

ω(2+ω)

3 (·) + γ1(T + θ)−
2
ω

U1证明. 首先, 根据  的定义可得

− ĉ7L(T + θ)1+ω

∫ t

t−T−θ

(|z2(s)| +

|z1(s)|r2)2+ωds ≤ − 1

2(T + θ)
U1 (74)

Ω1 Ω1假设存在集合 , 对于集合  外的状态, 如下不等

式成立

− ĉ7L(T + θ)1+ω

∫ t

t−T−θ

(|z2(s)| +

|z1(s)|r2)2+ωds ≤ −3

4
ρ̃LU

2+ω
2

1 (75)

根据式 (74)和式 (75), 当如下条件满足时, 式 (75)
成立

− 1

2(T + θ)
U1 ≤ −3

4
ρ̃LU

2+ω
2

1 (76)

因此, 由式 (76)计算可得

U1 ≥
(3
2
ρ̃L(T + θ)

)− 2
ω

= γ1(T + θ)−
2
ω (77)

γ1 = ( 32 ρ̃L)
− 2

ω其中,  .

Ω1根据以上分析, 集合  可定义为

Ω1 =

{
x|U1 ≤ γ1(T + θ)−

2
ω

}
(78)

V
2+ω
2 = (U + U1)

2+ω
2 ≤ U

2+ω
2 + U

2+ω
2

1此外, 由于 , 如

下不等式成立

V̇ |(9) ≤ − 3

4
ρ̃LV

2+ω
2 + LΛ3(T, θ)V

(1+ω)(2+ω)
2

max (t) +

LΛ1(T, θ)V
2+ω
2 (tk) + LΛ2(T, θ) (79)

Ω = Ω1 ∪ Ω2进一步, 定义集合 , 其中

Ω2 =

{
x|V ≤ max

{
γ2Λ

2
2+ω

2 (·), γ3Λ
− 2

ω(2+ω)

3 (·)
}}

γ2 =
(8
ρ̃

) 2
2+ω

, γ3 =
(8
ρ̃

)− 2
ω(2+ω)

(80)

根据式 (80), 可知

Λ2(T, θ) ≤
1

8
ρ̃V

2+ω
2 (81)

以及

Λ3(T, θ)V
(1+ω)(2+ω)

2
max (t) ≤ 1

8
ρ̃V

2+ω
2

max (t) (82)

结合式 (79), (81), (82)可得

V̇ |(9) ≤ − 5

8
ρ̃LV

2+ω
2 +

1

8
ρ̃LV

2+ω
2

max (t) +

LΛ1(T, θ)V
2+ω
2 (tk) (83)

Ω Λ1(T,

θ) ≤ 3
16 ρ̃ Vmax(t) = V (tk), ∀ t ∈ [tk, tk + T )

下面证明, 当系统状态在集合  外且满足 

 时 ,    .  首
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t′ ∈ [tk, tk + T ) V (t′) > V (tk)

V̇ (tk) < 0, ∀ x(tk) ̸= 0

t′′ ∈ [tk, t
′)

先, 假设存在  使得 , 根
据式 (83) 可知  . 因此, 存在

, 使得{
V̇ (t′′) > 0, V (t′′) = V (tk)

V (t) ≤ V (tk), ∀ t ∈ [tk, t
′′)

(84)

V̇ (t′′) < 0, ∀ x(t) ̸= 0

V̇ (t′′) > 0 Vmax(t) = V (tk), ∀ t ∈ [tk,

tk + T )

然而 ,  由式 (83) 可得  ,  这与

 矛盾, 从而证得 

 .
根据以上分析, 式 (83)可以写为

V̇ |(9) ≤ −2ρ̂LV
2+ω
2 + ρ̂LV

2+ω
2 (tk) (85)

ρ̂ = 5
16 ρ̃ t ∈ [tk, tk + T )其中,  . 对于任意的 , 考虑以

下两种情形:

V >
(3
4

) 2
2+ω

V (tk) (86a)

V ≤
(3
4

) 2
2+ω

V (tk) (86b)

V̇ (tk) < 0由于 , 当式 (86a)的条件满足时, 如下不

等式成立

V̇ |(9) ≤ −2

3
ρ̂LV

2+ω
2 (87)

ρ̆ ∈ (0, 1) V (tk+1) ≤ ρ̆V (tk)

k → +∞
Ω U

x(t)

σ3(θ) Λ1(T, θ) Tm θm T ∈
(0, Tm] θ ∈ [0, θm]

由式 (87)可得, 存在  使得   .
因此, 当  时, 闭环系统的所有状态都收敛

到集合  内. 此外, 根据  的定义, 闭环系统状态

 的终端界可以表示为式 (73)中的形式. 最后,
根据  和  的定义, 存在  和 , 当 

 和  时, 上述结果成立. □

注 6. 根据定理 1, 闭环系统状态的终端界与采

样周期和输入时滞有关, 当采样周期相同时, 输入

时滞越大, 闭环系统状态的终端界也越大.

ψi(t, x(t), x(t− d)), i = 1, · · · , n

注 7. 本文方法能够推广到同时含有输入时滞

和状态时滞的非线性系统. 假设系统 (1)的非线性

函数为  且满足如下

条件

|ψi(·)| ≤ c

i∑
j=1

(
|xj(t)|

ri+1
rj + |xj(t− dj)|

ri+1
rj

)
(88)

x(t− d) = [x1(t− d1), · · ·, xn(t− dn)]
T di > 0,

i = 1, · · ·, n
L

其中,  ,  
 表示状态时滞. 利用式 (8)中的坐标变

换引入可调增益 , 并考虑如下 Lyapunov-Krasov-
skii泛函

W = V + c9

n∑
i=1

∫ t

t−di

|zi(s)|
2+ω
ri ds (89)

c9 L其中,   为正常数. 通过调整  的值, 控制器 (22)
能够保证闭环系统的所有信号一致最终有界. 

3    仿真
 

3.1    数值仿真

考虑如下具有输入时滞的非线性系统

ẋ1(t) = x2(t) + 0.5 cos(x1(t))⌈x1(t)⌉
11
13

ẋ2(t) = u(t− θ) + 0.2⌈x1(t)⌉
9
13 + 0.3⌈x2(t)⌉

9
11

y(t) = x1(t) (90)

L = 2, T = 0.02, α1 = 2.5, α2 = 6, l2 = 10

θ = 0.02 sup|x1| = 0.011 7,

sup|x2| = 0.276 4 θ = 0.04 sup|x1| =
0.300 7, sup|x2| = 4.157 5

根据定理 1设计无记忆输出反馈控制器并选择

仿真参数 ,
仿真结果如图 1 ~ 5所示. 图 1 ~ 3为开环系统的状

态响应和闭环系统在不同输入时滞下的状态响应.
其中 ,  在输入时滞   时 ,    

 , 在输入时滞  时,  
 . 根据仿真可以看出, 所设

计的控制器能够保证闭环系统的所有状态一致最终

有界. 此外, 在采样周期相同的条件下, 输入时滞越

大, 闭环系统状态的终端界也越大. 另一方面, 针对

含有输入时滞的非线性系统, 文献 [20]设计了无记

忆线性反馈控制器, 当系统中含有低阶非线性项时,
控制器的控制性能会变差. 为进一步突出本文结果
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x1图 1    系统 (90)中状态  的曲线

x1Fig. 1    The curve of state    in system (90)
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x2图 2    系统 (90)中状态  的曲线

x2Fig. 2    The curve of state    in system (90)
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θ = 0.02

x1

x2

与现有文献的区别, 用本文方法与文献 [20]中的方

法分别设计控制器, 在输入时滞  的条件下

进行仿真对比, 仿真结果如图 4和图 5所示. 图 4

为两种控制方法所得到的闭环系统状态  的响应

曲线, 图 5为两种控制方法所得到的闭环系统状态

 的响应曲线. 从图 4和图 5可以看出, 对于输入

时滞相同的控制系统, 本文设计的控制器能够获得

更好的控制性能.
 

3.2    实例仿真

考虑如下质量−弹簧机械系统

mÿ + Ff + Fsd = Fθ (91)

Ff Fsd m

Fθ x1 = y, x2 =

ẏ, u(t− θ) = Fθ Fsd =⌈x1(t− d)⌉ 5
7 Ff =⌈x2⌉

5
6 d

θ m = 1

其中,   为摩擦阻力,   为弹簧的恢复力,   为质

量,   为外部施加的力. 选择状态变量 

 ,  ,  ,    为

状态时滞,    为输入时滞. 当选择   时, 系统

(91)可以写为{
ẋ1 = x2

ẋ2 = u(t− θ)− ⌈x2⌉
5
6 − ⌈x1(t− d)⌉ 5

7

(92)

L = 2.5, T = 0.02,

α1 = 2.2, α2 = 6, l2 = 13

θ = 0.02 sup|x1| = 0.013 1, sup|x2| = 0.386 1

θ = 0.04 sup|x1| = 0.264 1, sup|x2| =
4.791 5

通过构造 Lyapunov-Krasovskii泛函抵消状态

时滞的影响, 然后选择仿真参数 

 , 仿真结果如图 6 ~ 10所
示. 图 6 ~ 8为开环系统的状态响应和闭环系统在

不同输入时滞下的状态响应. 其中, 在输入时滞

 时,  , 在
输入时滞   时 ,    

 . 根据仿真可以看出, 所设计的控制器能够

保证闭环系统的所有状态一致最终有界. 此外, 在
采样周期相同的条件下, 输入时滞越大, 闭环系统
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u图 3    系统 (90)中控制输入  的曲线

uFig. 3    The curve of control input    in system (90)
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x1图 4    系统 (90)中状态  在不同控制方法下的曲线

x1Fig. 4    The curve of state    in system (90) under
different control methods

 

 

15

0

−15

−30

−45

0 1 2
Time /s

3 4 5

x
2

本文控制方法
文献 [20] 中的控制方法

 

x2图 5    系统 (90)中状态  在不同控制方法下的曲线

x2Fig. 5    The curve of state    in system (90) under
different control methods
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x1图 6    系统 (92)中状态  的曲线
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x2图 7    系统 (92)中状态  的曲线

x2Fig. 7    The curve of state    in system (92)
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θ = 0.02

x1

x2

状态的终端界也越大. 用本文方法与文献 [20]中的

方法分别设计控制器, 在输入时滞  的条件

下进行仿真对比, 仿真结果如图 9和图 10所示. 图 9
为两种控制方法所得到的闭环系统状态  的响应

曲线, 图 10为两种控制方法所得到的闭环系统状

态  的响应曲线. 从图 9和图 10可以看出, 对于输

入时滞相同的控制系统, 本文设计的控制器能够获

得更好的控制性能. 

4    结束语

针对一类含有输入时滞和低阶非线性项的非线

性系统, 研究了系统在齐次增长条件下无记忆输出

反馈采样控制器的设计方法. 为了解决不可量测状

态带来的困难, 利用系统输出在采样时刻的信息构

造了降维观测器. 根据齐次系统理论和 Gronwall-
Bellman不等式, 给出了闭环系统稳定的条件, 保
证了闭环系统的所有状态一致最终有界. 最后, 仿
真结果验证了本文所提控制方法的有效性.

References
 Wang  Huan-Qing,  Chen  Ming,  Liu  Xiao-Ping.  Fuzzy  adaptive
fixed-time  quantized  feedback  control  for  a  class  of  nonlinear
systems. Acta Automatica Sinica, 2021, 47(12): 2823−2830
(王焕清, 陈明, 刘晓平. 一类非线性系统模糊自适应固定时间量化
反馈控制. 自动化学报, 2021, 47(12): 2823−2830)

1

 Liu L, Chen A Q, Liu Y J. Adaptive fuzzy output-feedback con-
trol for switched uncertain nonlinear systems with full-state con-
straints.  IEEE Transactions on Cybernetics,  2022, 52(8):  7340−
7351

2

 Wang Q F, Zhang Z Q, Xie X J. Globally adaptive neural net-
work  tracking  for  uncertain  output-feedback  systems.  IEEE
Transactions  on  Neural  Networks  and  Learning  Systems,  2023,
34(2): 814−823

3

 Qian C J, Lin W. Output feedback control of a class of nonlin-
ear  systems:  A nonseparation  principle  paradigm.  IEEE Trans-
actions on Automatic Control, 2002, 47(10): 1710−1715

4

 Yan X H,  Liu Y G,  Zheng W X. Global  adaptive  output-feed-
back stabilization for a class of uncertain nonlinear systems with
unknown growth rate  and unknown output function. Automat-
ica, 2019, 104: 173−181

5

 Li H F, Zhang X F, Liu S. An improved dynamic gain method
to  global  regulation  of  feedforward  nonlinear  systems.  IEEE
Transactions on Automatic Control, 2022, 67(6): 2981−2988

6

 Xie X J, Duan N, Zhao C R. A combined homogeneous domina-
tion and  sign  function  approach  to  output-feedback   stabiliza-
tion  of  stochastic  high-order  nonlinear  systems.  IEEE Transac-
tions on Automatic Control, 2014, 59(5): 1303−1309

7

 Zhang X H, Zhang K M, Xie X J. Finite-time output feedback
stabilization of nonlinear high-order feedforward systems. Inter-
national Journal of Robust and Nonlinear Control, 2016, 26(8):
1794−1814

8

 Liu Z G, Tian Y P, Sun Z Y. An adaptive homogeneous domin-
ation  method  to  time-varying  control  of  nonlinear  systems.  In-
ternational  Journal  of  Robust  and  Nonlinear  Control,  2022,
32(1): 527−540

9

 Zhai J Y, Liu C. Global dynamic output feedback stabilization
for a class of high-order nonlinear systems. International Journ-
al of Robust and Nonlinear Control, 2022, 32(3): 1828−1843

10

 Xie X J, Wu Y, Hou Z G. Further results on adaptive practical
tracking for  high-order  nonlinear  systems  with  full-state   con-
straints. IEEE Transactions on Cybernetics, 2022, 52(10): 9978−
9985

11

 Lin X Z, Xue J L, Zheng E L, Park J H. State-feedback stabiliz-
ation for  high-order  output-constrained  switched  nonlinear   sys-
tems.  IEEE  Transactions  on  Systems,  Man,  and  Cybernetics:
Systems, 2022, 52(12): 7401−7410

12

 Liu Yu-Fa,  Liu  Yong-Hua,  Su  Chun-Yi,  Lu  Ren-Quan.  Adapt-
ive control for a class of high-order uncertain nonlinear systems
with  unknown  powers.  Acta  Automatica  Sinica,  2022,  48(8):
2018−2027
(刘玉发, 刘勇华, 苏春翌, 鲁仁全. 一类具有未知幂次的高阶不确

13

 

1 000

500

0

100

0

8.0 8.5 9.0
−100

−500

−1 000
0 2 4

Time /s
6 8 10

u

闭环系统 u 的曲线 (q = 0.02)
闭环系统 u 的曲线 (q = 0.04)

 

u图 8    系统 (92)中控制输入  的曲线

uFig. 8    The curve of control input    in system (92)
 

 

10

5

0

−5

−10
0 2 4

Time /s
6 8 10

x
1

本文控制方法
文献 [20] 中的控制方法

 

x1图 9    系统 (92)中状态  在不同控制方法下的曲线

x1Fig. 9    The curve of state    in system (92) under
different control methods

 

 

40

20

0

−20

−40

−60

0 2 4
Time /s

6 8 10

x
2

本文控制方法
文献 [20] 中的控制方法

 

x2图 10    系统 (92)中状态  在不同控制方法下的曲线

x2Fig. 10    The curve of state    in system (92) under
different control methods

 

9 期 马倩等: 含有输入时滞的非线性系统的输出反馈采样控制 1783

https://doi.org/10.16383/j.aas.c190681
https://doi.org/10.1109/TCYB.2021.3050510
https://doi.org/10.1109/TNNLS.2021.3102274
https://doi.org/10.1109/TNNLS.2021.3102274
https://doi.org/10.1109/TAC.2002.803542
https://doi.org/10.1109/TAC.2002.803542
https://doi.org/10.1109/TAC.2002.803542
https://doi.org/10.1016/j.automatica.2019.02.040
https://doi.org/10.1016/j.automatica.2019.02.040
https://doi.org/10.1109/TAC.2021.3088787
https://doi.org/10.1109/TAC.2021.3088787
https://doi.org/10.1109/TAC.2013.2286912
https://doi.org/10.1109/TAC.2013.2286912
https://doi.org/10.1109/TAC.2013.2286912
https://doi.org/10.1002/rnc.3384
https://doi.org/10.1002/rnc.3384
https://doi.org/10.1002/rnc.5806
https://doi.org/10.1002/rnc.5806
https://doi.org/10.1002/rnc.5911
https://doi.org/10.1002/rnc.5911
https://doi.org/10.1002/rnc.5911
https://doi.org/10.1109/TCYB.2021.3069865
https://doi.org/10.1109/TSMC.2022.3154753
https://doi.org/10.1109/TSMC.2022.3154753
https://doi.org/10.16383/j.aas.c200893


定非线性系统的自适应控制 . 自动化学报 ,  2022, 48(8):  2018−
2027)

 Huang  Ya-Xin,  Zhang  Xing-Hui,  Jiang  Meng-Meng.  Adaptive
control for high-order nonlinear feedforward systems with input
and  state  delays.  Acta  Automatica  Sinica,  2017,  43(7):  1273−
1279
(黄亚欣, 张星慧, 蒋蒙蒙. 带有输入和状态时滞的高阶非线性前馈
系统的自适应控制. 自动化学报, 2017, 43(7): 1273−1279)

14

 Krstic  M.  Input  delay  compensation  for  forward  complete  and
strict-feedforward  nonlinear  systems.  IEEE  Transactions  on
Automatic Control, 2010, 55(2): 287−303

15

 Karafyllis  I.  Stabilization  by  means  of  approximate  predictors
for  systems  with  delayed  input.  SIAM Journal  on  Control  and
Optimization, 2011, 49(3): 1100−1123

16

 Mazenc F, Bliman P A. Backstepping design for time-delay non-
linear systems. IEEE Transactions on Automatic Control, 2006,
51(1): 149−154

17

 Zhou B,  Yang X F.  Global  stabilization  of  feedforward  nonlin-
ear time-delay systems by bounded controls. Automatica, 2018,
88: 21−30

18

 Zhang  M X,  Liu  L  L,  Zhao  C R.  Memoryless  output  feedback
control  for  a  class  of  stochastic  nonlinear  systems  with  large
delays  in  the  state  and  input.  Systems  and  Control  Letters,
2023, 171: Article No. 105431

19

 Zhao C R, Lin W. Global stabilization by memoryless feedback
for nonlinear systems with a limited input delay and large state
delays.  IEEE  Transactions  on  Automatic  Control,  2021,  66(8):
3702−3709

20

 Meng Q T, Ma Q, Shi Y. Fixed-time stabilization for nonlinear
systems with low-order  and high-order  nonlinearities  via  event-
triggered control. IEEE Transactions on Circuits and Systems I:
Regular Papers, 2022, 69(7): 3006−3015

21

 Du Hai-Bo,  Li  Shi-Hua,  Qian Chun-Jiang,  He Yi-Gang.  Global
stabilization  of  a  class  of  inherently  nonlinear  systems  under
sampled-data  control.  Acta  Automatica  Sinica,  2014,  40(2):
379−384
(都海波, 李世华, 钱春江, 何怡刚. 基于采样控制的一类本质非线
性系统的全局镇定. 自动化学报, 2014, 40(2): 379−384)

22

 Nešić D, Teel A R, Kokotović P V. Sufficient conditions for sta-
bilization  of  sampled-data  nonlinear  systems  via  discrete-time
approximations.  Systems  and  Control  Letters,  1999,  38(4−5):
259−270

23

 Qian  C  J,  Du  H  B.  Global  output  feedback  stabilization  of  a
class of nonlinear systems via linear sampled-data control. IEEE
Transactions on Automatic Control, 2012, 57(11): 2934−2939

24

 Zhai J Y, Du H B, Fei S M. Global sampled-data output feed-
back stabilisation for a class of nonlinear systems with unknown
output  function.  International  Journal  of  Control,  2016,  89(3):
469−480

25

 Li Z J, Zhao J. Output feedback stabilization for a general class
of  nonlinear  systems  via  sampled-data  control.  International
Journal  of  Robust  and  Nonlinear  Control,  2018,  28(7):  2853−

26

2867

 Bacciotti A, Rosier L. Liapunov Functions and Stability in Con-
trol Theory. New York: Springer, 2001.

27

 Hardy G H, Littlewood J E, Pólya G. Inequalities. Cambridge:
Cambridge University Press, 1952.

28

 Hermes H. Homogeneous coordinates and continuous asymptot-
ically  stabilizing  feedback  controls. Differential  Equations. New
York: Marcel Dekker, 1991. 249−260

29

马　倩　南京理工大学自动化学院教

授. 主要研究方向为时滞系统、多智

能体系统和非线性系统的分析与控

制. 本文通信作者.
E-mail: qianmashine@gmail.com
(MA Qian　Professor at the School
of Automation, Nanjing University

of Science and Technology. Her research interest cov-
ers analysis and control of time-delay systems, multi-
agent systems, and nonlinear systems. Corresponding
author of this paper.)

盛兆明　南京理工大学自动化学院博

士研究生. 主要研究方向为非线性系

统的分析与控制.
E-mail: kzzxtmcszm@163.com
(SHENG Zhao-Ming　Ph.D. can-
didate at the School of Automation,
Nanjing University of Science and

Technology. His research interest covers analysis and
control of nonlinear systems.)

徐胜元　南京理工大学自动化学院教

授. 主要研究方向为广义系统、时滞

系统和非线性系统的分析与控制.
E-mail: syxu@njust.edu.cn
(XU Sheng-Yuan　Professor at the
School of Automation, Nanjing Uni-
versity of Science and Technology.

His research interest covers analysis and control of sin-
gular systems, time-delay systems, and nonlinear sys-
tems.)

1784 自       动       化       学       报 50 卷

https://doi.org/10.16383/j.aas.2017.e140146
https://doi.org/10.1109/TAC.2009.2034923
https://doi.org/10.1109/TAC.2009.2034923
https://doi.org/10.1137/100781973
https://doi.org/10.1137/100781973
https://doi.org/10.1109/TAC.2005.861701
https://doi.org/10.1016/j.automatica.2017.10.021
https://doi.org/10.1016/j.sysconle.2022.105431
https://doi.org/10.1109/TAC.2020.3021053
https://doi.org/10.1109/TCSI.2022.3164552
https://doi.org/10.1109/TCSI.2022.3164552
https://doi.org/10.1016/S0167-6911(99)00073-0
https://doi.org/10.1109/TAC.2012.2193707
https://doi.org/10.1109/TAC.2012.2193707
https://doi.org/10.1080/00207179.2015.1081294
https://doi.org/10.1002/rnc.4053
https://doi.org/10.1002/rnc.4053

	1 预备知识及系统描述
	2 主要结果
	2.1 坐标变换
	2.2 标称系统控制器设计
	2.3 无记忆输出反馈采样控制器的设计
	2.4 稳定性分析

	3 仿真
	3.1 数值仿真
	3.2 实例仿真

	4 结束语
	参考文献

