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形式背景上近似推理生成决策蕴涵研究

张家录 
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    吴 霞 
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摘    要   决策蕴涵分析是形式概念分析研究的重要方面, 基于形式背景获取决策蕴涵、概念规则等知识是数据分析、机器

学习的重要研究内容之一. 首先, 利用属性逻辑语义对决策蕴涵的特性进行刻画. 其次, 在经典二值逻辑框架下分析决策蕴

涵、概念规则的基于全蕴涵三 I推理思想及分离规则 (Modus ponens, MP)和逆分离规则 (Modus tonens, MT)的近似推

理模式的特征, 证明决策蕴涵的MP、MT近似推理结论是决策蕴涵, 概念规则的MP、MT近似推理结论是概念规则等结

论. 引进属性逻辑公式的伪距离, 在属性逻辑伪距离空间中分析推理对象范围参数变化对决策蕴涵MP、MT近似推理结论

的影响. 最后, 提出若干通过MP、MT近似推理生成决策蕴涵、概念规则及拟决策蕴涵的模式和方法, 数值实验验证了所提

方法的有效性.
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Study on the Approximate Reasoning Models of Decision Implication in

Formal Decision Context
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Abstract   Decision implication analysis is an important aspect of formal concept analysis, and it is one of the con-
tents of data analysis and machine learning to obtain the knowledge of decision implication and conceptual rule
from formal decision context. Firstly, attribute logic semantics is used to analyze the characteristics of decision im-
plication. Secondly, in the classical binary logic framework, the characteristics of modus ponens (MP) and modus
tonens (MT) approximate reasoning models based on the all implication three-I inference idea is analyzed. It is
proved that the MP and MT approximate reasoning conclusions of decision implications are decisions implications,
the MP and MT approximate reasoning conclusions of concept rules are concept rules. The pseudo-metric of attrib-
ute logic formula is introduced, and the approximate reasoning of decision implication and its properties are ana-
lyzed in attribute logical pseudo-metric space in machine learning environment. Finally, some models and methods
of generating decision implication, concept rules and quasi-decision implication through MP and MT approximate
reasoning based on existing decision implication, concept rules and quasi-decision implication are proposed, numeric-
al experiments show that the proposed methods are effective.
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MP approximate reasoning, MT approximate reasoning
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基于信息系统的知识获取是机器学习、人工智

能研究的重要方面, 而规则提取又是知识获取的主

(G, M, I)

G M G M I

A→ B A B

A

B

要内容之一[1]. 形式背景  是一个由对象集

, 属性集  及  与  间的二元关系  组成的三

元组. 在基于形式背景进行规则提取时, 规则是通

过内涵属性集合之间的关系描述且通过对应的外延

对象集合之间的包含 (或近似包含)关系来反映, 其

形式是一个如  的表达式, 其中  和  是属

性集合, 其含义是形式背景中具有属性  的对象也

具有属性  [2−3].

A→ B A B

为了从逻辑角度刻画蕴涵规则, 通常在更广泛

意义下讨论蕴涵规则 ,   和  分别是条件属

性集和决策属性集, 此时的蕴涵规则被称为决策蕴
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A→ B

A B

涵规则, 简称决策蕴涵[3−4]. Zhai等[5−6] 在抽象的条件

属性和决策属性集上引进决策蕴涵, 从逻辑语义和

逻辑语构 2个方面对决策蕴涵进行了探讨[6], 他们

还在 Pavelka模糊逻辑意义下提出并讨论了模糊决

策蕴涵. 贾楠等[7] 分析了这种一般决策蕴涵的推理

规则, 并讨论了推理规则集的完备性和无冗余性.
为适应智能决策的需要, 王琪等[8] 研究了含参模糊

决策蕴涵. 张少霞等[9] 讨论了基于逻辑公式的逻辑

型决策蕴涵, 使得决策知识的表示更加丰富. 抽象

集合上的决策蕴涵讨论固然可以丰富决策蕴涵的理

论, 但实际数据分析中在讨论决策蕴涵时更加关注

信息系统上、特别是形式背景中的决策蕴涵 ,
此时  和  分别是决策形式背景的条件属性集和

决策属性集. 形式背景上的决策蕴涵还包括概念规

则和粒规则 2个特殊类型. Zhang等[10] 对决策形式

背景中的决策蕴涵、概念规则、粒规则的特征和彼

此间的关系进行了研究, 借助决策蕴涵逻辑分析了

概念规则和粒规则中的信息损失及其信息丢失背后

的原因. 为有效进行多粒度意义下的数据分析, 李
金海等[11−12] 讨论了多粒度意义下的决策蕴涵性质,
实现了跨粒度重组数据的决策蕴涵生成.

传统上, 人们习惯于应用二值逻辑及其推理以探

究事物之间的确定因果关系和获取确定性新知识[13].
但是, 正如亚马逊的推荐系统 [14] 和谷歌的流感预

测[15] 等现实案例所展示, 对于大数据环境下的数据

分析和应用, 人们更加关注事物之间的相关关系分

析, 寻找数据之间的近似因果关系一样受到人们的

关注和重视[16]. 也正是因为这个原因, 人们不断尝

试创新各种方法以探索事物之间的近似因果关系,
并依托这种近似因果关系从现有知识获取新知识[17].
推理是寻找事物之间因果关系, 从已有知识获取新

知识的重要方法, 是数理逻辑的主要研究内容. 人
们一般认为模糊逻辑及其推理应用是探究事物之

间近似因果关系及获取不确定性知识的手段和方

法[18−19]. 然而, 正如文献 [18]所指出, 借助于全蕴涵

三 I推理思想[19], 经典二值逻辑系统中存在着与模

糊推理相同的求解机制, 从而基于经典二值逻辑也

可以进行近似推理的探讨.
决策蕴涵、概念规则都是信息系统上知识的表

现形式, 决策蕴涵、概念规则推理是知识推理的一

个重要方面. 因此, 将经典二值逻辑框架下的近似

推理模式应用于决策蕴涵、概念规则, 讨论决策蕴

涵、概念规则的推理模式及性质, 依据形式背景上

的现有决策蕴涵、概念规则, 通过近似推理方法寻

找新的决策蕴涵、概念规则是有意义的. 从知识发

现的角度看, 基于现有数据集上的决策蕴涵、概念

规则等知识, 采用近似推理的方法获取更大数据集

上的决策蕴涵、概念规则等新的知识是非常有价值的.
本文应用经典二值逻辑中的分离规则 (Modus

ponens, MP)、逆分离规则 (Modus tonens, MT)近
似推理来探讨形式背景上的决策蕴涵和概念规则的

近似推理的特征, 并提出实现方法. 首先, 讨论决策

蕴涵的属性逻辑语义的性质. 其次, 在经典二值逻

辑框架下分析基于全蕴涵三 I推理思想的决策蕴涵

和概念规则的MP、MT近似推理模式的特征, 证明

决策蕴涵的MP、MT近似推理结论是决策蕴涵, 概
念规则的MP、MT近似推理的结论是概念规则. 引
进属性逻辑公式间的伪距离, 并在逻辑伪距离空间

中分析对象参数变化对决策蕴涵的 MP、MT近似

推理结论的影响. 最后, 提出 2个利用MP、MT近

似推理来生成拟决策蕴涵的算法, 对 2个算法的复

杂性进行分析, 并通过数值实验对本文提出方法的

有效性进行验证. 

1    形式概念和属性逻辑概述

本节概述下文要用到的形式概念分析和属性逻

辑的知识.
K =

(G, M, I) G M I

G M gIm g m

定义 1 [ 3 ] .  一个形式背景是一个三元组  

 , 其中  为对象集合,   为属性集合,  
是  到  的二元关系,   表示对象  具有属性 .

通常称不包含空行、空列、满行和满列的形式

背景为正则形式背景[20]. 本文只讨论正则形式背景.
K = (G, M, I) A ⊆

G αI(A) = {m ∈M |∀g ∈ A, gIm} A

B ⊆M βI(B) = {g ∈
G|∀m ∈ B, gIm} B

αI βI K

定义 2[3]. 在形式背景  中, 对 

 , 记   (  中对象共

同具有属性的集合); 对  ,  记  

  (具有  中所有属性的对象集合);
,   分别称为  的属性映射和对象映射.

K = (G, M, I) A ⊆
G B ⊆M αI(A) = B βI(B) = A C =

(A, B) A C B

C K C(K)

定义 3[3]. 在形式背景  中, 对 

 ,  , 如果 ,  , 则称 

 是一个概念, 并称  是概念  的外延,   是

概念  的内涵. 形式背景  的全体概念记为 .
A, A1, A2 ⊆ G B, B1, B2 ⊆M命题 1[3]. 对 ,  .

αI(A1)⊆αI(A2) ⇒ αI(A2)⊆αI(A1) αI(B1)

⊆ αI(B2) ⇒ βI(B2) ⊆ βI(B1)

1)  ,  
 ;

A ⊆ βI(αI(A)) B ⊆ αI(βIB)2)  ,  ;
A ⊆ βI(B) B ⊆ αI(A)3)   当且仅当 ;
αI(A1 ∪A2) = αI(A1) ∩ αI(A2) βI(A1 ∪A2)

= βI(A1) ∩ αI(A2)

4)  ,  
 ;

αI(A1 ∩A2) ⊇ αI(A1) ∪ αI(A2) βI(A1 ∩A2)

⊇ βI(A1) ∪ αI(A2)

5)  ,  
 ;

(βI(αI(A))、αI(A))、(βI(B) αI(βI(B)))6)    和  
都是概念.
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K = (G, M, I) ¬、
∧和 → a ∈M

(¬, ∧, →)

Γ(K) Γ(K) K

定义 4[21]. 设  是一个形式背景,  
 是逻辑联结词. 称   为一个原子属性

公式, 全部原子属性公式生成的   自由代

数记为 , 称  中的元素为基于形式背景 

的属性逻辑公式 (简称属性公式).
Γ(K)  中的元素可以通过以下方式[21] 得到:
M ⊆ Γ(K)1) ;

φ ∈ Γ(K) ¬ ∈ Γ(K)2)若 , 则 ;
φ, ψ ∈ Γ(K) φ ∧ ψ, φ→ ψ ∈ Γ(K)3)若 , 则 ;

γ ∈ Γ(K) γ4)   当且仅当   可经过以上 3 步有限

次所产生.

B ⊆M B

φ = ∧b∈B

B B

φ ∨ ψ = ¬(¬φ ∧ ¬ψ)

本文讨论的决策蕴涵的前件和后件都是属性

合取公式, 对于 , 由  中的属性合取公式为

. 在不会引起混淆时, 时常不区分属性集

 及  中属性组成的合取公式. 同时, 为了表述简

便, 也经常使用逻辑联结词   .
对逻辑公式进行赋值是研究二值逻辑、模糊逻

辑等逻辑系统语义的基本手段[18], 但现有文献对决

策逻辑[1] 及决策蕴涵的逻辑研究较少有从赋值出发

来进行[6]. 作者在基于软集的决策分析[22] 和基于形

式背景的属性逻辑[21, 23] 的研究中, 已经尝试从属性

公式赋值的角度来对相关内容进行讨论.
K = (G, M, I) uu ∈ G u

v
(0)
u :M → {0, 1} v

(0)
u (a) =

I(u, a) Γ(K) M

(¬、∧、→) v
(0)
u Γ(K)

vu vu M v
(0)
u

vu

ΩK = {vu : u ∈ G} G ΩK

π : G→ ΩK π(u) = vu a ∈M a

G a a :G→ {0, 1}
a(u) = I(a, u) t

ai1 , · · · , ait φ = φ(ai1 , · · · , ait)
G φ(u) = φ(ai1(u), · · · , ait(u)) φ

ai1 , · · · , ait φ ai1 , · · · , ait
φ = ¬a1 ∨ a2 → a3 φ(u) =

(1− a1(u)) ∨ a2(u) → a3(u)

设  是形式背景. 对每个 ,  
自然地决定了一个映射  ,  

 . 由于  是由原子属性公式集  生成的

 型自由代数, 故  可唯一延拓成 

上的一个映射 ,   在  上的限制正是 , 称映

射  为属性公式集的一个 K-赋值, 全体 K-赋值之

集记为  . 显然,    到   之间有

一一对应 ,  . 对每个 ,  
决定了一个定义在   上的函数  ,    ,

. 同样, 一个由    个原子属性公式

 组成的属性公式     也

决定了    上的函数    ,  
作用于  的方式如同  作用于 

的方式一样. 例如,   , 则  

 .

vMu :M → {0, 1} Γ(K)

v : Γ(K) → {0, 1} Γ(K) φ ∈ Γ(K)

v(φ) φ Γ(K)

Ω ΩK Ω

另一方面, 按照经典二值逻辑系统的赋值方法,
由映射  所决定的公式集  上的

映射  为  的赋值, 对 ,
 称为逻辑公式  的值.   的全部赋值之集

记为 . 一般地,   为  的子集.
K = (G, M, I)

G = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7}
M = {a1, a2, a3, a4, a5, a6}

例 1. 一个形式背景  见表 1, 其
中对象集  ,  属性集

.
ΩK根据 K-赋值的产生方法,   有 7个赋值. 而

Ω 25 = 32

ΩK Ω v0 : v0(a1) = 0

v0(a2) = 0 v0(a3) = 0 v0(a4) = 0 v0(a5) = 0 v1 :

v1(a1) = 1 v1(a2) = 1 v1(a3) = 1 v0(a4) = 0

v0(a5) = 0 v0、v1 Ω ΩK

按照二值逻辑赋值方法,   有  个赋值. 一般

地,   为   的真子集, 比如赋值  ,
,  ,  ,  ;  

 ,    ,    ,    ,
;   在   中, 而不在   中.

ΩK Ω由于全体 K-赋值集  为全体赋值集  的真

子集, 因此, 本文的 K-赋值也可作为文献 [24]所讨

论的数理逻辑部分赋值理论的具体实例.
I(u, a) = 1 u

a a(u) = 1 φ(u) = 1

u φ

u φ φ ∈ Γ(K) φ

{u ∈ G|φ(u) = 1} φ

φ ||φ||K
K

在形式背景中,   表明一个对象  具

有属性 , 此时有 . 一般地, 如果 ,
则表明对象  具有属性公式  中的全部属性, 此时

也称对象   满足公式  . 对于  , 称满足  

的对象之集  为  的 K-语义, 本文

记  的 K-语义为 , 在不会引起混乱时, 也可

将下标  省略. 属性公式的 K-语义有以下命题 2.
K = (G, M, I)

φ, ψ ∈ Γ(K)

命题 2 [21]. 设   是一个形式背景,
则对任何 , 下式成立:

||¬φ|| = G− ||φ||1)  ;
||φ ∨ ψ|| = ||φ|| ∪ ||ψ||2)  ;
||φ ∧ ψ|| = ||φ|| ∩ ||ψ||3)  ;
||φ→ ψ|| = (G− ||φ||) ∪ ||ψ||4)  .

Σ = {vu1 , · · · , vul
} ⊂ ΩK {r1, · · · ,

rl} φ ∈ Γ(K)

vui(φ) = ri, i = 1, · · · , l

命题 3[21]. 设 ,  
 是一个 0 ~ 1序列, 则存在属性公式  满

足 .
在经典二值逻辑的确定性推理中, 有 2个基本

的推理规则: MP和MT, 这 2个规则同样适应属性

逻辑的推理. 但在人工智能的研究中同样也关注近

似推理, 即对知识的近似获取同样感兴趣. 因此, 人
们也经常需要如下适应于近似推理的广义MP[17−18]:

已知 φ→ ψ

且给定 φ∗

求 ψ∗
(1)

φ, ψ, φ∗, ψ∗ ∈ Γ(K)式中,  .
在确定推理中, 上述广义MP式 (1)是无解的.

在实际应用中, 虽然不能找到其精确解, 但可以寻

求上述广义MP式 (1)的近似解. 根据全蕴涵三 I推理

 
K = (G, M, I)表 1    形式背景 

K = (G, M, I)Table 1    A formal context  

G a1 a2 a3 a4 a5 

u1 1 1 0 0 1

u2 0 0 1 1 0

u3 1 0 1 0 0

u4 0 1 0 1 0

u5 0 1 0 1 1

u6 1 0 1 0 1
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ψ∗ φ∗

φ→ ψ ψ∗

(φ→
ψ) → (φ∗ → ψ∗)

思想, 所求的近似解  既要得到小前提  的最大

支持, 也还要得到大前提  的最大支持, 即 

应该使得对于所讨论范围内的对象, 蕴涵公式 

 能取得最大值 1. 因此, 给出如下广

义MP解的定义.
φ, ψ, φ∗ ∈ Γ(K) Σ、∆ G

(Σ, ∆) ψ∗

定义 5[17]. 设 ,   为  的 2

个子集. 基于形式背景的近似推理的广义 MP 式

(1)的  解是满足以下条件的属性公式 :

∀x ∈ ∆, ∀y ∈ Σ1)  ,
(φ(y) → ψ(x)) → (φ∗(y) → ψ∗(x)) = 1. 

γ ∈ Γ(K) ∀x ∈ ∆, ∀y ∈ Σ2)如果有  满足 ,

(φ(y) → ψ(x)) → (φ∗(y) → γ(x))=1 ∀x∈ ∆

ψ∗(x) ≤ γ(x)

 , 则 ,

.

φ, ψ, φ∗ ∈ Γ(K) Σ ∆ G

ψ∗
定理 1[17]. 设 ,   和  是  的 2

个子集. 基于形式背景的广义MP式 (1)的解  满足:

ψ∗(x) = [φ∗(y) ∧ (φ(y) → ψ(x))], x ∈ ∆ (2)

∧式中,   表示函数取小运算.
φ(y) → ψ(x) = (1− φ(y)) ∧ ψ(x)注 1. 由于 , 因

此式 (2)可改写为:

ψ∗(x) = ∨
y∈Σ

∨[ψ(x) ∧ ∨
y∈Σ

φ∗(y)]

∨式中,   表示函数取大运算.
从而有以下 4种特殊情形:

y0 ∈ Σ φ∗(y0) ∧ (1− φ(y0)) =

1 ∀x ∈ ∆ ψ∗(x) = 1

1) 如果有  , 使得  

 , 则 ,  .

y ∈ Σ φ∗(y) = 0 ∀x ∈ ∆

ψ∗(x) = 0

2)如果对任何 , 有 , 则 ,

.

y0 ∈ Σ φ∗(y) = 1 ||φ∗|| ⊆
||φ|| ∀x ∈ ∆ ψ∗(x) = ψ(x)

3) 如果有  ,  使得  ,  且  

 , 则 ,  .

φ = φ∗ ψ = φ∗4)如果 , 则由式 (2)有 , 从而广

义MP的确是经典MP的推广.
对于如下多规则MP近似推理问题[17]:

已知 φ1 → ψ1

· · ·
φn → ψn

且给定 φ∗

求 ψ∗

(3)

如果采用先推理后聚合的推理过程, 聚合算子取合

取算子, 则其推理结论的属性公式函数为[17]:

ψ∗(x) =
n
∧
i=1

∨
y∈Σ

[φ∗(y)∧(φi(y) → ψi(x))], x ∈ ∆ (4)

类似于二值逻辑推理的 MT, 考虑如下基于形

式背景的近似推理的广义MT[17]:


已知 φ→ ψ

且给定 ψ∗

求 φ∗
(5)

φ, ψ, φ∗, ψ∗ ∈ Γ(K)式中,  .

φ, ψ, ψ∗ ∈ Γ(K) Σ、∆ G

(Σ, ∆) φ∗

定义 6[17]. 设 ,   是  的 2

个子集. 基于形式背景的近似推理的广义 MT 式

(3)的  解是满足以下条件的属性公式 :
∀x ∈ ∆, ∀y ∈ Σ1) ,

(φ(y) → ψ(x)) → (φ∗(y) → ψ∗(x)) = 1. 

χ ∈ Γ(K) ∀x ∈ ∆, ∀y ∈ Σ2)如果有  满足 ,

(φ(y) → ψ(x)) → (φ∗(y) → γ(x))=1 ∀y∈ Σ

ψ∗(y) ≥ χ(y)

  则  ,

.

φ, ψ, ψ∗ ∈ Γ(K) Σ、∆ G

φ∗
定理 2[17]. 设 ,   是  的 2个

子集. 基于形式背景的广义MT式 (3)的解  满足:

φ∗(y) = ∧
x∈∆

[(φ(y) → ψ(x)) → ψ∗(x)], y ∈ Σ (6)

φ(y) → ψ(x) = (1− φ(y)) ∧ ψ(x)注 2. 由于 , 因

此式 (6)可改写为:

φ∗(y) = ∧
x∈∆

[ψ∗(x) ∨ (1− ψ(x))] ∧ [φ(x) ∨ ∧
x∈∆

ψ∗(x)]

从而有以下 3种特殊的情形:
x0 ∈ ∆ ψ∗(x) ∨ (1− ψ(x)) = 0

∀y ∈ Σ φ∗(x) = 0

1)如果有 , 使得 ,

则 ,  .
x ∈ ∆ ψ∗(y) = 1 ∀y ∈ Σ

φ∗(x) = 1

2)如果对任何 , 有 , 则 ,

.
x0 ∈ ∆ ψ∗(y) = 0 ||ψ|| ⊆

||ψ∗|| ∀y ∈ Σ φ∗(y) = φ(y)

3) 如果有  ,  使得  ,  且  

 , 则 ,  .
对于如下多规则MT近似推理问题[17]:

已知 φ1 → ψ1

· · ·
φn → ψn

且给定 ψ∗

求 ψ∗

(7)

如果采用先推理后聚合的推理过程, 聚合算子取合

取算子, 则其推理结论的属性公式函数为[17]:

ψ∗(y) =
n
∧
i=1

∧
x∈∆

[(φi(y) → ψi(x)) → ψ∗(x)], y ∈ Σ

(8)
 

2    决策蕴涵的属性逻辑语义分析

为了方便展开决策蕴涵的逻辑推理, 本节利用

属性逻辑的 K-赋值, 对决策蕴涵进行属性逻辑的语

义分析.
K1 = (G, C, I) K2 =定义 7 [ 5 ]. 称形式背景   和  
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(G, D, J) K = (G, C, D, I, J)

C D

A ⊆ C, B ⊆ D || ∧a∈A a|| ⊆ || ∧b∈B b||
∧a∈Aa→ ∧b∈Bb ∧a∈Aa

∧b∈Bb

A, B

∧a∈Aa→ ∧b∈Bb

K KD

KC

 的并置  为决策形式背

景, 并分别称  和  为条件属性集和决策属性集.
若 , 且有 , 称属

性公式  为决策蕴涵, 称  为决

策蕴涵前件 (或前提),   为决策蕴涵后件 (或
结论). 如果  还分别是条件概念和决策概念的

内涵属性集, 称决策蕴涵  为概念规

则. 记决策形式背景  的全体决策蕴涵之集为 ,
全体概念规则之集为 .

|| ∧a∈A a||
||A|| ∧a∈Aa→ ∧b∈Bb A→ B

为了不引起混淆 ,  也经常简记   为

,   为 .

A→ B →

A→ B

|| ∧a∈A a|| ⊆ || ∧b∈B b||

从形式上看, 文献 [5−6]讨论的抽象集合上的决

策蕴涵  是一个由逻辑联结词  将 2个属性

合取公式联结起来的属性公式. 但是, 由于数据分析

讨论决策蕴涵时常常是在信息系统或决策形式背景

上进行的, 而且还要将概念规则和粒规则纳入决策

蕴涵的范畴来统一讨论, 因此基于决策形式背景上

的决策蕴涵  比一般抽象属性集上的决策蕴

涵多了一个限制条件  [4, 10−11].
(G, C, D, I, J)定义 8[5]. 设  是决策形式背景.

T ⊆ C ∪D A→ B

A ⊊ T ∩ C B ⊆ T ∩D T A→ B

T A→ B T |= A→ B L ⊆ KD

T L T L

T |= L

1)对于属性集  和决策蕴涵 ,
若  或 , 称  满足   (或称

 是  的模型), 记为 . 设 ,
若  满足  中的任意一个决策蕴涵, 称  是  的一

个模型, 记为 .
T ⊆ C ∪D T |= L T |= A→

B A→ B L L |= A→ B

2)若对任意 ,   蕴涵 

 , 称  为  的语义结论, 记为 .
从逻辑观点看, 一个决策蕴涵是通过蕴涵联结

词将条件属性合取公式和决策属性合取公式连接起

来的属性逻辑公式, 定义 8和语义结论等术语是命

题逻辑中的相应术语在决策蕴涵中的本质特征刻

画. 因此, 在引进属性逻辑语言后, 可以借用命题逻

辑中的赋值方法对决策蕴涵、概念规则等进行讨论.
利用前面引入的 K-赋值, 以下给出决策蕴涵

的 K-语义结论定义.
K = (G, C, D, I, J)

A→ B ∈ KD L ⊆ KD v v(L) =

∧A1→B1∈Lv(A1 → B1) v ∈ ΩK

v(L) = 1 v(A→ B) = 1 A→ B L

L |=K A→ B

定义 9. 设   是决策形式背

景,  ,  ,   是 K-赋值. 记 

 , 如果对任何 K-赋值 ,
都有   蕴涵  ,  称   为   

的 K-语义结论, 记为 .

L

从逻辑语义角度看, 决策蕴涵集的语义结论是

从全部模型  的角度来讨论, 而 K-语义结论只从形

式背景对象集所决定的 K-赋值来考虑. 之间的关系

正是计量逻辑学中基于全部赋值和部分赋值推理的

关系在决策蕴涵的具体体现[13, 24].
K = (G, C, D, I, J)命题 4. 设   是决策形式背

A→ B ∈ KD景,  .
T ⊆ C ∪D A→ B

vT ∈ Ω vT (A→ B) = 1 vT T

1)   是   的模型当且仅当对赋

值 , 有 ,   是由  决定的赋值.
v ∈ ΩK v(A→ B) = 1 T0 =

{m|m ∈ C ∪D, v(m) = 1} A→ B

2) 如果  ,  使得  ,  则  

 是  的模型.
T ⊆ C ∪D A→ B vT

T T

C ∪D − T A ⊊
T ∩ C a ∈ A vT (a) = 0 vT (A→ B) =

vT (A) → vT (B) = 1 B ⊆ T ∩D b ∈
B vT (b) = 1 vT (A→ B) = vT (A) →
vT (B) = 1 vT (A→ B) = 1

证明. 1)设  是  的模型,   是

由  所决定的赋值, 即  中的原子属性公式赋值为

1,   中的原子属性公式赋值为 0. 则当 

 时, 有  使 , 于是 

 . 而当  时, 对任何 

 有  , 此时同样有  

 . 因此总有 .
T A→ B T =

{m|m ∈ C ∪D, v(m) = 1} T A→ B

A ⊊ T ∩ C B ⊆ T ∩D A ⊆
T ∩ C B ⊊ T ∩D vT (A) = 1 vT (B) = 0

vT (A→ B) = 0

反之 ,  假设   不是   的模型 .  若令  

 , 则可断定    是  

的模型, 即  或 . 否则, 如果 

 且  ,  则有   且  ,
从而 . 与已知矛盾.

T0 A→ B A ⊆ T0 ∩ C
B ⊊ T ∩D ∀a ∈ A, a ∈ T0 ∩ C ∃b ∈ B,

b /∈ T0 ∩D v(A)=1, v(B)=0 v(A→ B) =

0 v(A→ B) = 1 T0 A→ B

2) 如果   不是   的模型, 则  

且  . 从而  , 且  

 , 于是 . 因此 

 , 与已知  矛盾. 所以  是  的

模型. □

T L ⊆ KD

A1 → B1 ∈ KD vT (A1 → B1) = 1

L |= A→ B A1 → B1

v ∈ Ω v(A1 → B1) = 1 v(A→ B) =

1 ΩK T ⊆ C ∪D
Ω L |= A→ B L |=K

A→ B v ∈ ΩK

A1 → B1 ∈ L v(A1 → B1) = 1 v(A ∈
B) = 1 L |= A→ B

A→ B L

K v0 ∈ ΩK ∀A1 → B1 ∈ L v0(A1 →
B1) = 1 v0(A→ B) = 0 A→
B L

由命题 4的 1)可知,   是  的模型当且

仅当对任何的 , 有 .
   当且仅当如果对任何的   和

, 有 , 则一定也有 

 . 由于 K-赋值  只是全部模型  所决定

赋值集  的真子集, 因此如果 , 则 

 . 反之, 即使对任何 K-赋值 , 当对任

何  ,     时 ,  都有  

 , 也不一定能断定 . 因此, 命题 4
的 2)只能用来判定  不是  的语义结论. 即如

果有  -赋值 , 使得 ,  
 , 但  , 这时就可以断言  

 不是  的语义结论. 本文例 2也说明了这一点.
K = (G, C, D, I, J)

G = {u1, u2, u3, u4} C =

{a1, a2, a3, a4} D = {d1, d2, d3}

例 2. 一个决策形式背景  

见表 2, 对象集 , 条件属性集 

 , 决策属性集 .
L = {a1 ∧ a2 ∧ a3 → d1 ∧ d3}
v ∈ ΩK v(a1 ∧ a2 ∧ a3 → d1 ∧ d3) = 1

v(a1 ∧ a2 → d1 ∧ d3) = 1 L |=K a1 ∧ a2 → d1 ∧ d3
T = {a1, a2, a4, d1, d2} vT (a1 ∧ a2 ∧

a3 → d1 ∧ d3) = 1 T a1 ∧ a2 → d1 ∧
d3 a1 ∧ a2 → d1 ∧ d3 L

 , 显然对任何 K-
赋值 , 当  时, 有

, 即 .
若取  ,  显然有  

 的模型, 但  却不是 

 的模型, 于是  不是  的语义结论.
K = (G, C, D, I, J)

A ⊆ C, B ⊆ D

命题 5. 设  是决策形式背景.
对 , 有:
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A→ αJ(βI(A))1)   是决策蕴涵;
A→ B B ⊆ αJ(βI(A))2)   是决策蕴涵当且仅当 .

αJ(βI(A)) ⊆ D ||A|| =
βI(A) ⊆ βI(αJ(βI(A))) = ||αJ(βI(A))||. A→
αJ(βI(A))

证明 .   1 ) 显然有  ,  且  

  所以   

 是决策蕴涵.
A→ B ||A|| = βI(A) ⊆

||B|| = βJ(B) B ⊆ αJ(βJ(B)) ⊆ αJ(βI(A))

2) 若   是决策蕴涵 , 则   

 . 因此 .
B ⊆ αJ(βI(A)) ||A|| = βI(A) ⊆

βJ(αJ(βI(A))) ⊆ βJ(B) = ||B||. A→ B

反之, 如果  , 则  

  所以    是决

策蕴涵. □

K = (G, C, D, I, J)

A→ B ∈ KD L ⊆ KD A→ B L

d ∈ B A→ d L

命题 6. 设   是决策形式背

景,  ,  . 则  不是  的K-语
义结论当且仅当存在  使得  不是  的 K-
语义结论.

A→ B L

v0 ∈ ΩK ∀A1 → B1 ∈ L v0(A1 →
B1) = 1 v0(A→ B) = 0 v0(A) > v0(B)

d ∈ B v0(A) = 1 v0(d) = 0 A→
d L

证明. 如果  不是  的 K-语义结论, 则存

在 K-赋值  , 虽然  ,   
 , 但 , 即 . 于是

存在 , 使得 , 而 . 所以 

 不是  的 K-语义结论.
d ∈ B A→ d L

v0 ∈ ΩK ∀A1 → B1 ∈ L

v0(A1 → B1) = 1 v0(A→ d) = 0 v0(A) =

1 v0(d) = 0 v0(A) = 1 > 0 = v0(d) ≥ v0(B)

v0(A→ d) = 0 A→ B L

反之, 若存在  使得  不是  的 K-语
义结论, 则有 K-赋值 , 使得 ,

, 但   意味着  

 ,  . 于是 , 即
. 所以  不是  的K-语义结论.□ 

3    决策蕴涵和概念规则的近似推理模式

(Σ, ∆)

(Σ, ∆)

G

第 1 节给出的形式背景上的广义 MP、广义

MT 的前提和结论所涉及的公式是一般的属性公

式, 且通常是在给定的对象范围内  探讨推理

规则的解. 由于本文是在决策形式背景上来讨论决

策蕴涵推理, 而决策蕴涵中的前件和后件分别是条

件原子属性公式和决策原子属性合取公式, 且通常

是通过全部的对象集合之间的包含关系来反映. 因
此, 本节在分析决策蕴涵的 MP近似推理、MT近

似推理的特征时, 推理的对象范围参数  是全

部对象集 . 

3.1    决策蕴涵和概念规则的 MP 近似推理模式

本节讨论决策形式背景上基于广义 MP的决

策蕴涵的近似推理 (以下简称决策蕴涵的MP近似

推理)的特征.
L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}

K = (G, C, D, I, J) φ∗

f L = {φi → ψi|i = 1, · · · ,
n} φ∗

定理 3. 设   是决策

形式背景  的决策蕴涵集,   是

条件属性合取公式,   是由 

 和  的MP近似推理得到的解函数:

f(x) =
n
∧
i=1

∨
y∈G

[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x))], x ∈ G

W = {x ∈ G|f(x) = 1} αJ(W ) = {d ∈
D|∀x∈W, xJd} αJ(W ) ψ∗=∧d∈αJ (W )d

φ∗ → ψ∗

如果记  ,    

 . 当  非空时, 令 ,
则  是决策蕴涵.

||φ∗|| φ∗ → ψ∗

||φ∗|| x0 ∈ ||φ∗||
φ∗(x0) = 1

证明. 如果  是空集,   当然是决策

蕴涵. 因此, 不妨设  非空, 并设 , 有
. 设:

fi(x) = ∨
y∈G

[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x))], i = 1, · · · , n

φ∗(x0) = 1

||φ∗|| ⊆ ||φi|| fi(x) = ψi(x) fi(x)

L

{φ1, · · · , φn} ik φi1 , · · · , φik

||φ∗|| ⊆ ||φi1 ||, · · · ||φ∗|| ⊆ ||φik ||

根据注 1 ,  在   的条件下 ,  只有当

 时, 才有  ; 否则,    恒

等于 1. 不妨设在决策蕴涵集  的前件属性公式集

 中有   个属性公式   满足

条件 ,  . 从而:

f(x) =
n
∧
i=1

fi(x) = ψi1(x) ∧ · · · ∧ ψik
(x), x ∈ G

W = {x ∈ G|f(x) = 1} αJ(W ) = {d ∈
D|∀x∈W, xJd} αJ(W ) ψ∗=∧d∈αJ (W )d

x ∈ G

如果记  ,    

 , 当  非空时, 令 ,
则对 :

ψ∗(x) = ∧
d∈αJ (W )

d(x) ≥ f(x) = ψi1(x) ∧ · · · ∧ ψik
(x)

φ∗(x0) = 1 φi1(x0) = 1, · · ·
φik

(x0) = 1 φi1 → ψi1 , · · · φik → ψik

||φi1 || ⊆ ||ψi1 ||, · · · ||φik || ⊆ ||ψik ||
ψi1(x0) = 1, · · · ψik

(x0) = 1

上式说明 ,  当   时 ,  有    ,
. 又由于  ,    是决

策蕴涵 ,  故有  ,    .
从而 ,  . 因此:

ψ∗(x0) ≥ f(x0) = ψi1(x0) ∧ · · · ∧ ψik
(x0) = 1

||φ∗|| ⊆ ||ψ∗|| φ∗ → ψ∗即 . 所以  是决策蕴涵. □

下面探讨基于现有决策蕴涵经过 MP近似推

理生成新的决策蕴涵的模式 1.
　  模式 1. 决策蕴涵的 MP 近似推理生成模式

L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}

φ∗

前提. 决策蕴涵集  , 条件属

性合取公式 .

φ∗ → ψ∗结论. 决策蕴涵 .

φ∗, φi, ψi, i = 1, · · · , n.1)计算属性公式函数 

2)计算MP近似推理解函数:

f(x) =
n
∧

i=1
∨

y∈G
[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x))], x ∈ G

 
K = (G, C, D, I, J)表 2    决策形式背景 

K = (G, C, D, I, J)Table 2    A formal decision context  

G a1 a2 a3 a4 d1 d2 d3 

u1 1 1 1 1 1 0 1

u2 0 0 1 0 0 1 0

u3 1 0 0 0 0 1 1

u4 0 1 1 0 1 0 0

6 自       动       化       学       报 50 卷



W = {x ∈ G|f(x) = 1} αJ (W ) = {d ∈ D|∀x ∈

W, xJd}.

3 ) 计算  ,    

  

φ∗ → ∧d∈αJ (W )d4)生成决策蕴涵 .

B ⊆ αJ (W ) φ∗ → ∧d∈Bd5)对任何 , 生成决策蕴涵   .

K = (G, C, D, I, J)

G = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7}
C = {a1, a2, a3, a4, a5, a6}

D = {d1, d2, d3}

例 3. 一个决策形式背景  

见表 3, 对象集    , 条
件属性集  , 决策属性集

.
  

K = (G, C, D, I, J)表 3    决策形式背景 
K = (G, C, D, I, J)Table 3    A formal decision context  

G a1 a2 a3 a4 a5 a6 d1 d2 d3 

u1 1 1 0 0 1 1 1 0 1

u2 0 0 1 1 1 1 1 1 0

u3 1 0 1 0 0 1 0 0 1

u4 0 1 0 1 0 1 1 0 0

u5 0 1 0 1 1 1 1 1 0

u6 1 0 1 0 1 1 0 1 1

u7 0 1 1 1 0 0 1 1 1
 

a1 ∧ a2 → d1 ∧ d3 a1 ∧ a6 →
d3 a1 ∧ a2 ∧ a6

a1 ∧ a2 ∧ a6 → d1 ∧ d3 a1 ∧ a2 ∧ a6 → d1 a1 ∧ a2 ∧
a6 → d3

给定 2个决策蕴涵 ,  
 和条件属性公式 , 根据决策蕴涵生成

模式 1, MP 近似推理得到如下非平凡决策蕴涵

,  ,  
 .

||φ|| φ→ ψ

按照决策蕴涵的定义, 对于由原子属性公式构

成的蕴涵公式, 当  是空集时,   一定是决

策蕴涵, 但这类决策蕴涵在实际知识获取中作用不

是很大, 且极大地增大了决策蕴涵的个数. 因此, 决
策蕴涵的 MP近似推理生成模式 1没有考虑生成

这类平凡的决策蕴涵. 定理 3和决策蕴涵生成模式

1给出的决策蕴涵的MP近似推理是基于广义MP
的, 是从逻辑角度来考虑的. 注意到, 广义MP的前

提是条件属性公式, 前提是决策蕴涵, 而决策蕴涵

的前件和后件分别是由条件属性和决策属性的合取

构成的属性公式. 从知识发现的角度看, 属性合取

公式本质上描述了知识的内涵, 因此决策蕴涵的

MP近似推理的实质是一种从条件形式背景上的知

识来获取决策形式背景上的知识的知识推理方法.
如果将条件属性理解为原因, 决策属性理解为结果,
则决策蕴涵的MP近似推理遵循的是一种“由因及

果”的知识推理模式.
φ∗ → ψ∗ ψ∗

γ φ∗ → γ

φ∗ → ∧d∈αJ (||φ∗||))d

f(x)

φ∗(x) αJ(W ) αJ(||φ∗||)

当  是决策蕴涵时, 对任何由  中部分

原子属性公式组成的合取公式 ,   都是决策

蕴涵. 显然   是决策蕴涵且含有

最多的决策属性. 由定理 3的证明过程可知,  

和  不一定总相等, 从而  和  不

φ∗

φ∗ → ∧d∈αJ (W )d

φ∗ →
∧d∈αJ (||φ∗||)d

φ∗ → ∧d∈αJ (W )d φ∗ →
γ φ∗ → ∧d∈αJ (W )d

φ∗ {φi → ψi|i = 1, · · · , n}

一定相同. 因此, 对给定的 , 通过 MP近似推理

得到的决策蕴涵  不一定就是多规则

MP近似推理问题式 (3)含有最多决策蕴涵 

 . 这是因为由 MP近似推理得到的决

策蕴涵     还受到了大前提    

 的约束. 定理 3的证明过程表明了 

是得到给定前提   和   最大

支持的含有最多决策属性的决策蕴涵.
{φ1 → ψ1, · · · ,

φn → ψn} |=K φ∗ → ψ∗
定理 4 .  在定理 3 条件下 ,  有  

 .
φ∗ → ψ∗

G ΩK π : G→ ΩK π(x) = vx

x ∈ G vx ∈ ΩK vx(φ1 → ψ1) = 1, · · · ,
vx(φn → ψn) = 1 vx(φ1) ≤ vx(ψ1), · · · , vx(φn) ≤
vx(ψn) φ1(x) ≤ ψ1(x), · · · , φn(x) ≤ ψn(x)

证明. 由定理 3可知,   是决策蕴涵. 由
于   ~   间存在一一对应 ,  .
对  决定的 , 如果 

 , 则 

 . 即 . 因此:

f(x) =
n
∧
i=1

∨
y∈G

[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x))] ≥

n
∧
i=1

[φ∗(x) ∧ (φi(x) → ψi(x))]

∀x ∈ G W = {x ∈ G|f(x) = 1} αJ(W ) =

{d ∈ D|∀x ∈W, xJd} ψ∗ = ∧d∈αJ (W )d ψ∗(x) =

∧d∈αJ (W )d(x) ≥ f(x) ≥ φ∗(x) vx ∈ ΩK

vx(φ
∗) ≤ vx(ψ

∗) vx(φ
∗ → ψ∗) = 1 {φ1 →

ψ1, · · · , φn → ψn} |=K φ∗ → ψ∗

 ,  如果记  ,    

 ,  . 则 

 . 从而对任何 ,

,    .  所 以  

 . □

φ1, · · · , φk

φ1, · · · , φk ∀x ∈ G φ1(x) ∧
· · · ∧ φk(x) = 0

定义 10. 对于给定的属性公式 , 称
属性公式集  不相容是指 ,  

 ; 否则, 称为相容.
φ→ ψ K = (G, C,

D, I, J) φ∗ φ

φ→ ψ φ∗

φ∗

命题 7. 设  是决策形式背景 

 的决策蕴涵,   是与  不相容的条件属性

公式, 则由  和  经过 MP近似推理可以得

到前件为  的全部决策蕴涵.
φ→ ψ φ∗证明.   和  的MP近似推理的解函数为:

f(x) = ∨
y∈G

[φ∗(y) ∧ (1− φ(y))] ∨ [ψ(x) ∧ ∨
y∈G

φ∗(y)]

φ∗ φ ∀x ∈ G φ∗(x) ∧ φ(x) =
0 ∀x ∈ G f(x) = 1

W ⊆ G = {x ∈ G|f(x) = 1} ψ∗ = ∧d∈αJ (W )d

φ∗ → ψ∗

由于  与  不相容, 故 ,  
 . 于是 ,  . 由定理 3的证明可知, 对
任何  ,   ,

 是决策蕴涵. □

φ∗

φ∗

命题 7表明, 一个与决策蕴涵前提不相容的条

件属性公式 , 与决策蕴涵一起可以MP近似推理

得出前提为  的全部决策蕴涵.
{φ1 → ψ1, φ2 →

ψ2} |=K φ1 ∧ φ2 → ψ1 ∧ ψ2

命题 8. 在定理 3的条件下, 有 

 .
{φ1 → ψ1, φ2 → ψ2} |=K φ1 ∧

φ2 → ψ∗ ψ∗ {φ1 → ψ1, φ2 → ψ2} φ1 ∧ φ2

证明. 由定理 3,  
 ,     是由   和    
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的MP近似推理的结论. 因此:

f(x) = ∧2
i=1 ∨

y∈G
[φ1 ∧ φ2(y) ∧ (φi(y) → ψi(x))] =

ψ1(x) ∧ ψ2(x)

W = {x ∈ G|ψ1(x) ∧ ψ2(x) = 1} αJ(W ) =

{d ∈ D|∀x ∈W, xJd} ψ∗ = ∧d∈αJ (W )d

ψ1 ∧ ψ2 {φ1 → ψ1 φ2 →
ψ2} |=K φ1 ∧ φ2 → ψ1 ∧ ψ2

 , 又由于  

 , 故结论  包含

 的全部原子属性公式. 所以 ,  
 . □

L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}
K = (G, C, D, I, J) φ∗

f L = {φi → ψi|i =
1, · · · , n} φ∗

定理 5. 设   是决策

形式背景  的概念规则集,   是

条件概念的内涵属性公式,   是由 

 和  的MP近似推理得到的解函数:

f(x) =
n
∧
i=1

∨
y∈G

[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x))], x ∈ G

W = {x ∈ G|f(x) = 1} αJ(W ) = {d ∈ D|∀x ∈
W, xJd} αJ(W ) ψ∗ = ∧d∈αJ (W )d

φ∗ → ψ∗

若记  ,   
 . 当  非空时, 令 , 则
 是概念规则.

φ∗ → ψ∗

(||ψ∗||, αJ(W )) ψ∗

||φ∗|| ⊆ ||ψ∗|| φ∗ → ψ∗

证明. 由定理 3可知,   是决策蕴涵. 显
然有  是决策概念, 即  是决策概念

的内涵属性公式. 与定理 3的证明类似, 可以证明

,   是概念规则. □

由定理 5, 在基于 MP近似推理的决策蕴涵生

成模式中, 用概念规则代替决策蕴涵, 条件概念属

性公式代替条件属性公式, 可以得到相应的基于

MP近似推理的概念规则生成方法.
a2 ∧ a4 → d1 a3 ∧ a4 → d2

a2 ∧ a3 ∧ a4
a2 ∧

a3 ∧ a4 → d1 a2 ∧ a3 ∧ a4 → d2 a2 ∧ a3 ∧ a4 → d3

a2 ∧ a3 ∧ a4 → d1 ∧ d2 a2 ∧ a3 ∧ a4 → d2 ∧ d3 a2 ∧
a3 ∧ a4 → d1 ∧ d3 a2 ∧ a3 ∧ a4 → d1 ∧ d2 ∧ d3

例 4 (续例 3).  ,   是两

条概念规则,    是条件概念内涵属性公

式, 利用决策蕴涵生成模式 1, 得到概念规则:  
 ,   ,   ,

,  ,  
 ,  .

以上结论表明, 本文给出的MP近似推理方法

是一种决策蕴涵和概念规则的推理模式, 即决策蕴

涵和概念规则集在 MP近似推理模式下是封闭的. 

3.2    决策蕴涵和概念规则的 MT 近似推理模式

本节讨论决策形式背景上基于广义 MT的近

似推理 (以下简称MT近似推理)的特征.
L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}

K = (G, C, D, I, J) ψ∗

L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}
ψ∗

定理 6. 设   是决策

形式背景  的决策蕴涵集,   是

决策属性合取公式, 由  

和  的MT近似推理得到的解函数为:

g(y) =
n
∧
i=1

∧
x∈G

[(φi(y) → ψi(x)) → φ∗(x)], y ∈ G

V = {y ∈ G|g(y) = 1} αI(V ) = {c ∈ C|若 记  ,    

∀y ∈ V, yIc} αI(V ) φ∗ = ∧c∈αI(V )c

φ∗ → ψ∗
 . 当   非空时, 令  ,

则  是决策蕴涵.
y0 /∈ ||ψ∗|| ψ∗(y0) = 0证明. 设 , 即 . 如果记:

gi(y) = ∧
x∈G

[(φi(y) → ψi(x)) → ∧φ∗(x)],

i = 1, · · · , n

ψ∗(y0) = 0 ||ψi|| ⊆
||ψ∗|| gi(y) = φi(y) gi(y) G

L

{ψ1, · · · , ψn} il ψi1 , · · · , ψil

||ψ1|| ⊆ ||ψ∗||, · · · , ||ψl|| ⊆ ||ψ∗||

由注 2, 在  的条件下, 只有满足 

 时, 才会有  ; 否则,    在   上

恒为 0. 不妨设决策蕴涵集   的后件属性公式集

 中有  个属性公式  满足条

件    . 从而有:

g(y) =
n
∧
i=1

gi(y) = φi1(y) ∧ · · · ∧ φil
(y), y ∈ G

V = {y ∈ G|g(y) = 1} αI(V ) = {c ∈ C|∀y ∈
V, yIc} αI(V ) φ∗ = ∧c∈αI(V )c

记  ,   

 . 当  非空时, 令 , 注意

到都是原子属性公式的合取, 于是有:

ψ∗(y) = ∧
c∈αI(V )

c(y) = g(y) = φi1(y) ∧ · · · ∧ φil
(y)

∀y ∈ G φi1 → ψi1 , · · · , φil → ψil

||φi1 || ⊆ ||ψi1 ||, · · · , ||φil || ⊆ ||ψil ||
ψ∗(y0) = 0 ψ1(y0) = 0, · · · ψl(y0) = 0

φ1(y0) = 0, · · · , φl(y0) = 0 ψ∗(y0) = φi1(y0) ∧ · · ·
∧ φil

(y0) = 0 y0 /∈ ||φ∗|| ||φ∗|| ⊆ ||ψ∗||
φ∗ → ψ∗

 . 由于     是决策

蕴涵, 故有    . 又由

,  知  ,    ,  从而

   . 故 

 , 即  . 因此  . 所

以  是决策蕴涵. □

定理 6给出的决策蕴涵的 MT近似推理是基

于广义MT的. 从知识发现的思维过程看, 广义MT

有着与 MP 相反的思维模式. 因此, 决策蕴涵的

MT近似推理本质上应属于“由果溯因”的知识推理

模式.
{φ1 → ψ1, · · · ,

φn → ψn} |=K φ∗ → ψ∗
命题 9. 在定理 6 的条件下, 有 

.

φ∗ → ψ∗ G

ΩK π : G→ ΩK π(y) = vy

y ∈ G vy ∈ ΩK vy(φ1 → ψ1) = 1, · · · ,
vy(φn → ψn) = 1 vy(φ1) ≤ vy(ψ1), · · · , vy(φn) ≤
vy(ψn) φ1(y) ≤ ψ1(y), · · · , φn(y) ≤ ψn(y)

证明. 由定理 6知  是决策蕴涵. 由于 

和   之间有一一对应  ,   . 对

 决定的  ,  如果  

 , 则 

 . 即 . 因此:

g(y) =
n
∧
i=1

∧
x∈G

[(φi(y) → ψi(x)) → φ∗(x)] ≤

n
∧
i=1

[(φi(y) → ψi(y)) → φ∗(y)] = ψ∗(y)

∀y ∈ G V = {y ∈ G|g(y) = 1} αI(V ) = {c ∈
C|∀y ∈ V, yIc} φ∗ = ∧c∈αI(V )c ψ∗(y) ≥ g(y) =

∧c∈αI(V )c(y) = φ∗(y) ∀vy ∈ ΩK vy(φ
∗) ≤ vy(ψ

∗)

vy(φ
∗ → ψ∗) = 1 {φ1 → ψ1, · · · , φn → ψn} |=K

 . 又 ,  

 ,  , 于是 

 . 故 ,  ,

. 所以 
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φ∗ → ψ∗. □

L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}
K = (G, C, D, I, J) ψ∗

g L = {φi → ψi|i =
1, · · · , n} ψ∗

定理 7. 设  是决策形

式背景  的概念规则集,   是决

策概念内涵属性合取公式,   是由 

 和  的MT近似推理得到的解函数:

g(y) =
n
∧
i=1

∧
x∈G

[(φi(y) → ψi(x)) → φ∗(x)], y ∈ G

V = {y ∈ G|g(y) = 1} αI(V )={c ∈ C|∀y ∈
V, yIc} αI(V ) φ∗ = ∧c∈αI(V )c

φ∗ → ψ∗

若记 ,  
 .  当   非空时 ,  令  ,  则

 是概念规则.
(||φ∗||, αI(V )) φ∗

||φ∗|| ⊆ ||ψ∗|| φ∗ → ψ∗

证明. 显然有  是条件概念, 即 

是条件概念的内涵属性公式. 与定理 6的证明类似,
可证明 ,   是概念规则. □

由定理 5和定理 7可知, 决策蕴涵和概念规则

集在MT近似推理模式下也是封闭的.
应用定理 6的结论, 可以得到下述基于MT近

似推理的决策蕴涵和概念规则生成模式 2.
　  模式 2. 决策蕴涵的 MT 近似推理生成模式

L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}

ψ∗

前提. 决策蕴涵集  , 决策属

性合取公式 .

φ∗ → ψ∗结论. 决策蕴涵 .

ψ∗, φi, ψi, i = 1, · · · , n1)计算属性公式函数 ;

2)计算MT近似推理解函数:

g(y) =
n
∧

i=1
∧

x∈G
[(φi(y) → ψi(x)) → φ∗(x)], y ∈ G.

V = {y ∈ G|g(y) = 1} αI(V ) = {c ∈ C|∀y ∈ V,

yIc}

3)计算 ,  

 ;

∧c∈αI (V )c→ ψ∗4)生成决策蕴涵 ;

A ⊇ αI(A) ∧c∈Ac→ ψ∗5)对任何 , 生成决策蕴涵 .

由定理 7, 在基于 MT近似推理的决策蕴涵生

成模式中, 用概念规则代替决策蕴涵, 决策概念内

涵属性公式代替决策属性公式, 可以得到相应的基

于MT近似推理的概念规则生成方法.
(a2 ∧

a4 ∧ a5 ∧ a6 → d1 ∧ d2 a1 ∧ a3 ∧ a5 ∧ a6 → d1 ∧ d3)
d2

a1 ∧ a2 ∧
a3 ∧ a4 ∧ a5 ∧ a6 → d2

例 5 (续例 3). 对于给定的 2条概念规则 

 ,    

和决策概念内涵属性公式 , 利用决策蕴涵生成模

式 2, 经过 MT 近似推理得到概念规则  

 . 

4    近似推理生成决策蕴涵的有效性分析

第 3节分析了决策形式背景全体对象集上的决

策蕴涵的 MP、MT近似推理的特征, 给出了利用

MP、MT近似推理生成决策蕴涵的方法. 在人工智

能环境下, 在应用MP、MT近似推理进行知识获取

时, 经常需要基于部分数据集上的现有决策蕴涵经

过 MP、MT近似推理动态地挖掘更大数据集上的

决策蕴涵, 即遇到更多的是数据对象动态变化时的

决策蕴涵挖掘. 另一方面, 利用少量的决策蕴涵借

助MP、MT近似推理模式产生更多的决策蕴涵, 这
正是知识推理的目的. 如何评价近似推理的好坏,
即如何评价近似推理结论的有效性, 目前还没有见

到公认的标准. 本节引入属性逻辑伪距离, 对 MP、
MT近似推理结论的有效性进行刻画, 进而提出基

础数据对象集动态变化时应用 MP、MT近似推理

来获取决策蕴涵的算法.
a1 ∧ a2 → d1 ∧ d3

a1 ∧ a6 → d3 a2 ∧ a6
例 6 (续例 3). 给定决策蕴涵  、

 和条件属性公式 .

f(x) = 1, x ∈ G

Σ = {u1, u2, u3, u6, u7}
f(x) = d1 ∧ d3(x), x ∈ G

a2 ∧ a6 → d1 ∧ d3 G

Σ

如果近似推理的基础数据对象集是整个对象

集, MP近似推理得到的解函数为 ,
这时MP近似推理的结论是空集. 如果推理范围限

定为 , MP近似推理得到的

解函数为 , 从而可得属性

公式 . 注意到, 在整个对象集  上,
它不是决策蕴涵, 但如果限定在对象集  上, 则它

是决策蕴涵. 本文称限定在部分对象集上的是决策

蕴涵的属性公式为拟决策蕴涵.
K = (G, M, I)

φ, ψ ∈ Γ(K) Σ ⊆ G φ Σ

定义 11. 设  是形式背景, 属性公

式 ,  . 定义  在  上的真度为:

τΣ(φ) =

∫
Σ

φ(x)dP

P G φ, ψ Σ-伪式中,   是  上的概率测度. 属性公式  的 

距离定义为:
ρΣ(φ, γ) = 1− τΣ((φ→ ψ) ∧ (ψ → φ))

P G当   是   上的均匀概率测度 (计数测度) 时,
定义 11中定义的真度可表示为:

τΣ(φ) =
1

m

m∑
i=1

φ(xi)

m Σ式中,   为对象集  的元素个数.
φ

φ(x) = 1 x φ x φ

τΣ

x P (x)

x

φ τΣ(φ) Σ φ

P G

τΣ(φ) Σ φ Σ

由于  是一些属性的合取, 按照决策逻辑思想,
 意味着支持“   支持   ”, 即对象   具有  

中的全部属性, 因此真度  可以被理解为一种“投
票模型”. 由于在实际数据处理中形式背景通常是

用表格表示的, 这时对象  的概率  其实就是与

 有相同属性值的对象数与全体对象个数的比值,
而公式  的真度  其实就是  上具有  中全部

属性的对象的概率和. 当  是  上的计数测度时,
 是  上具有  中全部属性的对象个数与  中

全体对象个数的比值.
φ, ψ ∈ Γ(K) Σ ⊆ G命题 10. 设 ,  . 则:
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ρΣ(φ) =

∫
Σ

|φ(x)− ψ(x)|dP ) =

1

m

m∑
i=1

|φ(xi)− ψ(xi)|

证明.
ρΣ(φ, ψ) = 1− τΣ((φ→ ψ) ∧ (ψ → φ)) =

1−
∫
Σ

(φ→ ψ(x) ∧ ψ → φ(x))dP =

1−
∫
Σ

(φ(x) → ψ(x) ∧ ψ(x) → φ(x))dP =

1−
∫
Σ

(1− φ(x) + ψ(x)) ∧

(1− ψ(x) + φ(x))dP =∫
Σ

[1− (1− φ(x) + ψ(x)) ∧

(1− ψ(x) + φ(x))]dP =∫
Σ

|φ(x)− ψ(x)|dP
□

F ⊆ Γ(K) Σ ⊆ G γ ∈ Γ(K) F Σ

Σ vx ∈ vΣ

vx(F ) = ∧{vx(φ)|φ ∈ F} = 1 vx(γ) = 1 F

Σ DΣ(F )

设 ,  , 称  是  的  -语

义结论是指   对所决定的任何赋值  , 如果

, 则有  .    的

全体  -语义结论之集记为 .

K=(G, M, I) F ⊆ Γ(K)

φ ∈ Γ(K) Σ ⊆ G ε > 0 div(F ) = inf{ρΣ(φ,
γ)|γ ∈ DΣ(F )} φ F ε

φ ∈ Dε(F )

定义 12. 设  是形式背景,  ,

,    ,    .  如果  

 , 则称   为   的误差小于   的结论,

记为 .

K = (G, M, I) F ⊆
Γ(K) φ ∈ Γ(K) Σ ⊆ G ε > 0 φ ∈ Dε(F )

sup{τΣ(γ → φ)|γ ∈ DΣ(F )} > 1− ε

定理 8 .  设   是形式背景 ,    

 ,  ,  ,  . 则  当且

仅当 .

φ ∈ Dε(F ) γ0 ∈
DΣ(F ) ρΣ(φ, γ0) < ε

证明 .  设  ,  则存在属性公式  

 使得 . 则:

ρΣ(φ, γ0) = 1− τΣ((φ→ γ0) ∧ (γ0 → φ)) ≥
1− τΣ(γ0 → φ)

因此

1− sup{τΣ(γ → φ)|γ ∈ DΣ(F )} ≤
1− τΣ(γ0 → φ)|γ ∈ DΣ(F )} < ε

sup{τΣ(γ → φ)|γ ∈ DΣ(F )} > 1− ε所以,  .

sup{τΣ(γ → φ)|γ ∈ DΣ(F )} > 1− ε

inf{1− τΣ(γ → φ)|γ ∈ DΣ(F )} < ε.

反之, 如果 ,

则  易证:

(φ→ φ ∨ γ) ∧ (φ ∨ γ → φ) ≈ γ → φ

则:

ρΣ(φ, φ ∨ γ) = 1− τΣ((φ→ φ ∨ γ) ∧ (φ ∨ γ → φ)) =

1− τΣ(γ → φ)

inf{ρΣ(φ, φ ∨ γ)|γ ∈ DΣ(F )} < ε

γ ∈ DΣ(F ) ρΣ(φ, φ ∨ γ) < ε γ ∈ DΣ(F )

φ ∨ γ ∈ DΣ(F )

故  . 于是存在

 使得  .  又由  

有 . 因此:

inf{ρΣ(φ, γ)|γ ∈ DΣ(F )} ≤ ρΣ(φ, φ ∨ γ) < ε

φ ∈ Dε(F )所以,  . □

Σ⊂∆⊆G ψ∗ {φi → ψi| i = 1, · · · ,
n} φ∗ ψ∗ L

F = {ψ1, · · · , ψn} (|∆| − |Σ|)/|∆|
|∆| ∆

定理 9. 设 ,   是    
 和  的MP近似推理结论, 则  是  的后件属

性公式集  的误差小于 

的结论, 其中  表示  的元素个数.
{φi → ψi|i = 1, · · · , n} φ∗

(Σ, ∆)

证明.   和  的MP近似

推理的  解函数为:

f(x) =
n
∧
i=1

∨
y∈Σ

[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x)), x ∈ ∆ (9)

||φ∗||∆ ∩ Σ ⊆ ||φi1 ||∆ ∩ Σ, · · · , ||φ∗||∆ ∩ Σ ⊆
||φik ||∆ ∩ Σ f(x) = ψi1(x) ∧ · · · ∧ ψik

(x), x ∈
∆. γ = ψi1 ∧ · · · ∧ ψik γ ∈ DΣ(F )

W = {x ∈ ∆|f(x) = 1} ψ∗ = ∧d∈αJ (W )d

∀x ∈ Σ

设    
 .  从而  

 令  ,  显然有  .  又记

,   . 由式 (9)
和决策蕴涵生成模式 1可知,  ,

φ∗(x) = ∧d∈αJ (W )d(x) ≥ f(x) = ψi1(x)∧· · ·∧ψik
(x),

∀x ∈ Σ γ → ψ∗(x) = 1即 ,  . 所以:

τ∆(γ → ψ∗) =

∫
∆

γ → ψ∗(x)dP ≥

|Σ|
|∆|

= 1− |∆| − |Σ|
|∆|

□

Σ ⊂ ∆1 ⊂ ∆2 {φi → ψi| i = 1, · · · ,
n} φ∗ (Σ, ∆1) (Σ, ∆2)

ψ∗
1 ψ∗

2 ψ∗
2 ψ∗

1

ψ∗
2 F = {ψ1, · · · , ψn} ψ∗

1

F = {ψ1, · · · , ψn}

命题 11. 设 ,     
 和   的 MP 近似推理的  ,    结论

分别是   和  . 则   比   包含有更多的原子属

性公式, 且   和   的距离小于  

和  的距离.
{φi → ψi| i = 1, · · · , n} φ∗

(Σ, ∆1) (Σ, ∆2) f1(x)

f2(x)

证明.      和  的 MP近

似推理的  ,    解函数分别为   和

:

f1(x) =
n
∧
i=1

∨
y∈Σ

[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x)), x ∈ ∆1

f2(x) =
n
∧
i=1

∨
y∈Σ

[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x)), x ∈ ∆2

∀x ∈ ∆1, f1(x) = f2(x)

L {φ1, · · · , φn} ik

φi1 , · · · , φik ||φ∗||∆ ∩ Σ ⊆ ||φi1 ||∆ ∩
Σ, · · · ||φ∗||∆ ∩ Σ ⊆ ||φik ||∆ ∩ Σ

显然 . 不妨设在决策蕴涵

集  的前件属性公式集  中有  个前件

属性公式  满足条件 

 ,   . 因此, 类似于定

10 自       动       化       学       报 50 卷



理 3的证明, 不妨设:

f1(x) = ψi1(x) ∧ · · · ∧ ψik
(x), x ∈ ∆1

f2(x) = ψi1(x) ∧ · · · ∧ ψik
(x), x ∈ ∆2

γ = ψi1 ∧ · · · ∧ ψik W1 = {x ∈ ∆1|f(x) = 1}
ψ∗
1 = ∧d∈αJ (W1)d W2 = {x ∈ ∆2|f(x) = 1} ψ∗

2 =

∧d∈αJ (W2)d W1 ⊆W2 ψ∗
1 ψ∗

2

∀x ∈ ∆2, ψ∗
1(x) ≤

ψ∗
2(x) ψ∗

2 γ

ψ∗
1 γ

记 ,  ,
,    ,    

 . 显然  , 从而   比   包含有

更多的决策原子属性公式, 于是 

 . 因此由伪距离的定义知,   与  间的伪距

离比  与  间的伪距离要小. □

Σ ⊂ ∆1 ⊂ ∆2 {φi → ψi| i =

1, · · · , n} φ∗ (Σ, ∆1) ψ∗
1

(Σ, ∆2) ψ∗
2

由命题 11, 当  时,     
 和   的 MP 近似推理的   结论  

比  结论  有更小的精确度.
Σ ⊂ ∆ ⊆ G φ∗ {φi → ψi| i =

1, · · · , n} ψ∗ φ∗ L

F = {φ1, · · · , φn} (|∆| −
|Σ|)/|∆|

定理 10.  设  ,     是      

 和  的 MT近似推理结论. 则  是  的

前件属性公式集  的误差小于 

 的结论.
L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n} ψ∗

(Σ, ∆)

证明.   和  的多规

则MT近似推理的  解函数为:

g(y) =
n
∧
i=1

∧
x∈Σ

[(φi(y) → ψi(x)) → φ∗(x)], y ∈ ∆

(10)

||φi1 ||∆ ∩ Σ ⊆ ||φ∗||∆ ∩ Σ, · · · , ||φil ||∆ ∩ Σ ⊆
||φ∗||∆ ∩ Σ f(x) = φi1(x) ∧ · · · ∧ φil

(x), x ∈ ∆.

γ = φi1 ∧ · · · ∧ φil γ ∈ DΣ(F ) V =

{y ∈ ∆|g(y) = 1} φ∗ = ∧c∈αI(V )c

设    
 . 从而 

令  , 显然有  . 又记  

 ,  . 由式 (9)和决策

蕴涵生成模式 2可知:

φ∗(y) = ∧c∈αI(V )c(y) ≥ g(y) = φi1(x) ∧ · · · ∧ φil
(x)

∀y ∈ Σ ∀y ∈ Σ γ → φ∗(y) = 1 . 则 ,  . 所以:

τ∆(γ → φ∗) =

∫
∆

γ → φ∗(y)dP ≥

|Σ|
|∆|

= 1− |∆| − |Σ|
|∆|

□

由定理 10、命题 11的证明, 可证明如下结论成立.
Σ ⊂ ∆1 ⊂ ∆2 {φi → ψi| i = 1, · · · ,

n} ψ∗ (Σ, ∆1) (Σ, ∆2)

φ∗
1 φ∗

2 φ∗
2 φ∗

1

φ∗
2 F = {φ1, · · · , φn} φ∗

1 F =

{φ1, · · · , φn}

命题 12. 设 ,     
 和   的 MT 近似推理的  ,    结论

分别是  和 , 则  比  包含更多的原子属性公

式, 且  和  的距离小于  和 

 的距离.
{φi → ψi| i = 1, · · · , n} φ∗

Σ ⊂ ∆

ψ∗ ψ∗ → φ∗ G

由例 6 可知,        和   在

部分对象集  的具有局部意义的 MP近似推

理结论  不一定使得  是整个对象集  上

的决策蕴涵. 由定理 9、定理 11、命题 11和命题 12

可知, 利用MP、MT近似推理提取局部意义的决策

蕴涵 (以下称为拟决策蕴涵)生成算法 1和算法 2.

　  算法 1. MP 近似推理生成拟决策蕴涵算法

L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}

φ∗ K = (∆, C, D, I, J) Σ ⊆ ∆

　  输入.   , 条件属性合取公式

, 部分决策形式背景 , 对象集 .

φ∗ → ψ∗输出. 拟决策蕴涵 .

||φ∗||Σ ||φi||Σ i = 1, · · · , n ||φ∗||Σ = {u ∈

Σ|∀a ∈ φ∗, I(u, c) = 1}

1) 计算 ,  ,  , 其中 

 ;

||φ∗||Σ ⊆ ||φi||Σ φi1 , · · · ,

φik ψi1 , · · · , ψik

2) 找出满足条件  的前件属性公式 

 , 相应的后件属性公式为 ;

γ = ψi1 ∧ · · · ∧ ψik

3) 如果没有满足条件 2), 推理问题无解 ;  否则 ,  令

;

W = {u ∈ ∆|∀d ∈ Σ, J(u, d) = 1} αJ (W ) = {d ∈

D|∀u ∈W, uJd}

4) 计算 ,  

 .

ψ∗ = ∧d∈αJ (W )d γ ψ∗5)令 , 计算属性公式  和  的伪距离;

φ∗ → ψ∗6)获取拟决策蕴涵 .

算法 1的时间复杂度分析如下:
||φ∗||Σ ||φi||Σ i = 1, · · · , n

O((n+ 1)|C||Σ|) n L

|C| C |Σ| Σ

1) 计算  ,   ,    的时间复

杂度为 ,   为  中的决策蕴涵个数,
 是条件属性集  的元素个数,   是对象集  的

元素个数.
||φ∗||Σ ⊆ ||φi||Σ

φi1 , · · · , φik O(n|Σ|)
2)找出满足条件  的前件属性公

式  的时间复杂度为 .
W O(|D||∆|)

αJ(W ) O(|D||∆|) |D|
D |∆| ∆

3) 计算   的时间复杂度为  ;  计算

 的时间复杂度也是 ,   是决策属

性集  的元素个数,   是对象集  的元素个数.
ψ∗ = ∧d∈αJ (W )d O(|D|)

γ ψ∗ γ

ψ∗ O(2|D||∆|) γ ψ∗

O(|∆|)
O(2|D||∆|)

4)计算  的时间复杂度为 ,
计算  和  的伪距离需要先计算属性公式函数 

和 , 其时间复杂度为 , 计算  和  的

伪距离时间复杂度为 , 所以算法 1中步骤 5)
的时间复杂度为 .

Σ ⊆ ∆ |Σ| |∆|

O((n+ 1)|C ∪D||∆|)

由于   且   与   相差不是很大 ,  所以

MP近似推理生成一个拟决策蕴涵算法的时间复杂

度为 .

　  算法 2. MT 近似推理生成拟决策蕴涵算法

L = {φi → ψi|i = 1, · · · , n}

ψ∗ K = (∆, C, D, I, J) Σ ⊆ ∆

输入.  , 决策属性合取公式

, 部分决策形式背景 , 对象集 .

φ∗ → ψ∗输出. 拟决策蕴涵 .

||ψ∗||Σ ||ψi||Σ i = 1, · · · , n ||ψ∗||Σ = {u ∈

Σ|∀a ∈ ψ∗, J(u, d) = 1}

1) 计算 ,  ,  , 其中 

 ;

||ψi||Σ ⊆ ||ψ∗||Σ ψi1 , · · · ,

ψil φi1 , · · · , φil

2) 找出满足条件  的后件属性公式 

 , 相应的前件属性公式为 ;

λ = φi1 ∧ · · · ∧ φil

3) 如果没有满足式 (2)中条件的公式, 推理问题无解;

否则, 令 ;

V = {u ∈ ∆|∀c ∈ λ, I(u, c) = 1} αI(V ) = {c ∈4) 计算 ,  
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C|∀u ∈ V, uIc} ;

φ∗ = ∧c∈αI (V )c λ φ∗5)令 , 计算属性公式  和  的伪距离;

φ∗ → ψ∗6)获取拟决策蕴涵 .

O((n+ 1)|C ∪D||∆|)

类似于 MP近似推理生成拟决策蕴涵算法的

时间复杂度分析, MT近似推理生成拟决策蕴涵算

法的时间复杂度也是 . 

5    数值实验与讨论

ψ∗
∆ γ =

ψi1 ∧ · · · ∧ ψik ρ∆(γ, ψ
∗
∆)

τ∆(γ, ψ
∗
∆)

本节参考文献 [25], 通过 3个数值实验验证本

文算法的有效性. 由于MT近似推理生成拟决策蕴

涵算法与 MP近似推理生成拟决策蕴涵算法的推

理机制、步骤和计算表达式类似, 因此实验只使用

MP近似推理生成拟决策蕴涵算法进行. 基于定理

9 和命题 11 的证明过程, 算法的有效性通过 MP
近似推理结论  与相应大前提的后件合取公式 

 的伪距离  、后件属性公式合

取式对MP近似推理结论的平均支持度  、

MP近似推理获取拟决策蕴涵所时间成本来评价.

|I|/|G||M |
Σ

Σ L = {φu → ψu|u ∈ Σ} φu(c) =

I(c, u), c ∈ C u

ψu(d) = ∧x∈Σ[β
I(φu)(x) → J(x, d)], d ∈ D

u φ∗
u

实验环境为Win7 64位 Intel (R) 3.4 GHz,
4 GB内存. 实验 1用来测试 MP近似推理生成拟

决策蕴涵个数及与相应后件公式的伪距离. 实验数

据设置为条件属性个数 20, 决策属性个数 10, 对象

个数 2 000, 分成 4个数据组, 每组 500个数据, 数
据的属性值 (包括条件属性和决策属性) 随机生成,
数据填充比强度  为 20%. 每组前 400个
数据为基础数据集 , MP近似推理的大前提是由

 产生的决策蕴涵集 ,  
 是对象  决定的条件属性公式, 决策

属性公式 ,

后 100个数据中的对象  决定的条件属性公式 

作为MP近似推理的小前提, 并用来测试算法 1的
效果.

各组后 100个数据经过 MP近似推理生成的

拟决策蕴涵个数见表 4.

ψ∗
∆ γ = ψi1 ∧ · · · ∧

ψik

各组数据经过 MP近似推理产生的拟决策蕴

涵的后件   与相应后件合取公式  

 的最大伪距离和最小伪距离见表 5.

(|∆| − |Σ|)/|∆|

实验 1基于 400个实验基础数据, 通过近似推

理获得新增加 100个数据所确定的拟决策蕴涵. 实
验结果显示经过 MP近似推理产生的拟决策蕴涵

的后件与相应后件合取公式的伪距离有点大. 但在

实际知识推理中, 往往依据大量的数据通过近似推

理发现少量新增数据所隐含的新知识. 由定理 9可
知, 当待获取新知识的新增数据个数与基础数据集

的数据个数的比值  较小时, MP近似

推理产生的拟决策蕴涵的后件与相应后件合取公式

的伪距离也比较小. 实验 2和实验 3也都有效地支

持了这个理论分析.
Σ、∆

Σ

|Σ|
∆

|∆| · · · ,
2, · · · ,

实验 2用来测试对象集  的变化对MP近

似推理生成拟决策蕴涵的个数及与相应后件合取公

式的伪距离的影响. 实验数据设置为条件属性为

20个, 决策属性为 10个, 实验基础数据对象集  的

元素个数  为 1  000, 近似推理新增对象以 10个

为 1组的频率, 逐步增加到 100个, 从而  的元素

个数  动态地逐步增加到 1 010, 1 020,   1 100,

相应的数据组分别被命名为数据组 1, 数据组 

数据组 10, 数据填充比强度与实验 1相同, 为 20%.
Σ

L u

φu

γ = ψi1 ∧ · · · ∧ ψik

基于基础数据对象集  产生的 MP 近似推理

的决策蕴涵集  和逐次新增加数据中的对象  所决

定的条件属性公式  进行MP近似推理. MP近似

推理生成的拟决策蕴涵的个数以及生成的拟决策蕴

涵的后件与相应后件合取公式  的

最小伪距离见表 6.

γ = ψi1 ∧ · · · ∧ ψik

由表 5和表 6可以看出, 在基础数据集确定前

提下, 从新增加数据所生成的拟决策蕴涵个数以及

生成的拟决策蕴涵的后件与相应的后件合取公式

 的最小伪距离都随着测试数据的

增加而增加, 增加趋势基本是线性的. 这与定理 9、
命题 11的理论分析结论相吻合.

Σ |Σ|

实验 3用来测试在同一个数据集上、采用不同

方式获取拟决策蕴涵时的时间成本比较. 实验 3的
实验数据取值方式和数据填充比强度同实验 1. 基
础数据对象集  的元素个数  为 2 000个, MP近

 
表 4    生成的拟决策蕴涵个数

Table 4    The number of generated
quasi-decision implications

数据组别 生成的拟决策蕴涵个数

数据组 1 62

数据组 2 58

数据组 3 74

数据组 4 71

 
表 5    生成的拟决策蕴涵后件与后件合取公式的伪距离

Table 5    The metric between the consequent of
generated quasi-decision implications and

the consequent conjunctive

数据组别 最大伪距离 最小伪距离

数据组 1 0.195 0.147

数据组 2 0.189 0.160

数据组 3 0.197 0.152

数据组 4 0.194 0.161
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∆ |∆|
2 100, 2 200, · · ·, 2 500

2, · · · ,

似推理的新增数据对象以 100个为 1组的频率, 逐
步增加到 500个, 从而  的元素个数  动态地逐

次增加到   , 相应的数据组分别

被命名为数据组 1, 数据组  数据组 5.

Σ u

u

L = {φu → ψu|u ∈ Σ}

u ∈ ∆− Σ

φ∗
u Σ

∆ Σ

2, · · · ,
L φ∗

u

φ∗
u

∆− Σ

u ∈ ∆− Σ φ∗
u

L ∆ ∆

根据命题 5中步骤 1), 由包含 2 000个对象的

基础数据集  中的每个对象  产生决策蕴涵 (对象

 决策蕴涵产生的过程同实验 1), 以如此产生的全

部决策蕴涵集  作为 MP近似

推理的大前提. MP近似推理的小前提是各数据组

中新增加对象   所决定的条件属性公式

. MP近似推理的对象范围参数  为 2  000个对

象组成的基础数据集, 参数  分别为在  上逐次加

入新数据得到的数据组 1, 数据组  数据组 5.
运用算法 1, 分别由  和  进行MP近似推理生成

以   为前件的拟决策蕴涵 .  采用 2 种方式获取

 上的新增决策蕴涵: 方式 1)是由各数据组的

新增加对象   所决定的条件属性公式  

和  直接在  上进行 MP近似推理以获取  上的

拟决策蕴涵, 即通过:

f∆u(x) =
n
∧
i=1

∨
y∈∆

[φ∗(y) ∧ (φi(y) → ψi(x)), x ∈ ∆

Wu = {x ∈ ∆|f∆u(x) = 1}, ψ∗
∆u = ∧d∈αJ (Wu)d

∆ φ∗
u → ψ∗

∆u获取  上的决策蕴涵 .
Σ

L = {φu → ψu|u ∈ Σ}
∆

L

τ∆(ψ1 ∧ · · ·
∧ ψn → ψ∗

∆) ∆

L

τ∆(ψ1 ∧ · · · ∧ ψn → ψ∗
∆)

方式 2)是先由基础数据集  产生决策蕴涵集

, 再运用MP近似推理算法 1
获取  上的拟决策蕴涵 (以下称这种获取方式为增

量获取方式). 算法效率是通过  中的决策蕴涵后件

对 MP 近似推理结论的平均支持度  

 以及获取  上拟决策蕴涵所用时间成

本来刻画. 采用 2种不同方式获取拟决策蕴涵时,
拟决策蕴涵集  的后件对 MP近似推理结论的平

均支持度   和时间成本对比

如表 7所示.
Σ

∆ L

Σ ∆ |Σ|/|∆|
τ∆ |Σ|/|∆| |Σ|/|∆|

τ∆

Σ

∆

Σ

L = {φu → ψu|u ∈ Σ} Σ

由表 7可以看出, 对给定的基础数据集 , 随
着数据集  的数据个数的增加, 决策蕴涵集  的后

件公式集对MP近似推理结论的支持度会减少, 其
变化幅度不是很显著, 当 MP 近似推理的参数数

据集  与  的数据个数比   较大时, 实际支

持度  比   要小很多, 定理 9中的比值  
只是支持度  的下界. 2种方式总时间成本随着实

验数据的增加而增加, 增加的趋势基本上是线性的.
与方式 1)相比, 方式 2)获取决策蕴涵的总时间成

本可能要多些. 但如果是在已有  上的决策蕴涵的

基础上来获取  上的新增决策蕴涵, 方式 2)充分

利用了  上的已有决策蕴涵, 减少了获取决策蕴涵

 的时间成本, 扣除获取   上

的决策蕴涵的时间成本后, 增量获取决策蕴涵所用

时间成本就要少很多.
方式 2)是基于已有决策蕴涵借助近似推理模

式产生新的更多决策蕴涵, 体现了人工智能时代通

过学习来获取新知识的思想方法, 是知识推理的有

效手段. 但如何评价近似推理好坏, 目前还没有公

认的标准. 本文引入的“决策蕴涵后件对 MP近似

推理结论的平均支持度”和“决策蕴涵前件对 MT
近似推理结论的伪距离”都是通过公式的真度来定

义的. 按照文献 [18]的支持度理论, 一个由条件联

结词连接的蕴涵公式的真度本质上刻画了前件公式

对后件公式的支持度, 上述评价标准实际上刻画了

推理大前提中的知识对近似推理得到的结论知识的

 
表 6    测试数据变化生成的拟决策蕴涵表

Table 6    A table of generated quasi-decision implication
as test data changes

数据组别 拟决策蕴涵个数 最小伪距离

数据组 1 3 0.008 2

数据组 2 5 0.015 7

数据组 3 8 0.025 6

数据组 4 12 0.032 4

数据组 5 16 0.041 8

数据组 6 21 0.052 7

数据组 7 25 0.061 9

数据组 8 29 0.071 8

数据组 9 34 0.082 1

数据组 10 39 0.091 3

 
表 7    后件集对结论的支持度和获取拟决策蕴涵时间成本对比

Table 7    Comparison of the support degree of consequent set to the conclusion and time consumption of
obtaining quasi-decision implications

数据组别 L τ∆  的后件集对结论支持度 方式 1)总时间成本 (s) 方式 2)总时间成本 (s) 增量获取所用时间成本 (s)

数据组 1 0.933 0.204 0.223 0.103

数据组 2 0.923 0.283 0.304 0.147

数据组 3 0.914 0.361 0.389 0.198

数据组 4 0.903 0.450 0.484 0.258

数据组 5 0.893 0.539 0.258 0.326
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支持程度, 因此, 它们应是一个比较有效的知识推

理评价标准. 由实验 1 ~ 实验 3可知, 本文提出的

应用 MP和 MT近似推理生成拟决策蕴涵的方法

具有较好效果.
本文提出的近似推理方法的一个应用是针对有

缺失值的不完全决策形式背景的属性值补齐. 这时

对象范围参数选择为包含缺失值的对象集, 对象范

围选择不包含缺失值的对象集, 进而根据缺失值是

条件属性值还是决策属性值, 选择应用MP或MT
近似推理来补齐有缺失值的不完全决策形式背景,
进而实现不完全决策形式背景上的决策蕴涵和概念

规则等知识的获取. 

6    结束语

本文从数据分析需求的角度讨论决策蕴涵, 利
用属性逻辑的 K-赋值对决策蕴涵进行属性逻辑语

义刻画, 在此基础上研究决策蕴涵、概念规则的近

似推理. 分析经典二值逻辑框架下基于全蕴涵三 I
推理思想的决策蕴涵和概念规则的 MP、MT近似

推理模式的特征, 证明决策蕴涵的MP、MT近似推

理结论是决策蕴涵, 概念规则的MP、MT近似推理

结论是概念规则, 引进属性逻辑伪距离, 分析人工

智能环境下通过 MP、MT近似推理生成拟决策蕴

涵的模式和效果. 提出若干基于现有决策蕴涵、概

念规则通过MP、MT近似推理产生新的决策蕴涵、

概念规则、拟决策蕴涵的模式和方法, 并通过实际

例子和数值实验来说明这些模式的应用和效果. 人
工智能环境下的机器学习是一种基于现有知识通过

一定的规则获取新知识的过程. 本文提出的基于现

有决策蕴涵、概念规则通过近似推理来产生新的决

策蕴涵及概念规则的方法正是依据这个思想来进行

的. 本文提出的方法是一种获取决策蕴涵、概念规

则的新方法, 为人工智能、大数据环境下的知识发

现、知识推理提供了新的途径. 未来工作包括以下

2个方面:
1)决策蕴涵和概念规则的近似推理机制的逻

辑语构方面也是值得探讨的.
2)将本文提出的形式背景上的近似推理模式

推广到模糊形式背景, 研究模糊形式背景中模糊决

策蕴涵和模糊概念规则的近似推理机制及方法.
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