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摘    要   多重不确定性环境下的非线性系统辨识是一个开放问题. 贝叶斯学习在描述、处理不确定性方面具有显著优势,
已在线性系统辨识方面得到广泛应用, 但在非线性系统辨识的应用较少, 且面临概率估计复杂、计算量大等难题. 针对上述

问题, 以典型维纳 (Wiener)非线性过程为对象, 提出基于随机变分贝叶斯的非线性系统辨识方法. 首先对过程噪声、测量

噪声以及参数不确定性进行概率描述; 然后利用随机变分贝叶斯方法对模型参数进行后验估计. 在估计过程中, 利用随机优

化思想, 仅利用部分中间变量概率信息估计模型参数分布的自然梯度期望, 与利用所有中间变量概率信息估计模型参数比

较, 显著降低了计算复杂性. 该方法是首次在系统辨识领域中的应用. 最后, 利用一个仿真实例和一个维纳模型的 Bench-
mark问题, 证明了该方法在对大规模数据下非线性系统辨识的有效性.
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Abstract   Nonlinear system identification in multiple uncertain environment is an open problem. Bayesian learning
has significant advantages in describing and dealing with uncertainties and has been widely used in linear system
identification. However, the use of Bayesian learning for nonlinear system identification has not been well studied,
confronted with the complexity of the estimation of the probability and the high computational cost. Motivated by
these problems, this paper proposes a nonlinear system identification method based on stochastic variational
Bayesian for Wiener model, a typical nonlinear model. First, the process noise, measurement noise and parameter
uncertainty are described in terms of probability distribution. Then, the posterior estimation of model parameters is
carried out by using the stochastic variational Bayesian approach. In this framework, only a few intermediate vari-
ables are used to estimate the natural gradient of the lower bound function of the likelihood function based on the
stochastic optimization idea. Compared with classical variational Bayesian approach, where the estimation of model
parameters depends on the information of all the intermediate variables, the computational complexity is signific-
antly reduced for the proposed method since it only depends on the information of a few intermediate variables. To
the best of our knowledge, it is the first time to use the stochastic variational Bayesian to system identification. A
numerical example and a Benchmark problem of Wiener model are used to show the effectiveness of this method in
the nonlinear system identification in the presence of large-scale data.
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系统辨识是基于模型的控制系统设计基础, 是
现代控制理论主要研究内容. 系统辨识主要目标是

利用数学方法从输入输出数据中建立系统的动态模

型. 过去几十年中, 国内外研究人员围绕系统辨识

的实验设计、算法设计以及收敛性证明等做了大量

工作[1−3], 特别是对于线性系统的辨识, 已经有很多

成熟的解决方案. 随着系统规模、结构的增加以及

对高精准控制的需求, 传统利用线性模型近似描述

非线性过程的方法已经不能满足人们对辨识精度的

要求. 非线性系统辨识日益成为辨识主要研究方向[4−5].

由于非线性模型的复杂性、多样性以及模型自身和

数据的不确定性, 使得非线性系统辨识异常复杂,
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成为一个开放性问题[6]. 本文针对非线性系统辨识

过程中数据不确定、模型不确定的问题, 采用贝叶

斯学习方法, 提出基于随机变分贝叶斯的一类非线

性系统辨识方法, 在提高模型辨识精度情况下, 显
著减少了算法的计算量, 为非线性系统辨识提供了

一种全新的思路.
对于非线性系统的辨识, 首要问题是选择合适

的非线性模型对系统的动态过程进行描述. 一般而

言, 并不存在一种通用的非线性模型能够描述所有

的非线性过程, 而过于复杂的模型会显著增加后续

参数估计的复杂度, 因此选择一个合适的非线性模

型来描述非线性过程则至关重要. 常见的用于描述

非线性过程的模型包括: 非线性状态空间模型[7]、非

线性自回归滑动平均模型 [ 8 ] 和模块化结构模型

(Block-oriented model)等[9−10]. 在这些模型中, 模块

化结构模型具有简单易实现等优点, 其中包括维纳

(Wiener)结构、Hammerstein结构以及Wiener-
Hammerstein结构等[11]. 维纳模型是其中的一类基

础模型, 已经成功用于描述 pH中和过程[12]、蒸馏塔[13]

和通信系统等过程[14], 一些文献表明, 它可以用于

几乎任何非线性系统[15]. 因此, 本文选择这一基础

模型, 研究非线性过程的辨识.

en

wn

xn

维纳模型的结构示意图如图 1所示, 其由动态

线性部分和静态非线性部分组成. 如前所述, 数据

不确定性带来的噪声处理是系统辨识的永恒主题.
目前大部分的维纳过程辨识集中在系统测量噪声

(如图 1中  所示)的处理, 而忽略过程噪声 (如图 1
中  所示)对辨识的影响. 在实际过程中, 中间变

量  也可能受到噪声的干扰; 同时, 在模型中增加

过程噪声, 可以提高描述的准确性. 针对维纳模型,
Hagenblad等[15] 指出, 当测量噪声和过程噪声都存

在时, 一些现有的方法无法准确估计出模型参数;
另一方面, 现有的大部分维纳系统辨识中, 均利用

高斯模型描述测量噪声. 实际上, 在测量过程中由

于传感器异常等原因, 数据可能受到较大扰动, 产
生异常数据 (奇异点). 此时, 高斯模型不能准确描

述数据奇异现象. 数据奇异现象下的系统辨识, 近
年来受到广泛关注[16], 但在维纳系统的辨识过程中

考虑并不多, 本文在后续内容中将充分讨论这一问题.
在对维纳模型的研究方法中, 预测误差方法

(Prediction error method, PEM)[17−19] 使用最为广

泛, 它通过最小化预测误差拟合输入输出数据, 从
而得到系统模型. 该方法原理简单, 是系统辨识的

标准方法, 但是在模型噪声较大且出现奇异值的情

况下, 该方法很难得到满意的参数估计效果. 极大

似然估计 (Maximization likelihood estimation,
MLE)[15] 是另一种系统辨识经典方法, 它通过最大

化似然函数获得参数的无偏估计, 是处理强噪声情

况下参数估计的有效手段. 文献 [15]提出维纳模型

的极大似然估计方法. 利用传统的 MLE方法进行

非线性系统辨识, 由于需要直接计算似然函数, 大
量的指数运算和积分运算使得辨识计算量较大; 而
在具有隐变量不能直接计算似然函数的情况下, 传
统的 MLE也不能用于参数估计. 在 MLE方法不

能使用的情况下, EM (Expectation-maximiza-
tion)算法通过直接计算隐变量 (除观测值外, 所有

参数都可以看作隐变量) 的后验分布来极大化全概

率似然函数, 从而达到参数估计的目的. 然而, 由于

模型中的非线性环节, 很难直接计算隐变量的后验

分布, 使得 EM算法不能直接用于维纳系统的辨识.
针对此问题, Liu等在文献 [20]中提出基于变分贝

叶斯期望最大化 (Variational Bayesian expecta-
tion-maximization, VBEM)的维纳模型辨识方法.
该方法利用变分推断结合重要性采样技术近似求解

隐变量的后验分布, 然后通过极大化全概率似然函

数估计模型参数. 该方法是非线性系统辨识领域的

首次应用, 极大提高了含奇异数据和过程噪声情况

下的维纳模型辨识精度. 然而, 由于使用重要性采

样技术且需要对每个隐变量都进行变分推断, 使得

该方法计算量大, 不适合大规模数据下的系统辨识.
基于上述方法的局限性, 本文提出随机变分贝

叶斯推断 (Stochastic variational Bayesian infer-
ence, SVBI)的方法来解决存在过程噪声、奇异点

及参数不确定情况下的维纳模型辨识问题. 区别于

文献 [20]提出的 VBEM算法, 本文利用随机优化

思想, 采用自然梯度下降的方法对模型参数进行更

新. 因为使用随机梯度下降方法, 在迭代中只要知

道梯度期望值即可保证梯度下降的收敛性, 因此,
在隐变量独立的假设下, 只需要部分隐变量信息即

可对模型信息进行更新, 从而显著降低变分推理的

计算量. 据作者所知, 这是本方法在系统辨识领域

的首次应用. 本文认为该方法是基于贝叶斯学习的

系统辨识的重要进展, 为非线性系统辨识提供了一

个新的思路. 本文通过一个仿真实例详细分析该方

法在辨识准确率和计算时间成本上的优势; 通过一

个非线性电路辨识的 Benchmark问题验证该方法

在实际数据上的应用, 结果表明本文提出的方法在

提高辨识准确度和计算效率方面均具有较大优势. 
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图 1    维纳模型结构示意图

Fig. 1    The structure of Wiener model
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1    问题描述
 

1.1    系统模型

un yn

en xn

wn f(xn)

本文考虑的维纳模型如图 1所示, 其结构如式

(1)所示. 其中,   为系统输入变量,   为系统输

出变量并受到测量噪声  的干扰,   为中间不可

测变量, 并受到过程噪声  的干扰,   为系统

的非线性部分. 
x0
n = G(q)un

xn = x0
n + wn

yn = f(xn) + en

(1)

G(q)其中,   为输入传递函数, 表示为

G(q) =
b0 + b1q

−1 + · · ·+ bnb
q−nb

1 + a1q−1 + · · ·+ anaq
−na

(2)

na nb

ai, bj (i = 0, · · · , na, j = 0, · · · , nb)

其中,    和   分别代表模型输出和输入的阶数,
 为系数.

为方便后面利用贝叶斯学习进行辨识, 首先将

输入传递函数转换成一个有限脉冲响应模型 (Fi-
nity impluse response, FIR), 即

x0
n = (θ0 + θ1z

−1 + · · ·+ θLz
−L)un (3)

z L其中,   表示移位算子,   为 FIR模型的阶数, 当 FIR
模型中的阶数足够高时, 其可以用来准确近似传递

函数模型. FIR模型中的参数可以通过下式得到[21]:
θ0 = b0

θj = bj −
j−1∑
l=0

aj−lθl, j = 1, 2, · · · , L
(4)

G(q)

Θ = [θ0, θ1, θ2, · · · , θL]T

基于这一变换, 可以使用式 (3)来描述系统的

输入动态过程, 从而将对  的辨识转换为对参数

 的辨识.
典型地, 对于系统的非线性动态环节, 用一组

非线性基函数的线性组合来表示

f(xn) =

M∑
i=0

λifi(xn) (5)

M fi(·)

Λ = [λ0, λ1, λ2, · · · , λM ]T

其中,   表示非线性基函数的数量,   是非线性

基函数. 在给定非线性基函数条件下对系统非线性

动态环节的辨识可以转换为对各非线性基函数系数

 的辨识.

wn

δw

en

δe v t

考虑到维纳模型中的测量噪声以及过程噪声,
假设两种噪声相互独立. 将过程噪声  假设为均

值为 0、精度为  的高斯分布; 为准确描述测量数

据中的奇异值, 将测量噪声  假设为均值为 0、精
度为  、自由度为  的学生  分布[22], 即

{
p(wn|δw) = N(wn|0, δ−1

w )

p(en|δe, v) = st(en|0, δ−1
e , v)

(6)

st t其中,   表示学生  分布, 其可以表示为[23]

p(en|δe, v) =
∫

N
(
0,

1

λern

)
g(rn|v)drn (7)

rn其中,   为缩放比例因子并且服从伽马分布, 即

g(rn|v) = G
(
rn|

v

2
,
v

2

)
(8)

G Θ Λ

δw δe

其中,   表示伽马分布, 假设参数  和  的先验分

布服从高斯−伽马分布, 参数  和  的先验分布服

从伽马分布, 即
p(Θ|α) = N(Θ|0, α−1I)G(α|a0, b0)

p(Λ|α) = N(Λ|0, α−1I)G(α|a0, b0)
p(δw|a0, b0) = G(δw|a0, b0)
p(δe|a0b0) = G(δe|a0, b0)

(9)

α−1 Θ Λ I

Θ Λ a0

b0

其中,   为参数  和  的协方差对角线元素;  
是与参数  和  具有相同维度的单位矩阵;   和

 表示系统的超参数, 为常量.
由于参数的相互独立性, 其联合先验分布可以

表示为

p(Θ, Λ, δw, δe, α) =

p(Θ|α)p(Λ|α)p(δw|a0, b0)p(δe|a0b0) (10)

u1:N = {u1, u2, · · · , uN}
y1:N = {y1, y2, · · · , yN}

令   为系统输入数据 ,
   为系统观测数据. 本文利用

MLE方法进行系统辨识, 对参数的估计转化为如

下的优化问题:(
Θ̂, Λ̂, δ̂w, δ̂e, α̂, v̂

)
= arg max

Θ,Λ, δw, δe, α, v
p(y1:N )

(11)

Θ Λ

δw wn δe

en v en

其中,   为动态线性环节的参数,   为静态非线性

环节的参数,   为过程噪声  的精度,   为过程

噪声  的精度,   为过程噪声  的自由度, 且所有

参数均属于不同形式的指数族分布 (式 (8) 和式

(9)). 由于系统的非线性以及隐变量的引入, 很难直

接计算观测数据的似然函数, 鉴于此, 本文利用变

分贝叶斯方法求解上述优化问题. 

1.2    VBEM 方法

x1:N =

{x1, x2, · · · , xN} r1:N = {r1, r2, · · · , rN}
Y = {y1:N}

X = {x1:N , r1:N} Z = {Θ, Λ, δw,

δe, α} V = {v}

VBEM方法用于对系统参数和隐变量的真实

后验分布进行估计, 得到变分后验分布. 令 

,  . 在本文所

考虑到的维纳模型中, 记   为观测数据,
 为局部隐变量 ,    

 为全局隐变量,   为结构参数集. 在给
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p(Y|V)
定结构参数的情况下, 得到观测数据的概率密度函

数 , 根据贝叶斯的规则, 有

p(Y|V) = p(Y, X , Z|V)
p(X , Z|Y, V)

其似然函数的对数形式为

ln p(Y|V) = ln
∫

q(X , Z|V)p(Y|V)dXdZ =∫
q(X , Z|V) ln p(Y|V)dXdZ =

L(q) +KL(q||p)

q(X , Z|V) L(q)
ln p(Y|V)
其中 ,     为任意概率密度函数 ,     为

 的下界函数, 表示为

L(q) =
∫

q(X , Z|V) ln p(Y, X , Z|V)
q(X , Z|V)

dXdZ

KL(q||p) q(X , Z|V) p(X , Z|Y, V) KL  为    和   之间的 

(Kullback-Leibler)散度, 表示为

KL(q||p) =
∫

q(X , Z|V) ln q(X , Z|V)
p(X , Z|Y, V)

dXdZ

KL(q||p) ≥ 0 q(X , Z|V)
p(X , Z|Y, V) KL(q||p) = 0

L(q)
L(q) q(X , Z|V)

q(X , Z|V)
L(q)

已知 , 且仅当   等于真实后

验分布  时, 有 , 此时变分

下界  有最大值. 因此, VBEM方法通过使用变分

方法极大化下界函数  来求解后验分布 .
然而, 在非线性情况下, 由于真实后验分布往往是

不可解析且不能直接计算, VBEM方法通过迭代更

新让变分后验分布  逐渐接近于真实后验

分布, 达到极大化下界函数  的目的. 根据平均

场理论, 在各隐变量互相独立的基础上, 有

q(X , Z|V) = q(X|V)q(Z|V) (12)

k

k − 1 Vk−1 = {v}
X = {x1:N , r1:N} Z = {Θ, Λ, δw, δe, α}

L(q)
k

L(q)

q(X , Z|V)
p(X , Z|Y, V)

VBEM算法是在贝叶斯定理的基础上, 对 EM
算法的重要发展, 与 EM算法类似, 也包括 E步和

M 步 [20]. 对于第   次迭代, VB-E 步, 通过固定第

 次迭代得到的结构参数集 , 对隐变

量   和     的后

验分布进行更新, 最大化下界函数 ; VB-M步,
基于 E步中估计得到的隐变量, 对第  次迭代的结

构参数集进行更新, 最大化下界函数 . E步和

M步不断迭代直至算法收敛, 此时获得的隐变量的

变分后验分布  可以近似等效为其真实后

验分布 .
k

L(q)

具体地, 对于第  次迭代, 在 VB-E步骤中, 根
据变分方法[17], 针对某一特定变量 (其他变量固定),
下界  在如下更新方式下取得极大值:

q(X ) q(Z)通过关于  和  的完全分解并逐步更新

实现最大化, 隐变量的变分后验分布的更新形式为

q(Xj, n) =
exp

[
Eq(Z)q(X−j)q(Xj,−n) ln p(·)

]∫
exp

[
Eq(Z)q(X−j)q(Xj,−n) ln p(·)

]
dXj, n

(13)

q(Zm) =
exp

[
Eq(X )q(Z−m) ln p(·)

]∫
exp

[
Eq(X )q(Z−m) ln p(·)

]
dZm

(14)

Xj j j ∈ [1, 2] X−j =

{X \ Xj} Xj,−n = {Xj \ Xj, n} Zm m

Z−m = {Z \ Zm} Eq(·)(·) q(·)
ln p(·) ln p(Y, X , Z|Vk−1)

其中,   表示第  类局部隐变量,  ,  
,   ,    表示第   个全

局隐变量,  ,   表示关于 

的期望运算,   表示 .
L(q)在 VB-M步骤中, 下界  表示为∫

q(X , Z|Vk−1) ln
p(Y, X , Z|Vk)

q(X , Z|Vk−1)
dXdZ

q(X , Z|Vk−1)

L(q) Vk

其中,   表示 VB-E步中获得的变分后

验分布, 此时下界  通过调整  来最大化, 即

Vk = argmax
Vk

L(q)

L(q) p(Y, X , Z|V)下界   中的联合概率分布为  ,
在后文推理中和迭代中需要多次使用, 根据链式法

则, 对于本文所考虑到的维纳模型, 其全概率似然

函数可以表示为

p(Y, X , Z|V) =
p(y1:N , x1:N , r1:N , Θ, Λ, δw, δe, α|v) =
N∏

n=1

p(yn|xn, rn, Λ, δe, v)

N∏
n=1

p(xn|Θ, δw) ×

N∏
n=1

p(rn|v)p(Θ, Λ|α)p(δw)p(δe)p(α)

上述方法中, 在对模型参数 (全局隐变量)的后

验分布进行更新时, 需要所有局部变量的后验分布

信息 (式 (14)). 由于非线性的存在, 对局部隐变量

的后验分布更新需要采用随机采样方法, 这使得对

全局变量的更新需要很大的计算量, 限制了该方法

在大规模样本下的应用. 鉴于此, 本文在下文中提

出使用随机变分推理方法对模型参数进行更新, 将
显著降低辨识的计算量. 

2    维纳模型的随机变分贝叶斯学习
 

2.1    随机变分贝叶斯推理

L(q)

如前所述, 如果利用传统 VBEM算法对提出

的模型进行参数估计, 面临计算量大的问题. 针对

此问题, 本文提出利用随机优化的方法求解提出的

辨识问题. 为此, 首先重新改写变分推理中的下界

函数 (目标函数) , 即
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L(q) =
∫

q(X , Z|V) ln p(Z|Y, X , V)
q(X , Z|V)

dXdZ + const

const L(q) q(Z|V) =
p(Z|Y, X , V) q(Z|V)

p(Z|Y, X , V)

其中,    表示常数项. 易知    在   

 时取得最大值, 因此  与全条件

分布  具有相同的分布形式.

Z = {Θ, Λ, δw, δe, α}考虑全局隐变量集  , 前

文所描述的各全局隐变量的先验分布均为指数族分

布, 不失一般性, 可以表示为

p(Zm) = h(Zm) exp
{
ΩTt(Zm)− ag(Ω)

}
Zm m h(·)

Ω ag(·) t(·)
其中,   表示第  个全局隐变量,   为基础度量

值,   为自然参数,   为对数归一化因子,   为

充分统计量[23].

根据过程噪声、测量噪声的概率分布信息 (均

为指数族分布), 可以得到

p(Y, X|Zm) = p(Y|X , Zm)p(X|Zm) =

h(Y, X ) exp
{
ZT

mt(Y, X )−Nal(Zm)
}
=

h(Y, X ) exp
{
[t(Y, X ), N ][ZT

m, −al(Zm)]T
}

通过选择合适的先验分布, 在似然函数与先验

分布均为指数族分布形式情况下, 可以使全条件分

布与先验分布共轭, 即

p(Zm|Y, X , Ω) =

h(Zm) exp
{
ηTg (Y, X , Ω)t(Zm) −

ag
(
ηg(Y, X , Ω)

)}
其中

ηTg (Y, X , Ω) = ΩT + [t(Y, X ), N ] =

ΩT +

N∑
i=1

[
t(Yi, Xi), 1

]
根据此结论, 各隐变量后验分布的形式均已知,

将对隐变量后验分布的推理转换成后验分布参数的

推理. 在各隐变量相互独立的假设基础上, 各隐变

量的变分后验分布由相应的参数来控制, 于是式

(12)写为

q(X , Z|V) =
2∏

j=1

N∏
n=1

q(Xj, n|ϕj, n, V)
M∏

m=1

q(Zm|βm, V)

ϕj, n j n

βm m

q(Zm|βm, V)

其中, 局部变分参数  控制第  类的第  个局部

隐变量的分布, 全局变分参数  控制第  个全局

隐变量的分布. 在上述假设下,   具有如

下形式:

q(Zm|βm, V) =

h(Zm) exp
{
βTmt(Zm)− ag(βm)

}
=

h(Zm) exp
{
ηTg (Y, X , Ω)t(Zm) −

ag
(
ηg(Y, X , Ω)

)}
(15)

L(q) βm则下界函数  关于  的表达式为

L(βm) = Eq [ln p(Zm|Y, X , Ω)]−

Eq [q(Zm|βm, V)] + const =

ET
q [ηg(Y, X , Ω)]∇βm

ag(βm) −

βTm∇βm
ag(βm) + ag(βm) + const (16)

const q(Zm|βm, V)其中,   包含其他与  无关的项.

βm

L(βm)

至此, 本文将下界函数写成关于隐变量后验分

布参数的表达式. 此时, 可以通过更新参数  求解

后验分布. 为减少更新过程的计算量, 本文采用随

机优化方法对  进行更新.

L(βm)

L(βm)

L(βm)

对于下界函数 , 由于参数的变化而引起

的概率分布的变化量并不适合用欧氏距离来表征,
使用经典梯度下降方法收敛速度很慢. 针对上述问

题, 本文使用  的自然梯度信息对其进行最大

化.   的自然梯度定义为[24−25]

∇̂βm
L(βm) = G−1(βm)∇βm

L(βm) (17)

G(βm) q(Zm)其中,   为  的 Fisher信息矩阵, 定义为[25]

G(βm) = Eq

[(
∇βm

ln q(Zm|βm, V)
)
×(

∇βm
ln q(Zm|βm, V)

)T]
=

Eq

[(
t(βm)− Eq [t(βm)]

)
×(

t(βm)− Eq [t(βm)]
)T]

=

∇2
βm

ag(βm)

∇βmL(βm) L(βm) βm   为    关于    的经典梯度, 根据式

(16), 计算为[23]

∇βm
L(βm) =

∇2
βm

ag(βm)(Eq

[
ηTg (Y, X , Ω)

]
− βm)

L(βm) βm于是, 下界函数  关于   自然梯度为

∇̂ βm
L(βm) = G−1(βm)∇βm

L(βm) =

Eq [ηg(Y, X , Ω)]− βm =[
ΩT +

N∑
i=1

[
Eq[t(Yi, Xi)], 1

]]T
− βm (18)

k根据梯度下降法, 在第  次迭代时, 全局变分参数
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βm 的更新为[26]

β(k)
m = β(k−1)

m + ρk∇̂ βm
L(β(k−1)

m ) (19)

ρk
∑

ρk = ∞
∑

ρ2k < ∞
ρk = (k + τ)

−γ ≤ 1 k

k γ

τ ≥ 0

其中,   为步长, 满足 ,   [26]. 为

提高算法的速度, 本文取 ,   表

示第  个迭代时刻,   表示遗忘率, 用来控制旧信

息遗忘的速率, 延迟因子为 .

L(βm)

在本文的全局参数变分推理中, 下界函数的自

然梯度包含一个多项式求和 (如式 (18)所示), 该多

项式每一项与一个数据点对应. 全局参数真实梯度

信息的计算量与采样点数量成正比, 那么在大规模

数据情况下, 其自然梯度的计算量将显著增加. 针

对上述问题, 随机优化的思想是利用部分数据点信

息计算梯度的期望, 而不直接计算真实梯度, 从而

显著降低计算复杂度. 根据随机优化的思想[27], 在

利用式 (19)最大化  时, 其收敛条件为

∇̂ βm
L(βm) = Eq

[
∇̂ βm

L̄(βm)
]

(20)

1 ∼ N

L(βm) βm

换言之, 只要计算下界函数自然梯度的期望即

可完成参数的更新. 针对式 (3)描述的维纳过程, 假
设样本之间互相独立, 且数据样本服从  上的

均匀分布[28]. 根据式 (18),   关于  的自然梯

度期望为

Eq

[
∇̂ βm

L̄(β(k−1)
m )

]
=

Ω+
N

Z

Z∑
Iz=1

[
Eq[t(YIz , XIz )], 1

]T
− β(k−1)

m (21)

Iz ∼ U(1, N) Z其中,  , 通过均匀采样得到,   表示采

βm

样次数. 在此情况下, 根据文献 [26], 全局变分参数

 的更新方式为

β(k)
m = β(k−1)

m + ρkEq

[
∇̂ βm

L̄(β(k−1)
m )

]
(22)

Z = 1

1/N

从式 (22)中可以看出, 利用随机优化方法, 全

局变分参数的更新只与若干个局部变量的信息有

关, 极端情况下, 当  时, 全局变分参数的更新

的计算量是原来的 , 将极大地降低全局隐变量

更新的计算量. 该方法有效地克服了非线性情况下

全局隐变量后验分布更新计算量大的缺点. 第 2.3

节将介绍利用该方法更新维纳模型的模型参数. 

2.2    收敛性分析

k

Vk−1 qk−1

L(qk−1, Vk−1).

L(qk−1, Vk−1) KL(qk−1,

Vk−1). KL(·) ≥ 0, KL(·)

根据 SVBI的思路, 在第  次迭代时刻, 首先固

定 , 依次更新各隐变量的变分后验分布 ,

从而最大化下界函数   在最大化过程

中各个隐变量的后验分布互相独立, 因此对于下界

函数  的最大化等价于最小化 

  而又已知   当  最小化时, 有

qk = argmax
qk−1

L(qk−1, Vk−1)

KL(qk, Vk−1) ≤ KL(qk−1, Vk−1)

Vk−1 qk(Zm)

L(q)

在这一步骤中, 通过固定  来更新 ,

图 2为迭代更新示意图, 注意到每更新一个隐变量

之后会使得下界函数  增大, 即

L(qk(Z2), Vk−1) > L(qk(Z1), Vk−1)

L(qk(Zm), Vk−1) > L(qk(Zm−1), Vk−1)

 

ln p(|k)

ln p(|k−1)

…

…

KL(qk(), k)

KL(qk−1(), k−1)

qk(m)qk(2)qk(1)

(qk−1(), k−1)
(qk(), k−1)

(qk(2), k−1)

(qk(m), k−1)

(qk(), k)

k

 

图 2    SVBI中目标函数的更新示意图

Fig. 2    The update process of the objective function in SVBI
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qk

Vk−1 L(qk, Vk−1)

Vk−1 ln p(Y|Vk−1)

KL(qk, Vk) ≥ KL(qk, Vk−1)

在下一步骤中, 固定前一步骤更新所得到的各

个隐变量对应的变分后验分布  , 更新结构参数

, 从而继续最大化下界函数 . 此时

如果  发生变换, 对数似然函数  将

会发生变化, 且有 , 这

一过程可以描述为

Vk = argmax
Vk−1

L(qk, Vk−1)

KL(qk, Vk) ≥ KL(qk, Vk−1)

L(qk−1, Vk−1)

L(qk−1,

Vk−1)

qk−1 L(qk−1, Vk−1)

L(qk,
Vk−1) Vk−1

ln p(Y|Vk) ≥ ln p(Y|Vk−1)

ln p(Y)

图 2 同样描述了这一过程. 在 SVBI 框架中,
通过最大化似然函数下界 , 实现似然

函数的最大化. 在每一次迭代中, 下界函数 

 通过两个步骤进行最大化. 在步骤 1中, 通过

更新  来最大化下界 , 此时似然函

数不会发生改变; 在步骤 2 中新的下界函数 

 通过  的更新而最大化, 在这一步中似然

函数增加, 可以证明     (如

图 2所示). 每次迭代都基于以上两个步骤, 保证下

界逐渐增加, 直至收敛于 . 

2.3    基于 SVBI 的模型参数辨识
 

q(Θ) q(Λ)2.3.1      和  更新

q(Θ)根据前文所述, 变分后验分布  的形式为

q(Θ) ∝ p(Y, X|Θ)p(Θ) ∝
N∏

n=1

p(xn|Θ, δw)p(Θ|α)

其中,

p(xn|Θ, δw) =

√
δw√
2π

exp
{
−δw

2
(xn − x0

n)
2
}

=

√
δw√
2π

exp
{[

δwxnU
T
n , −

1

2
δwφ

T (Un)
]
×

[
Θ

φ(Θ)

]
− 1

2
δwx

2
n

}

p(Θ|α) = (
√
α)

L(√
2π
)L exp

{
−α

2
ΘTΘ

}
=

(
√
α)

L(√
2π
)L exp

{[
0, −1

2
φT (αI)

] [
Θ

φ(Θ)

]}
φ (Un) = 2dvec(UnU

T
n )− dvec

(
sdiag(Un)

)
φ(Θ)=dvec(ΘΘT), φ (αI)=dvec(αI). dvec(·)

sdiag(·)

其中 ,    ,

     其中,  

定义为矩阵向量化操作,   定义为向量对角

矩阵化操作, 具体形式见附录 A和附录 B.
于是得到:

p(Y, X|Θ)p(Θ) ∝
N∏

n=1

p(xn|Θ, δw)p(Θ|α) ∝

exp
{[

δw

N∑
n=1

xnU
T
n ,

− 1

2
δw

N∑
n=1

φT (Un)−
1

2
φT (αI)

] [
Θ

φ(Θ)

]}
q(Θ)因此,   属于高斯分布, 即

q(Θ) ∝ exp
{
βTΘ

[
Θ

φ(Θ)

]}
βΘ Θ其中,   表示全局隐变量  对应的全局变分参数.
q(Θ)

k βΘ

将  代入下界函数, 根据式 (21), 可以得到

下界函数在第  次迭代关于全局变分参数  的自

然梯度估计值为

∇̂ L(β(k−1)
Θ ) =

[
N

Z

Z∑
Iz=1

[
⟨δw⟩⟨xIz ⟩UT

Iz

]
,

N

Z

Z∑
Iz=1

[ ⟨δw⟩
2

φT (UIz )
]
+

1

2
φT (⟨α⟩I)

]T
− β

(k−1)
Θ (23)

⟨·⟩ Θ

βΘ

其中,   表示期望运算. 此时, 全局隐变量  对应

的全局变分参数  按照式 (22)进行更新, 即

β
(k)
Θ = β

(k−1)
Θ + ρk∇̂ L(β(k−1)

Θ ) (24)

Θ k按照高斯分布性质, 得到全局隐变量  在第 

次迭代时的期望和方差, 即var(Θ) = idvec−1
(
2β

(k)
Θ (L+ 1 : end)

)
⟨Θ⟩ = β

(k)
Θ (1 : L)var(Θ)

(25)

β
(k)
m (i) β

(k)
m i idvec(·)
end

其中,   表示  的第  个元素,   定义

为向量矩阵化操作,   表示向量最后一个元素的

索引, 向量矩阵化操作见附录 C.
q(Λ) k

βΘ

同样地, 对于 , 可以得到下界函数在第 

次迭代关于全局变分参数  的自然梯度估计值为

∇̂ L(β(k−1)
Λ ) =

[
N

Z

Z∑
Iz=1

[
⟨rIz ⟩⟨δe⟩yIz ⟨F T(xIz )⟩

]
,

N

Z

Z∑
Iz=1

[ ⟨rIz ⟩⟨δw⟩
2

⟨φT(F (xIz )
)
⟩
]
+

1

2
φT (⟨α⟩I)

]T
− β

(k−1)
Λ (26)

其中,

φ(F (xIz )) = 2dvec((F (xIz ))(F
T(xIz ))) −

dvec(sdiag((F (xIz ))))
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Λ βΛ此时, 全局隐变量   对应的全局变分参数  

按照式 (22)进行更新, 即

β
(k)
Λ = β

(k−1)
Λ + ρk∇̂ L(β(k−1)

Λ ) (27)

Λ k按照高斯分布性质, 得到全局隐变量  在第 

次迭代时的期望和方差, 即var(Λ) = idvec−1
(
2β

(k)
Λ (M + 1 : end)

)
⟨Λ⟩ = β

(k)
Λ (1 : M)var(Λ)

(28)

 

q(δw) q(δe)2.3.2      和  更新

q(δw)变分后验分布  的形式为

q(δw) ∝ p(Y, X|δw)p(δw) ∝
N∏

n=1

p(xn|Θ, δw)p(δw|a0, b0) ∝

exp
{[

a0 +
N

2
− 1,

− 1

2

N∑
n=1

(x2
n − 2xnΘ

TUn +

ΘTUnΘ
TUn)− b0

] [
ln δw
δw

]}
q(δw)因此,   属于伽马分布, 即

q(δw) ∝ exp
{
βTδw

[ln δw
δw

]}
βδw δw其中,   表示全局隐变量  对应的全局变分参数.
q(δw)

k βδw

将  代入下界函数, 根据式 (21), 可以得到

下界函数在第  次迭代关于全局变分参数  的自

然梯度估计值为:

∇̂ L(β(k−1)
δw

) =

[
a0 +

N

2
− 1,

N

2Z

Z∑
Iz=1

[
⟨ΘTUIzΘ

TUIz ⟩+ ⟨x2
Iz ⟩ −

2⟨xIz ⟩⟨Θ
TUIz ⟩

]
+ b0

]T
− β

(k−1)
δw

(29)

δw βδw此时, 全局隐变量  对应的全局变分参数 

按照式 (22)进行更新, 即

β
(k)
δw

= β
(k−1)
δw

+ ρk∇̂ L(β(k−1)
δw

) (30)

δw k按照伽马分布性质, 得到全局隐变量  在第 

次迭代时的期望和方差, 即

⟨δw⟩ =
β
(k)
δw

(1) + 1

β
(k)
δw

(2)
, var(δw) =

⟨δw⟩
β
(k)
δw

(2)
(31)

q(δe) k同样地, 对于 , 可以得到下界函数在第 

βδe次迭代关于全局变分参数  的自然梯度估计值为

∇̂ L(β(k−1)
δe

) =

[
a0 +

N

2
− 1,

N

2Z

Z∑
Iz=1

⟨rIz ⟩[y2Iz − 2yIz ⟨Λ⟩T⟨F (xIz )⟩ +

⟨ΛTF (xIz )Λ
TF (xIz )⟩] + b0

]T
− β

(k−1)
δe

(32)

δe βδe此时, 全局隐变量  对应的全局变分参数 

按照式 (22)进行更新, 即

β
(k)
δe

= β
(k−1)
δe

+ ρk∇̂ L(β(k−1)
δe

) (33)

δe k按照伽马分布性质, 得到全局隐变量  在第 

次迭代时的期望和方差, 即

⟨δe⟩ =
β
(k)
δe

(1) + 1

β
(k)
δe

(2)
, var(δe) =

⟨δe⟩
β
(k)
δe

(2)
(34)

 

q(α)2.3.3      更新

q(α)变分后验分布  的形式为

q(α) ∝ p(Θ, Λ|α)p(α|a0, b0) ∝

exp
{[

1

2
(L+M + 2) + a0 − 1,

1

2
[ΘT, ΛT]I

[
Θ
Λ

]
+ b0I

][
lnα
α

]}
q(α)因此,   属于伽马分布, 即

q(α) ∝ exp
{
βTα

[
lnα
α

]}
βα α其中,   表示全局隐变量  对应的全局变分参数.
q(α)

k βα

将  代入下界函数, 根据式 (21), 可以得到

下界函数在第  次迭代关于全局变分参数  的自

然梯度估计值为

∇̂ L(β(k−1)
α ) =

[
1

2
(L+M + 2) + a0 − 1,

1

2
[ΘT, ΛT]I

[
Θ
Λ

]
+ b0I

]T
−β(k−1)

α (35)

α βα此时, 全局隐变量  对应的全局变分参数  按

照式 (22)进行更新, 即

β(k)
α = β(k−1)

α + ρk∇̂ L(β(k−1)
α ) (36)

α k按照伽马分布性质, 得到全局隐变量  在第 

次迭代时的期望和方差, 即

⟨α⟩ = β
(k)
α (1) + 1

β
(k)
α (2)

, var(α) =
⟨α⟩

β
(k)
α (2)

(37)

不难发现在对全局隐变量的变分后验分布进行
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X = {x1:N , r1:N}
更新时会使用到局部隐变量的信息, 在此我们给出

局部隐变量  变分后验分布的更新

方式.
 

q(xn)2.3.4      更新

x1:N xn, n ∈ (1, N)

qk(x1:N ) =
∏N

n=1 q
k
n(xn) n

x−n = {x1, · · · , xn−1, xn+1, · · · , xN}
xn p(yn|xn, rn, Λ, δe, v) p(xn|Θ,

δw),

对于  中每个  互相独立, 有

, 不失一般性, 考虑第  个数

据点, 记 . 考虑

与  有关的项为   和  

 其对数概率分布为

ln p(yn|xn, rn, Λ, δe, v) =

ln

√
rnδe√
2π

− rnδe
2

(
yn −

M∑
i=0

λifi(xn)
)2

(38)

和

ln p(xn|Θ, δw) = ln

√
δw√
2π

− δw
2
(xn − x0

n)
2

(39)

将式 (38)和式 (39)代入式 (13), 有

qk(xn) =
exp [B(xn)]∫
exp [B(xn)] dxn

(40)

其中

B(xn) = Eq(x−n)q(Z)

[
ln p(yn|xn, rn, Λ, δe, v) +

ln p(xn|Θ, δw)

]
= −⟨rn⟩⟨δe⟩

2(
F T(xn)⟨ΛΛT⟩F (xn)− 2yn⟨Λ⟩TF (xn)

)
−

⟨δw⟩
2

(x2
n − 2xn⟨Θ⟩TUn) + const

F (xn) = [f0(xn), · · · , fM (xn)]
T

Un = [un,

un−1, · · · , un−L]
T ⟨ΛΛT⟩ = ⟨Λ⟩⟨Λ⟩T + var (Λ)

Λ

其中 ,    ,    

,   , 为

全局隐变量  的协方差.
qk(xn)

qk(xn)

xn p̃n(xn)

由于参数的非线性, 无法直接得到  的解

析形式, 故使用重要性采样[17] 的方法来近似 .

假设已知  的分布, 由  表示, 则对于式 (40)

的分母项, 可将其近似为∫
exp [B(xn)] dxn ≈ 1

C

C∑
c=1

exp [B(xn, c)]

p̃n(xn, c)

p̃n(xn)

qk(xn) p̃n(xn) = N (µ̃n, σ̃n)

选择一个合适的分布   对于计算上式积

分十分重要, 直接影响计算的精度, 为了更好地近

似 , 本文选择 , 其中

µ̃n = argmax
xn

B(xn), σ̃n = ⟨δw⟩−1

qk(xn, c)记近似概率密度函数为 , 有

qk(xn, c) =
exp [B(xn, c)]

p̃n(xn, c)

(
C∑

c=1

exp [B(xn, c)]

p̃n(xn, c)

)−1

(41)

qk(xn)故  可以表示为

qk(xn) ≈
C∑

c=1

δ(xn − xn, c)q
k(xn, c) (42)

δ(·) δ

xn k

其中,   表示  -函数. 至此, 可以得到局部隐变量

 在第  次迭代时的期望和方差, 即
⟨xn⟩ =

C∑
c=1

xn, cq
k(xn, c)

var(xn) =

C∑
c=1

(xn, c − ⟨xn⟩)qk(xn, c)

(43)

 

q(rn)2.3.5      更新

n rn

p(yn|xn, rn, Λ, δe, v) p(rn|v) p(rn|v)
不失一般性, 考虑第  个数据点, 与  有关的

项为   和  . 其中,   
的对数概率分布为

ln p(rn|v) =
v

2
ln

v

2
− lnΓ

(v
2

)
+
(v
2
− 1
)
ln rn − v

2
rn

(44)

Γ(·)其中,   表示伽马函数.
qk(rn)根据式 (13), 可以得到关于  的变分解的

形式:

qk(rn) ∝ exp
{(

vk−1 + 1

2
− 1

)
ln rn −

⟨δe⟩An + vk−1

2
rn

}
(45)

An其中,   表达式为

An = Eq(xn)q(Λ)

[
(yn −ΛTF (xn))

2

]
=

y2n − 2yn⟨Λ⟩T⟨F (xn)⟩+
M∑
i=0

⟨λ2
i ⟩⟨f2

i (xn)⟩ +

2

M−1∑
i=0

M∑
j=0

⟨λi⟩⟨λj⟩⟨fi(xn)⟩⟨fj(xn)⟩

fi(xn) f2
i (xn)其中,   和  的期望可以表示为

⟨fi(xn)⟩ =
C∑

c=1

fi(xn, c)q
k(xn, c)

⟨f2
i (xn)⟩ =

C∑
c=1

f2
i (xn, c)q

k(xn, c)

qk(rn)易知  服从伽马分布, 即
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qk(rn) = G
(
vk−1 + 1

2
,
⟨δe⟩An + vk−1

2

)
(46)

rn

k

根据伽马分布的性质, 可以得到局部隐变量 

在第  次迭代时的期望和方差, 即
⟨rn⟩ =

vk−1 + 1

⟨δe⟩An + vk−1

var(rn) =
vk−1 + 1

(⟨δe⟩An + vk−1)
2

(47)

 

v(k)2.3.6       更新

vk对数似然函数关于  有关的项可以表示为

ln p(y1:N , x1:N , r1:N , Θ, Λ, δw, δe, α|v) =

vk

2
ln

vk

2
− lnΓ

(
vk

2

)
+

(
vk

2
− 1

)
ln rn − vk

2
rn

(48)

L(vk) vk下界函数  关于  的变分解的形式可以表

示为

L(vk) ∝
(
vk

2
− 1

) N∑
t=1

[
Ψ

(
vk−1 + 1

2

)
−

ln
(
⟨τ2⟩An + vk−1

2

)]
− vk

2

N∑
t=1

⟨rn⟩ +

N
vk

2
ln

vk

2
−N lnΓ(

vk

2
) (49)

Ψ(·) lnΓ(·)其中,   表示  的微分, 可以通过MATLAB
中的 fminbnb函数求解上述单变量优化问题. 

2.4    SVBI 算法更新步骤

k = 1

{x1:N , r1:N , Θ, Λ, δw, δe, α}
{Θ, Λ, δw, δe, α}
a0 b0 v

步骤 1. 设定初始迭代时刻 , 初始化各变

量   的分布以及全局隐

变量  对应的自然参数; 分别设定

超参数  和  以及结构参数  的初始值.
ρk步骤 2. 根据式 (19)适当地设定步长 .

Z

Iz

步骤 3. 从原始数据点均匀分布地采样  个数

据点 .
Iz

q(xIz ) q(rIz )

步骤 4. 根据式 (43)和式 (47)分别计算第  个

数据点对应的局部隐变量  和 .

q(Θ) q(Λ)

步骤 5. 根据式 (24)和式 (27)分别计算全局隐

变量  和  对应的全局变分参数.

q(δw) q(δe)

步骤 6. 根据式 (30)和式 (33)分别计算全局隐

变量  和  对应的全局变分参数.
q(α)步骤 7. 根据式 (36) 计算全局隐变量  对应

的全局变分参数.
vk步骤 8. 根据式 (49)求解优化问题更新 .

L(q)步骤 9. 当下界函数  收敛时停止迭代; 否
则重复执行步骤 2. 

3    实验验证
 

3.1    仿真实验

使用一个数值仿真的实例来说明本文所提出

SVBI方法的有效性, 考虑以下维纳模型:
x0
n =

1
1+ 0.5q−1

un

xn = x0
n + wn

yn = xn + x2
n + en

(50)

wn ∼ N(0, 0.32) en ∼ N(0, 0.32) Λ

Λ = [0, 1, 1]

L = 10 x0
n = ΘTUn

Θ

其中,   ,   , 则   的真

实值为  , 将传递函数根据式 (3) 和式

(4)改写为 FIR模型, 取 , 有 , 可
以得到  的真实值为

Θ = [1, −0.5, 0.25, −0.125, 0.062 5, −0.031 25, · · · ]T
(51)

[−20, −15] ∪ [15, 20]

γ = 0.3 τ = 5

[−2, 2]

θ0 = 1

在仿真之前, 将系统引入 5% 的异常值, 其都

来自于  之间的均匀分布, 设定

遗忘速率 , 延迟因子 . 在实验过程中,
从  的均匀分布中采样 300个数据点作为系统

的激励信号. 为获得唯一解, 对数据进行归一化操

作, 固定线性环节的第一个参数 . 在全局参数

更新时, 分别在每次迭代时随机采样 1个点、5%、
10%、20% 以及全部的局部隐变量来估计下界函数

关于全局隐变量后验分布的分布参数的自然梯度

值, 每次迭代时刻使算法循环 500次, 从而实现对

全局隐变量的更新, 将辨识到的参数集列入表 1.
根据表 1可知本文所提出的 SVBI对所考虑的

维纳模型辨识的有效性, 当每次迭代时刻子采样数

据点的个数增加时, 对模型参数的辨识更加准确,
但相应地会降低算法的速度优势.

Θ

Λ

L(q)

为进一步说明所提出 SVBI方法的有效性, 同
时兼顾模型的准确性和算法的效率, 在每次循环中

随机均匀分布地选择 5% 的局部隐变量进行更新,
图 3为线性环节参数  的前 5个参数以及非线性

环节参数  的收敛情况, 随着迭代次数的增加, 可
以看出各参数逐渐收敛到真值. 图 4 为下界函数

 随着迭代次数增加的收敛情况. 图 5为当系统

存在 5% 的异常值情况下使用本文所提出的 SVBI
方法得到的预测输出, 同时绘出了 PEM 方法和

MLE方法的输出结果, 通过对比表明 SVBI方法对

于参数辨识的有效性.
表 2列出了系统存在不同程度异常值时使用

本文所提出方法对参数的辨识情况. 将本文提出的

SVBI与 VBEM、PEM、MLE方法进行比较, 假设

分别有 5%、10% 的测量值被异常值所影响, 使用

50次蒙特卡洛实验来验证辨识方法的有效性, 将 4
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种方法得到的系统非线性部分的参数列入表 3, 同
时记录不同异常值存在时各方法的平均 CPU时间.

对于 PEM方法, 由于采用简单的优化求解方

法就可以得到模型参数, 计算量很小, 但该方法未

考虑测量噪声对辨识的影响, 在测量数据存在异常

值时的输出预测效果相比于其他两类方法较差 (如
图 5所示), 同时在多次实验中该方法得到的参数

的方差较大, 辨识的鲁棒性不好. SVBI、MLE、VBEM

方法均通过极大化测量值的似然函数辨识模型参

数. 从比较结果来看, 在测量值无异常情况下, 三者

给出的辨识精度相当. 而在存在测量异常时, MLE
算法因为直接计算似然函数, 从表 3可以看出, 若
异常测量占比较大时, MLE已经无法给出正确的

辨识结果. VBEM和 SVBI均能处理测量中的异常

值, 辨识精度也相当, 但是 SVBI的计算时间显著

 
表 1    不同子采样数据点对应的参数辨识情况

Table 1    Identification of parameters corresponding to different sub-sampling data points

⟨θ0⟩ ⟨θ1⟩ ⟨θ2⟩ ⟨θ3⟩ ⟨θ4⟩ ⟨λ0⟩ ⟨λ1⟩ ⟨λ2⟩ 时间 (s)

真实值 1 −0.500 0 0.250 0 −0.125 0 0.062 5 0 1 1 —

采样 1个点 1±0 −0.546 3±0.360 4 0.250 7±0.247 1 −0.244 6±0.265 5 0.035 8±0.288 2 0.543 4±0.418 0 0.662 5±0.290 7 0.380 3±0.218 5 0.600 5

采样 5% 1±0 −0.506 0±0.033 0 0.269 3±0.049 7 −0.125 2±0.032 3 0.063 3±0.032 3 0.090 8±0.270 7 0.987 1±0.148 0 0.910 3±0.124 6 3.182 9

采样 10% 1±0 −0.505 5±0.024 8 0.257 1±0.025 7 −0.134 1±0.025 5 0.059 4±0.025 6 0.063 1±0.050 4 0.968 4±0.049 8 0.949 9±0.045 9 7.740 2

采样 20% 1±0 −0.507 7±0.020 4 0.254 4±0.020 2 −0.128 7±0.028 9 0.065 9±0.029 1 0.057 5±0.054 0 0.981 3±0.051 8 0.957 4±0.045 1 11.462 0 

采样全部 1±0 −0.507 8±0.027 8 0.254 1±0.028 3 −0.129 9±0.027 1 0.068 5±0.024 6 0.077 7±0.072 6 0.943 9±0.118 3 0.925 2±0.132 6 9.077 2
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图 3    辨识参数的收敛状况

Fig. 3    Convergence of identified parameters
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图 4    下界函数的收敛过程

Fig. 4    Convergence process of the lower bound function
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图 5    预测输出与实际输出比较

Fig. 5    Comparison of predicted output with
actual output
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低于 VBEM方法, 该结果验证了本文提出的设想,
表明 SVBI在不降低辨识精度下, 显著降低计算量,
为在线辨识或强实时情况下的系统辨识提供支撑,
解决贝叶斯学习计算量高的问题. 

3.2    Wiener-Benchmark 问题辨识

本节利用提出的方法辨识Wiener-Benchmark
模型. 该模型是一个典型的维纳过程, 由 Schoukens等[14]

提出, 是验证维纳系统辨识的标准模型, 如图 1所
示, 该模型中的静态非线性环节由一个二极管构成,
线性环节由一个切比雪夫滤波器构成, 具体模型描

述可参考文献 [14]. 本文用以下模型来描述此过程:
x0
n = (θ0 + θ1z

−1 + · · ·+ θLz
−L)un

xn = x0
n + wn

f(xn) = c0 + c1xn + c2x
2
n

yn = f(xn) + en

(52)

wn ∼ N(0, Q) en ∼ N(0, R)

L = 35

[θ0, · · · , θ34, c0, c1, c2, Q, R]

其中,  ,  , 为了辨识此模

型并体现出本文所提出方法的有效性, 设定 ,
故有   共 40个参数需要

辨识. 在文献 [14]中, 一共包含了 188 000组数据

点, 其作者建议使用前 100 000个数据点来辨识模

型, 剩下的数据用来测试模型的准确性. 在此, 本文

取 6 000 ~ 7 999时刻以及 6 000 ~ 15 999时刻两

组数据点来辨识模型参数, 使用 150 000 ~ 151 999
时刻共 2 000个数据点来验证模型的有效性.

表 4列出了 SVBI方法辨识到的模型的部分参

数值, 图 6为系统输出预测值与实际值的比较, 结
果表明 SVBI方法得到的辨识参数可以准确地预测

输出值, 证明该方法在此 Benchmark问题上的有

效性. 表 5将提出的方法与 VBEM方法进行比较,
为了比较的公平性, 两种方法辨识的模型结构设置

相同, 且辨识的数据点和模型验证的测试点均相同.
明显地, 本文所提出的 SVBI方法的辨识精度略高

于 VBEM, 且所消耗时间显著低于 VBEM 方法,
为大规模数据下的非线性系统的贝叶斯学习提供了

新的思路. 

4    结束语

本文考虑了存在过程噪声、测量噪声以及参数

不确定情况下的维纳模型的辨识问题, 提出 SVBI
方法, 根据随机优化的思想, 将模型参数分为全局

隐变量和局部隐变量, 通过自然梯度下降方法计算

全局隐变量对应的全局变分参数, 实现对模型信息

的更新. 针对于文献 [20]中所提出的 VBEM方法

的局限性, 本文所提出 SVBI方法只需要部分局部

 
表 2    不同异常值存在时的参数辨识情况

Table 2    Parameter identification when different outliers exist

⟨θ0⟩ ⟨θ1⟩ ⟨θ2⟩ ⟨θ3⟩ ⟨θ4⟩ ⟨θ5⟩ 时间 (s)

真实值 1 −0.500 0 0.250 0 −0.125 0 0.062 5 −0.031 25 —

无异常值 1±0 −0.498 9±0.029 2 0.249 5±0.029 3 −0.125 4±0.022 3 0.061 1±0.025 7 −0.033 8±0.026 2 2.936 9

2% 异常值 1±0 −0.509 7±0.038 9 0.267 2±0.049 7 −0.130 5±0.042 6 0.065 2±0.045 2 −0.029 1±0.049 4 2.948 0

5% 异常值 1±0 −0.506 0±0.033 0 0.269 3±0.049 7 −0.125 2±0.032 3 0.063 3±0.032 3 −0.031 4±0.052 3 3.182 9

10% 异常值 1±0 −0.534 9±0.032 5 0.262 7±0.032 3 −0.131 4±0.033 0 0.068 5±0.038 9 −0.037 7±0.035 5 2.905 7

 
表 3    不同辨识方法的性能比较

Table 3    Performance comparison of different recognition methods

b0 a1 ⟨λ0⟩(λ0) ⟨λ1⟩(λ1) ⟨λ2⟩(λ2) 均方误差 时间 (s)

真实值 1 0.5 0 1 1 — —

无异常值

SVBI — — 0.064 8±0.062 0 0.963 3±0.050 9 0.976 6±0.062 6 0.913 6 2.936 9

VBEM — — 0.050 3±0.034 6 0.941 1±0.039 3 0.965 5±0.045 9 0.897 8 9.704 6

MLE 1±0 0.510 2±0.013 6 0.105 4±0.040 5 1.015 4±0.046 4 0.949 0±0.041 1 0.913 0 9.035 0

PEM 1±0 0.494 8±0.017 2 0.082 8±0.052 4 0.990 5±0.037 3 1.007 2±0.044 9 0.913 2 0.647 4

5% 异常值

SVBI — — 0.057 5±0.054 0 0.981 3±0.052 0 0.957 3±0.045 0 5.454 0 2.935 2

VBEM — — 0.050 3±0.041 1 0.977 0±0.053 2 0.974 8±0.051 8 3.869 5 9.770 9

MLE 1±0 0.415 0±0.071 1 −0.940 7±0.125 3   1.001 9±0.183 9 1.371 5±0.189 5 3.957 4 9.669 3

PEM 1±0 0.499 9±0.054 9 0.107 2±0.187 1 0.964 6±0.192 6 0.987 8±0.155 8 3.837 4 0.658 0

10% 异常值

SVBI — — 0.143 9±0.106 5 0.916 3±0.092 4 0.841 6±0.092 4 7.536 4 2.905 7

VBEM — — 0.055 6±0.046 8 0.971 1±0.053 8 0.956 8±0.055 3 5.511 0 9.924 5

MLE — — — — — — —

PEM 1±0 0.472 3±0.200 4 0.145 8±0.521 1 0.974 6±0.309 1 1.003 0±0.325 3 5.499 2 0.662 0
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隐变量的信息即可实现对全局隐变量后验分布的更

新, 从而实现似然函数的极大化, 可以显著降低变

分推理的计算量, 对于大规模数据系统的辨识具有

很大的意义. 本文首先通过一个仿真实例, 并与VBEM、
MLE、PEM三种方法进行了比较, 详细分析了该方法

在辨识准确率和计算时间成本上的优势; 又通过一个

非线性电路辨识的 Benchmark问题验证了该方法在

实际过程上应用的有效性, 结果表明本文所提出的

方法在提高辨识准确度和提高计算效率方面均具有

较大优势. 

附录 A    矩阵向量化操作定义

A = (aij) ∈ Rn×n A

dvec(A) n(n+ 1)/2× 1

考虑对称矩阵 , 将矩阵  的

主对角线及上三角元素, 按行的顺序排列成一个列

向量, 其向量化结果  是一个 

维向量, 定义为

a = dvec(A) =

[a11, a12, · · · , a1n, a22, a23, · · · , a2n, · · · , ann]T(A1)

aij A (i, j) dvec(·)其中,   表示矩阵  的第  个元素,   为

矩阵向量化操作. 

附录 B    向量对角矩阵化操作定义

m b = [b1, b2, · · · , bm]T

B b

考虑  维列向量 , 则存在对

角矩阵  的主对角线元素为  中各元素的平方, 定义为

B = sdiag(b) =


b21 0 · · · 0

0 b22 · · ·
...

... 0
. . .

...
0 · · · · · · b2m

 (B1)

sdiag(·)其中,   为向量对角矩阵化操作. 

附录 C    向量矩阵化操作定义

n(n+ 1)/2 a考虑  维列向量 ,

a = [a11, 2a12, · · · , 2a1n, a22,
2a23, · · · , 2a2n, · · · , ann]T (C1)

A

idvec(a) n

将其按照行排列的顺序还原为对称矩阵 . 其矩阵

化的结果  是一个  维的对称矩阵, 定义为

A = idvec(a) =

a11 a12 · · · a1n
a12 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
a1n a2n · · · ann

 (C2)
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图 6    系统预测输出与实际输出

Fig. 6    Predicted output and actual output of the system
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